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Problema 3 de la concursul international de matematica ,.Romanian 
Master of Mathematics” a fost urmatoarea. 


Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc w; dreptele AB $i CD se 
intersecteaza in punctul P, dreptele AD si BC se intersecteaza in punctul 
Q, tar diagonalele AC si BD se intersecteazad in punctul R; M este mijlocul 
segmentulut PQ, iar K este punctul in care segmentul MR intersecteaza cercul 
w. Atunct cercul circumscris triunghiulut KPQ este tangent cercului w. 


Sa observam mai intai ca triunghiul PQR este autopolar fata de cercul 
w, deoarece dreapta PQ este polara punctului R gi analoagele. In particular, 
daca O este centrul cercului w, atunci 


OPLQOR, OQLPR si ORLPQ, 
adica R este ortocentrul triunghiului OPQ. 


Solutia 1 (oficiala). Eliminaém mai intai cazul in care MR1LPQ; intr- 
adevar, in acest caz dreapta MR = MO este mediatoarea segmentului PQ si, 
deci, triunghiul K PQ este isoscel (de varf K). Dar atunci, datorita simetriei 
fata de dreapta OM, concluzia devine evidenta. 


1) Profesor, Colegiul National ,,Tudor Vianu“, Bucuresti 
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In general (cand dreptele MR si PQ nu sunt perpendiculare), fie U 
piciorul perpendicularei din O pe dreapta MR si S punctul de intersectie 
a dreptelor OU si PQ. Atunci S este polul dreptei MR fata de cercul w 
(intrucaét S se gaseste pe polara lui R si OS LMR) si, deci, dreapta KS este 
tangenta cercului w. In particular, in triunghiul dreptunghic OK S obtinem 


SK? = SU - SO. 


Pe de alta parte, daca V este simetricul punctului R fata de M, atunci 
V este punctul diametral opus lui O in cercul circumscris triunghiului OPQ 
(intrucét R este ortocentrul acestui triunghi) si, deci, U se gasegte si el pe 
cercul OPQ (intrucét c<OUV = 90°). Dar atunci SU -SO = SP - SQ, de 
unde rezulta 

SK? = SP - SQ, 

adicé dreapta KS este tangenta gi cercului K PQ. Concluzia este acum ime- 
diata. 

Solutia 2. Fie ME si MF tangentele duse din punctul M la cercul w (cu 
E, F € w) si S punctul in care dreapta EF intersecteaza dreapta PQ. Atunci 
S este polul dreptei MR fata de cercul w (intrucét PQ este polara lui R, iar 
EF este polara lui M); in particular, dreapta KS este tangenta cercului w. 

Apoi, dac& M’ este mijlocul coardei EF, iar O’, P’, Q’ sunt picioarele 
indltimilor triunghiului OPQ, este clar cd punctele P, Q, R, M’ sunt inversele 
punctelor Q’, P’, O’, M prin inversiunea fata de cercul w gi, cum cele din urma 
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sunt conciclice pe cercul Euler al triunghiului OPQ, rezulta ca si punctele P, 
Q, R si M’ sunt conciclice. Prin urmare, obtinem 


SP-SQ=SR-SM. 


Pe de alta parte, daca U = MR 1 OS, atunci UK 1 OS (intrucét RM 
este polara lui S) si, deci, 


SR-SM'=SU-SO = SK? 


(cu prima egalitate din conciclicitatea punctelor O, U, R, M’). 
Rezulta 
SK* =SP-SQ 


si concluzia urmeaza imediat. 


Solutia 3. Fie, ca gi mai inainte, ME si MF tangentele din M la cercul 
w si S = EF OM PQ; atunci S este polul dreptei MR (fata de cercul w), iar 
dreapta KS este tangenta cercului w. 

Pe de alta parte, ME = MF = MP = MQ (cf. lemei 1 de mai jos), deci 
punctele £, F’, P, Q sunt conciclice si, deci, 


SK* =SE-SF=SP.-SQ, 


de unde concluzia urmeaza imediat. 
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Lema 1. Fie ABCD un patrulater tnscris intr-un cerc w; fie {P} = 
= ABNCD, {Q} = ADN BC gi M mijlocul segmentului PQ. Atunci M 
este centrul radical al cercului w $i punctelor P si Q. 

Demonstratie. Fie O centrul cerculuiw, R= ACN BD, J= OPN QRsi 
N mijlocul segmentului JP. Atunci, cum dreapta QR este polara punctului P 
(fata de cercul w) — si, deci, OP_LQR — axa radicala a cercului w si punctului 
P este paralela cu QR; in plus, trece si prin mijlocul segmentului JP (intrucat 
trece prin mijloacele tangentelor duse din P la cercul w). Rezulta ca axa 
radicala a cercului w si punctului P este dreapta MN. 
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Analog, M se gaseste si pe axa radicala a cercului w si punctului Q, 
i.e., M este centrul radical al cercului w si punctelor P si Q. 


Corolar. Fie ABC'D (PQ) un patrulater (complet) inscriptibil. Atunci 
cercul de diametru PQ este ortogonal cu cercul ABC'D. 


Solutia 4. Fie XY paralela prin R la dreapta PQ (cu X, Y € w). 
Atunci, cu lema 2 de mai jos, punctele L = PX N QY si K’ = PY N QX se 
gasesc pe cercul w, iar dreapta LK’ trece prin R; in plus, cum ORLPQ || XY, 
R este mijlocul coardei XY gi, deci, punctele L, R, M sunt coliniare. Prin 
urmare, punctele K si K’ coincid, unde K = PYNQX. 

Apoi, daca Oj; este punctul in care dreapta OK intersecteaza media- 
toarea segmentului PQ, atunci triunghiurile ORK si O;MK sunt asemenea 
(intrucat OR || O,M si, deci, OK : O,K = RK : MK. Cum si triunghi- 
urile KXY si KQP sunt, evident, asemenea, avem si XK : QK = RK: MK 
(ultimele douad segmente fiind mediane in triunghiurile respective), de unde 
obtinem ca OK :O,K = XK : QK, i.e., triunghiurile OXK si O,QK sunt si 
ele asemenea. Dar atunci, intrucat OX = OK, avem ca O,Q = O,K; cum, 
analog, avem si O; P = O;K, gasim ca O, este centrul cercului KPQ. Con- 
cluzia rezulta acum imediat din faptul c& punctul K se gaseste pe dreapta 
centrelor, OO}. 


— 


Cn 


|  Observatie. Solutia 4 se poate incheia, de fapt, imediat ce avem K’ = K, 
intrucat omotetia ce duce triunghiul KXY in triunghiul KQP transforma si 
cercul w in cercul A PQ, iar acestea devin, astfel, tangente in punctul K. 
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Lema 2. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc w; fie P = 
= ABNCD, Q=ADNBC si R= ACN BD; fie XY o coardd care trece 
prin R si L= PXNQY, K=PYNQX. Atunci punctele L $i K se gasesc 
pe cercul w, tar coarda LK trece prin punctul R. 


Demonstratie. Fie T = BX N DY si K’ = PY Nw. Atunci este clar 
ca T se gaseste pe polara lui R fata de cercul w, i.e., T € PQ. 

Pe de alta parte, din teorema lui Pascal pentru hexagonul ABX K’Y D, 
punctele P, T si Q’ = XK'N AD sunt coliniare, de unde rezulta cd Q! = Q 
si, deci, K' = K,i.e., K € w. Analog avem si L € w. 

In plus, intersectia dreptelor LK si XY este polul dreptei PQ (fat& de 
cercul w), ie., RE LK. 

Observatie. Concluzia problemei ramane valabila gi in cazul in care K 
este celdlalt punct de intersectie al dreptei MR cu cercul w. 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


APLICATIT LA TEQREMA LUI FROBENIUS DESPRE 
MATRICE 


GEORGE-FLORIN SERBAN)) 


In aceasta lectie vom prezenta rezolvarea unor exercitii, in care vom 
folosi notiunea de polinom minimal al unei matrice gi teorema lui Frobenius. 
Pentru inceput vom aminti cateva fapte teoretice. Daca nu se specifica 
altceva, A € M,(K) unde n este numar natural nenul si K poate fi Q, 
R sau C. 


Teorema (Hamilton-Cayley). Dacdé definim 
pa(X) = det(XI, — A) = X" + a,X"14...4+an_-1X + an 
(polinomul caracteristic al matricei A), atunci 
pa(A) = A” +a, A™14...+@n-1A + QnIn = On. 


Definitie. Fie A € M,(K) unde K poate fiQ, R sau C. Polinomul 
monic (i.e. avand coeficientul dominant egal cu 1) de grad minim din K[X] 
care admite pe A ca rdddacind se numeste polinomul minimal al lui A gi se 
noteaza ma(X). 


Daca p(A) = O2 pentru un polinom oarecare p € K[X], atunci p este 
divizibil cu polinomul minimal al matricei A. Astfel, polinomul minimal 
divide polinomul caracteristic; in particular, gradul polinomului minimal este 
mai mic sau egal decat gradul polinomului caracteristic. Aceste fapte sunt 
completate de urmatoarea teorema. 


Teorema lui Frobenius. Polinoamele m, $i pa admit aceiagi divizori 
treductibili peste K. 


De exemplu, daca n = 2, atunci 

e daca grad(m,) = 1, atunci existé a € K astfel incat m4 = X —a si 
pa = (X — a); 

e daca grad(ma,) = 2 atunci mg = pa. 

De asemenea, daca n = 3, atunci 

e daca grad(ma,) = 1 atunci existé a € K astfel incat m4 = X —a si 
Pa = (X — a)’; 

e dac& grad(m,) = 2 atunci exista a,b € K (nu neaparat distincte) 
astfel incat m4 = (X — a)(X — b) si pa = (X — a)?(X — dD); 

e daca grad(ma) = 3 atunci m, = pa. 

In continuare voi prezenta aplicatii ale acestor proprietati. 


1) Profesor, Liceul Pedagogic ,,.D.P. Perpessicius”, Braila 
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1. (Olimpiada de matematicd, faza nationald 1988) Fie A € M2(R) cu 
tr(A) > 2. Sa se arate ca, oricare ar fin € N*, A" F Ib. 


Solutte. Presupunem prin absurd ca A” = Io, deci A” — Ig = Oz si 
ma |(X"—1). 

Daca grad(m,) = 1, atunci m4 = X +1, deci At In = Oo, A= +h, 
tr(A) = +2, fals. 

Daca grad(m,) = 2, atunci m4 = pa € R[X]. Cum X” — 1 are radaci- 
nile simple x, = cos —— + isin tate k=0,1,...,n—1 i pa are coeficienti 

n 

reali, reiese ca pa este produsul a doi factori corespunzand unor radacini 
conjugate: 


2krn  . . 2kr 2kr . . 2kr 
pa(X) = (x - ( cos = +isin=)) (x 7 (cos <= ~isin=")), 
deci pa = m4 = X?7-2X cos = +1. Cum pg = X? — 2tr(A)X + det(A), 


2k 
ar rezulta tr(A) = 2cos acl < 2, fals. 
: n 
In concluzie A” 4 I, oricare ar fin € N*. 


2. (Olimpiada de matematicd, faza nationald 1990) Fie A € M,(R) cu 
A* = aA, unde a € R\ {—1, 1} si k € N*. S& se arate ci matricea B = A+ I, 
este inversabila. 

Solutie. A* —aA = O, implici ma | p = X* — aX. Cum p(-1) = 
= (-1)*+a £0, rezult’ m,(—1) 4 0, deci m, nu are ridacina —1. In acest 
caz, conform teoremei lui Frobenius, nici pg nu are radacina —1. Deoarece 
pa = (-1)" det(A — XI,), deducem 0 # pa(—1) = (—1)" det(A + I), adica 
det(B) # 0. 

3. (Concursul Interjudetean de Matematica ,,Gheorghe Lazar” 2008) 
Sa se arate ca, daca’ A € M,(R) si A? = A+ In, atunci det(A) > 0. 

Solutie. Functia f : R > R data de f(x) = 2° — x — 1 are derivata 
f'(z) = 3x? — 1, cu radacinile x; = ret wet Aplicam sirul lui Rolle: 
f(—oo) < 0, f(r1) < 0, f(z2) < 0, f(co) > 0. Deci, functia are o singura 
radacina reala& a, situata in intervalul (1,2). Rezulta 

ma | (X? — X — 1) = (X —a)(X7+bX +0), 
cu ac = 1 sia > 0, decic> 0. Astfel m4 = (X — a)§(X? + bX +c)’ Si, 
conform teoremei lui Frobenius, 
pa = (X —a)"*(X* + bX +c)” = (-1)" det(A — XI), 
cuu+2v =n. Deducem pa(0) = (—a)" - (c)” = (—1)”" det(A), deci 


det(A) = (—1)"*"a%c? = (—-1)?4*"a"c? = ac > 0. 


L2 = 
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4. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2005) Fie matricea A € M,,(R) cu 
A? = 4I, — 3A. S& se arate c& det(A + I,) = 2”. 

Solutie. A? — 4I, + 3A =O, si X°+3X —4= (X —1)(X24+X +4) 
implic’ m,4 = (X — 1)§(X?2+ X +4)'. Aplicim teorema lui Frobenius: 


pa = (X —1)*(X?4+ X +4)” = (-1)"det(A— XI,), ut2v=n. 
Deducem pa(—1) = (—2)"4" = (—1)" det(A + I), deci 
det (A ne 1) = (—1)"t"2"4” = (Sly —9nr 


9. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2009) Consideram A € M,,(R) cu 
A? = 3A — 2In. S& se calculeze det(A? + A+ In). 

Solutie. A? —3A+2I, = On, ma | (X?-— 3X +2), X°-3X4+2= 
= (X — 1)*(X 4+ 2), deci mag = (X — 1)8(X + 2)'. Aplicim teorema lui 
Frobenius: pa = (X — 1)*(X + 2)” = (—1)"det(A — XI,), utv=n. 

Avem det(A*+A+I,) = det(A—el,) det(A—e7J,,), unde ¢ este radacina 
cubicé a unitatii, 2 = 1 si e? +e + 1 =0. Obtinem succesiv 


pa(e) = (€—1)"(e + 2)” = (—1)" det(A — el) 
pa(é?) = (e? — 1)“(e? + 2)” = (—1)" det(A — €7 J) 
pa(é)pa(e?) = (€ — 1)“(e + 2)’(e? — 1)“(e? + 2)” = det(A? + A+ In) 
det(A? + A+ In) = (€2? —e —e?7 +.1)“(e? + 2e + Qe? + 4)” = 343” = 8". 


6. (prelucrare GMB) Vom spune ca o matrice A € Mo(R) are ane aa 
etatea (P,,) daca existé n € N, n > 3, pentru care A” + A”! 4 A”? 
= Og. Aratati ca, daca A € M3(R) are proprietatea (P2919) si se noteaza 
B= A*+ A+ Ib, atunci matricea I, — AB este inversabil3. 


Solutie. A"~*(A? + A+ Iz) = Oo, deci mg | X"-?(X2 + X +1). 

Daca grad(m4) = 1, mg = X si pa = X%, deci A = Oo, B = th, 
Ig — AB = I este inversabila. 

Daca grad(m,) = 2, sunt posibile cazurile 

© pa = ma, = X24 X +1, deci A?+A4+ Ip = Oo, B= Oo, k-AB= Ip 
este inversabila; 

ePpPA—mMm,A = X?2, deci A? = Oo, B = A+Io, l-AB = Ip— A(A+I12) = 
= I2 — A, de unde det(Jz — AB) = det(I2 — A) = pa(1) = 1, adica matricea 
Ig — AB este inversabila. 


7. (Concursul interjudetean ,,Dan Barbilian” 2011) Fie n un numar 
natural impar gi A € M,(R). 
a) Dac& A? = Oy, s& se arate ca 


det(2011A + 2I,) > 0 > det(2011A — 2/,). 
b) Dacia A? = I, s& se demonstreze ca det(A — I,) < 0. 
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Solutie. a) ma | X?, deci pa = X”, n impar, n > 3, de unde obtinem 
pa = X" = (-1)" det(A — XI,,) = —det(A — XI,). Relatia ceruta este 
2 2 
2011" det (A = In) 20> 2011" det (A - =——In) 
e + soil n}) 20> 2011” det ( A 0112" 
si rezulta imediat din 


2 Z 2 
det (A - s57%) = -Pa(sorz) =~ aon S° 
2 2 2° 
a (4 - mii) Z -pal 7 ii) = 011 =° 
b) A? — In = On, deci ma | (X? — 1). 
Dac& grad(ma) = 1, m4 = X —1, A= In, det(A—I,)°U =0<0, 
sau ma = X +1, A= —In, det(A — I)? = —2711" < 0, 
Daca grad(ma,) = 2, atunci m4 = X2—1 si pa = (X —1)*(X +1)" = 
= (—1)" det(A — XJ,), cu u,v > 1, de unde 


det(A — In) = —pa(1) = —(1—1)"(1 +1)” =0. 


8. (Concursul centrelor de excelenta din Moldova, 2011) Daca matricea 
A € M2(R) satisface relatia A? — 3A? + 4A = 2], s& se arate c& tr(A) = 2. 

Solutie. Cum X? — 3X2 4+4X —2 = (X — 1)(X? — 2X +2), rezulta 
ma | (X —1)(X2 — 2X 42). 

Daca grad(m,) = 1, atunci mg = X — 1, A= Ig, tr(A) = 2. 

Dac& grad(ma) = 2, atunci m4 = X? — 2X +2 = pag, de unde rezulta 
A? — 2A + 2I2 = Og = A* — (tr(A))A + det(A)Ip. Daca tr(A) # 2, atunci 
deducem A = kIn, k € R, de unde k® — 3k? + 4k — 2 = 0, ecuatie a carei 
singura solutie reala este 1, i.e. A = 2 — imposibil in acest caz. 


9. (Concursul interjudetean ,, Unirea“ 2005) Fie A,B € Mo(C) astfel 
incat AB = BA si exista numerele naturale nenule m, n astfel incat A™ = Op 
si B” = Op. Sa se arate ca AB = Oo . 

Solutie. A™ = O2 si B” = Og, deci my | X™ si mg | X”. 

Daca grad(m,) = 1 atunci m4 = X, A = O2 deci AB = Og; analog 
daca grad(mg) = 1. 

’ Dac& grad(m,) = 2 si grad(mg) = 2 atunci mg = X* = pa, deci 
A? = Oo; analog B? = Oz. Rezulta 
(A+ B)* = A*+4A4°B + 6A7B? + 4AB? + B* = On, 
deci ma+pB | X?. 

Daca grad(m,;g) = 1 atunci m4+p = X, A+ B= Oo, A= —B, deci 
AB = —A* = Op. 

Dacd grad(m4+g8) = 2, atunci m4,g3 = X? = pays, deci (A+B)? =Oz. 
Dar (A+ B)? = A? +2AB + B? = 2AB = Op, deci AB = Op. 

10. (Concursul interjudetean ,, Unirea “ 2009) Aratati ca, daca matricea 
AeéE Mo2(Z) satisface A* = Io, atunci A? = In sau A? = —Ip. 
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Solutie. Vom arata ca aceasta proprietate are loc pentru A € Mo(R). 
Din A* — Ip = Op reiese mg | (X —1)(X +1)(X? +1). 

Daca grad(m,) = 1, atunci mg = X —1, A = In, sau my = X +1, 
A = —I; in ambele cazuri, A? = Ip. 

Daca grad(m,) = 2, atunci mg = X?2—1 = pa, deci A? = In, sau 
ma = X*+1= pa, deci A? = —h. 


11. Sa se arate ca, daca exista matrice A € M,(Q) inversabile astfel 
ca A~! = A? + A, atunci n este divizibil cu 3. 

Solutie. Din A~! = A? +A rezulta, prin inmultire cu A, A?+ A? — I, = 
= On, deci ma | (X? + X* — 1). Deoarece X3 + X? — 1 este ireductibil in 
Q[X], m4 = X°+ X? —1. Conform teoremei lui Frobenius, pa are aceiasi 
factori ireductibili ca ma, deci pa = (X° + X? — 1)", unde 3u = n, adicd n 
este divizibil cu 3. 


12. (Concursul interjudetean ,,Cezar Ivénescu” 2006) Fie A € M3(R) 
pentru care exista » € (0, 7/4) astfel incaét A? = AA + J3. Demonstrati ca 
matricea A este inversabila si det(A) > 0. 

Solutie. A? — XA — I3 = O3, deci mag | (X? — AX — 1). Fie functia 
f : RR datad de f(z) = x* — Ax — 1. Derivata f’(z) = 3x? — X are 


AVX < 3V3, 403 < 27 si 403 < 4-4 < 27, ar fo) = A=W < 


Deci f(—oo) < 0, f(r1) < 0, f(x2) < 0, f(oo) > 0, ceea ce aratad cd ecuatia 
z*? — \x — 1 = 0 are o singura solutie reali pozitiva a € (x2,00). Astfel, 
X3— \X —1=(X —a)(X24+bX +0), b* —4c< 0. 

Daca grad(m,) = 1, atunci mg = X — a, A =al3 si det(A) = a? > 0. 

Cazul grad(m,) = 2 este imposibil, deoarece in aceasta situatie m, ar 
fi ireductibil de grad 2, iar py, ar fi o putere a lui m4. 

Daca grad(m,) = 3, m4 = pa. Obtinem 


A® — \A — I3 = O3 = A® — tr(A)A? + tr(A*) A — det(A)Js, 
de unde tr(A) = 0 (altfel polinomul minimal al lui A ar avea grad cel mult 
2), apoi tr(A*) = —A (acelasi argument) si, in final, det(A) = 1. 


13. (Concursul interjudetean ,, Unirea “ 2006) Fie o matrice B € Mo2(R) 
pentru care exista k € N* astfel incat B* = Op. Aratati ci, dac’ A € M2(R) 
este astfel incat AB = BA, atunci det (A+ B) = det A. 

Solutie. B® = Oo, deci mg | X*. 

Daca grad(mg) = 1, mg = X, B = Op si det (A + B) = det A. 

Daca grad(mg) = 2, mg = X? = pp, deci B? = Oo. Fie 


P(X) = det(A + XB) = X? det(B) + aX + det(A) = aX + det(A). 
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Atunci P(1) = det(A + B) = a+ det A, P(—1) = det(A — B) = —a + det A, 
det(A + B) + det(A — B) = 2det A, de unde 


(det A)? = (sea B) cet ~ By! > 


> det(A + B) det(A — B) = det(A* — B?) = (det A)’. 


Fgalitatea are loc pentru det (A+ B) = det (A — B), de unde a = 0, adica 
det (A+ B) = det A. 


14. (Concursul interjudetean ,, Traian Lalescu” 2013) Aratati ca, daca 
A € Mo913(R), atunci (A? + Ig913)” 4 O2913 pentru orice n € N. 

Solutie. Presupunem prin absurd ca exista n € N cu (A? 4+ Io013)™ = 
= Oo13. Atunci ma, | (X24 1)", deci mg = (X24+1)" si pa = (X? 4+ 
1)“. Aceasta ar implica grad(p,) = 2013 = 2u — fals — ceea ce arata ca 
presupunerea facuta este falsa. 


15. (Concursul interjudetean ,, Marian Tarina” 2013) Fie A € M,(R), 
n > 2, astfel incat A293 + 42°14 — O,. Dac&’i B = A+ In, demonstrati ca 
matricea I,, — AB este inversabila. 

Solutie. A?°'3(A+In,) = On, deci ma, | X7°48(X +1), m4 = X9(X +1), 
t € {0,1}. Rezulta ci py = X“(X +1)” = (-1)"det(A — XI), u+u=n. 

Apoi I, — AB = I, — A— A? si 


det(I,;, — A — A”) = (—1)" det(A? + A—I,) = 
= (—1)”" det(A — 21J,,) det(A — reIn), 
unde 2 gi X2 sunt solutiile ecuatiei g?+x¢—1=0, deci 21 +229 = —1 = 2122. 
Obtinem 
det(I, — A -— A?) = pa(X1)pa(%2)(—1)” = x} (a1 +1)°29 (re +: 1)°(-1)" = 
= (412%2)"(1+ 21 + 22 + 2122)"(-1)” = (-1)"(-1)" = L. 
Deci, matricea I,, — AB este inversabila. 


In incheiere, propunem ca tema urmatoarele exercitii: 


1. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2009) Fie A € Mo2(R), r > 0 un 
numéar real fixat si tr(A) > 2r. Sase arate ca A” # r"J2 , oricare ar fin € N*. 


2. (Olimpiada de matematicd, faza locala, Braila 2010) Consideram 
AéM,(R), n > 2 astfel incat A* — A**1 + A*t+? = Op, unde k € N impar si 
B=I,—A+A?*. Ara&tati c& matricele I, — AB si I, — BA sunt inversabile. 

3. (Olimpiada de matematicd, faza localaé, Brasov, 2010) Spunem ca o 
matrice X € Mo(C) este nilpotenté daca exista n € N astfel incat X” = Od. 
Fie A,B € Mo2(C) doud matrice nenule, nilpotente. S& se demonstreze ca 
matricea A+ B este nilpotenta dac& si numai daca matricele AB si BA sunt 
nilpotente. 
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4. (Concursul interjudetean ,,Cristian Calude” 2005) Aratati ci, daca 
AéM,(R), A? = In si n este impar, atunci det(A + In) > det(A — In). 

5. (Olimpiada de matematica, faza nationald, 1993) Exista matrice 
A, B € M3(C) cu (AB — BA)!9% = Is ? 

6. (Concursul ,, Nicolae Coculescu”, 2004) Sa se rezolve ecuatia X 34 
X + 2Io = Oo, X € Ma2(R). 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA 
,» ARGUMENT“ 


Editia a V-a, Baia Mare, 9 Noiembrie 2013 
prezentare de VASILE Pop) si NICOLAE MusuRo!IA2) 

In perioada 8-9 noiembrie 2013 s-a desfasurat la Baia Mare cea de-a 
cincea editie a Concursului Interjudetean de Matematica ,,Argument“. Or- 
ganizatorii acestuia au fost membrii catedrei de matematica a Colegiului 
National ,,Gheorghe Sincai“ din localitate, in parteneriat cu Inspectoratul 
Scolar Judetean Maramures. Cu aceasta ocazie a fost lansat cel de-al cinci- 
sprezecelea numar al revistei ,, Argument", editat de catedra de matematica 
a liceului gazda. Presedintele concursului a fost si de aceasta data, domnul 
conferentiar Vasile Pop, de la Universitatea Tehnica din Cluj Napoca. La 
concurs au participat loturile colegiilor nationale: ,, Andrei Muresanu“ — Dej, 
, Mihai Eminescu“ — Satu Mare, ,,Alexandru Papiu Ilarian“ — Targu Mures, 
»oilvania“ — Zalau, ,Liviu Rebreanu“ — Bistrita, ,,Dragos Voda“ — Sighetu 
Marmatiei, ,, Vasile Lucaciu“ — Baia Mare, ,,Gheorghe Sincai“ — Baia Mare, 
precum si elevi de gimnaziu de la gcolile reprezentative din judet,. 

Prezentam in continuare enunturile problemelor de la liceu, o selectie 
din cele de la gimnaziu gi lista premiantilor. 


Clasa a [X-a 


1. Se considera in plan punctele Aj, Ao,...,An si punctul M. Se 
noteaza cu B, simetricul lui M fata de centrul de greutate al sistemului 
de puncte { Ao, A3,..., An}. Analog se definesc punctele Bo, B3,..., Bn. 

a) Aratati ca dreptele A,B), A2Bo,...,A,Bn sunt concurente intr-un 
punct I. 


Conf. univ. dr., Universitatea Tehnica Cluj Napoca 
2) Profesor, Colegiul National ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare 
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b) Aratati ca punctele M,J si G sunt coliniare (unde G este centrul de 
greutate al sistemului de puncte { Aj, Ao,...,A,}). (Centrul de greutate al 
unui sistem de puncte {X1, X2,...,X,} este punctul Y definit prin relatia 


YX’ +YXt+...¥X,= 0). 


2. Aratati cd, pentru orice numere intregi a, b, c, ecuatia 
37.7? 4+ 39.7 4 3°=0, 
nu are radacini rationale. 

3. Se considera sirurile de numere naturale A : 1,3,3,3, 5,5, 5,5,5,... 
(apare fiecare numar impar de atatea ori cat este numarul). B : 1, 2, 2, 3,3, 3, 
4,4,4,4,... (apare fiecare numar natural de atatea ori cat este numarul). Sa 
se arate ca al n-lea numér din sirul A este a, = 2[V/n — 1] +1 iar al n—lea 


numar din sirul B este b, = lv 2n + | 


Clasa a X-a 

1. Fie (@n),,5; © progresie aritmetica de numere naturale. 

a) Sa se arate ca daca unul din termenii progresiei este un patrat perfect 
atunci existé o progresie aritmetic’ de numere naturale (b,),,51 astfel ca bz, 
sa fie termen al progresiei (a,),,,;, pentru orice n € N*. 

b) Sa se arate c& dac& unul din termenii progresiei (a;,),4, este un cub 
perfect atunci progresia contine o infinitate de cuburi perfecte. 

2. Fie M o multime finita si P(M) multimea partilor sale. Sa se 
determine functiile f : P (M) — P (M) cu proprietatea: 


F(XYNF(Y) =XOY,VX,Y € P(M),X FY. 
3. Fie f,g,h trei functii de gradul al doilea cu coeficienti reali. Sa se 


arate ca ecuatia f (g(h(z))) = 0 nu poate avea opt radacini reale, distincte 
in progresie aritmetica. 


Clasa a XI-a 
1. Se considera sirurile de numere reale (@n),59 ,(bn)n>o definite prin 
2b 3b 
relatiile de recurentd an41 = anton si bn4i = eh. Vn € N, unde 


ag = 131 bp = 4. 

a) Sa se arate ca sirurile sunt monotone si marginite. 

b) Sa se arate ca exista a, 8 € R*, astfel ca sirul (cn),,59 definit prin 
Cn = Aan + Bby sa fie o progresie geometrica. 

c) Sa se determine lim a, si lim dn. 

n—-co n—-oo 

2. a) Ar&tati cd exista X,Y € Mo (R) astfel ca det (XY + YX) <0 si 
det (X?+Y7?) > 0. 

b) Aratati ci dacié A,B € Mo2(R) si det(AB+ BA) < 0 atunci avem 
det (A? + B?) > 0. 
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3. Fie p, q numere naturale prime intre ele, n un numéar natural nenul si 
N = npg. Se noteaza cu S (n, p,q) numarul permutarilor o : {1,2,...,N} 7 
~» {1,2,...,N} care au proprietatile: o(p) < o(2p) < o(3p) < --- < o(npgq) 
si a(q) < o(2q) < o(3q) <...< a (npq). 

a) Sa se determine S (1, 2,3). 

b) S& se determine S (n, p,q). 


Clasa a XII-a 


1. a) Sdse arate ca nu exista functii f : R > R cu primitiva F': RR 
astfel ca F (0) = 0 si F(—2)- f (xz) = 2°, Vr ER. 

b) S& se determine functiile f : R — R cu primitiva F : R - R astfel 
ca F (0) =O si F(—z)- f (xz) = 2’, Vr ER. 

2. Pe multimea numerelor naturale impare M = {1,3,5,...} se de 
fineste legea de compozitie: ro y = giloge z] (4 — 1) +2. Sa se precizeze daca 
legea are proprietatile: 

a) exista element neutru; 

b) este comutativa; 

c) este asociativa. 


3, Fie A = { ((a +c)? = (b+ d)’) ((a—c)? +(b—d) )?) |a,b,¢, de z}. 
abcd 
daobe 

a) Sa se calculeze valoarea determinantului A = ee ls 
becda 

b) Sad se arate cé multimea A este parte stabila in raport cu inmultirea 


numerelor intregi. 
c) S& se determine elementele inversabile din (A,-). 


La clasele de gimnaziu subiectul a constat din opt probleme tip grila gi 
doua probleme cu rezolvari complete. Prezentém numai problemele la care 
s-au cerut rezolvari complete: 


Clasa a V-a 


1. Se considera numerele naturale a si b. Notadm cu p(a, 6) suma 
puterilor numarului 2 care au exponentul intre a si b, inclusiv a si b. 

a) Calculati p (0, 5). 

b) Determinati numarul natural z, stiind c& p(1, 7) = 27-2. 

c) Demonstrati ca numarul p(0, 2012) se imparte exact la 7. 


2. Lao masa rotunda sunt agezati 10 copii, cdrora li se impart intr-o 
ordine oarecare 10 cartonase numerotate de la 1 la 10. 

a) Dati douad exemple diferite de impartire a cartonaselor, astfel incat 
diferenta pozitiva dintre numerele de pe cartonasele oricaror doi vecini sa fie 
mai mare sau egala cu 3. 
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b) Demonstrati ca nu se poate ca, pentru fiecare copil, suma numerelor 
de pe cartonasul sau si de pe cele ale vecinilor sai sa fie divizibila cu 3. 
Dana Heuberger 


Clasa a Vli-a 


1. Un numar se numeste numar complet daca este format cu cifre 
distincte nenule si se divide cu fiecare dintre cifrele sale. 

a) Sa se determine toate numerele complete de doua cifre; 

b) S& se demonstreze ci daca un numar complet contine cifra 5 atunci 
el are doar cifre impare. 

c) Sa se demonstreze ca orice numar complet are cel mult 7 cifre. 

2. Se considera unghiul alungit AOB. Fie n cel mai mare numar na- 
tural pentru care exista semidreptele [O.A;, [OA2,...,[OAn, toate situate in 
acelasi semiplan determinat de dreapta AB astfel incét m(XAOAj;) = 1°, 
m(<XA,OA2) = 2°,...,m(XAn—-1OA,) = n° si oricare douad dintre unghiu- 
rile anterioare au interioarele disjuncte. 

a) Sa se determine n. 

b) Verificati dacad exista p,q € {1,2,...,n} astfel incat bisectoarele un- 
ghiurilor <Ap-1OAp gi <Ag-1O A, s& formeze un unghi de 45°30! . 

Bojor Florin 


Clasa a VII-a 
1. a) Sa se rezolve ecuatia 
r-—a x—b x—C zr-d 
bred ateea atbed atbhee 
unde a,b, c.d € Q' ; 


) 


: 
- 
2. Se considera un punct oarecare O, in interiorul triunghiului ascutit- 
unghic ABC. Fie M,N, P simetricele punctului O fata de mijloacele A’, es 
respectiv C’ ale segmentelor [BC] , [CA] respectiv [AB]. 
a) Sa se arate ca dreptele AM, BN si CP sunt concurente intr-un ms 


1 1 
b) Fie p un numéar prim. Sa se determine (xz, y) € ZxZ, daca Pabe — 


O’; 

b) S& se arate cA, dacd pentru punctul O’, determinat anterior, avem 
O' A’ = O'B' = O'C’, atunci O este centrul cercului circumscris triunghiului 
ABC; 

c) S& se arate ci, dac& O este ortocentrul triunghiului ABC, atunci O' 
este ortocentrul triunghiului A’B’C’. 


Clasa a VIII-a | 
1. a) Rezolvati in R ecuatia (ax? + b) (a + bx”) = cr’, pentru a = 1, 
p= 2.¢= J. 


CONCURSUL , ARGUMENT“, BAIA MARE, 2013 17 


b) Demonstrati ca ecuatia (ax? +b) (a+ bx”) = cr*,a,b € R*,cER, 
are o singuraé radacina pozitiva daca si numai daca (a + b)? =e 


2. Pe muchiile (OA), (OB), (OC) ale tetraedrului OABC se considera 
punctele A’, B’, respectiv C’, astfel incat BC || B’C’ si fie G si G’ centrele 
de greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv A’B’C’. 

a) Demonstrati ci centrul de greutate al triunghiului AB’C’ nu se afla 
pe OG; 

b) Demonstrati cd daca punctele O, G’, G sunt coliniare, atunci (ABC) || 


(A'B'C’). 


Prezentam in continuare lista premiantilor la acest concurs. 

Premiu] J: Herzal Radu, clasa a V-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia 
Mare; Moldovan Nicolae, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala ,,George Cosbuc“, 
Baia Mare; Zelina Paul, clasa a VII-a, C.N. ,,Vasile Lucaciu“, Baia Mare; 
Lucaciu Sergiu, clasa a VIII-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Buna- 
Marginean Alez, clasa a IX-a, C.N. ,,Alexandru Papiu Ilarian“, Targu Mures; 
Zelina Mihai,, clasa a IX-a, C.N. ,, Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Cotan Paul, 
clasa a X-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Serban Stefana, clasa a 
X]-a, L.T. ,,Petru Maior“, Reghin; Moldovan Bogdan, clasa a XI-a, L.T. 
,»Onisifor Ghibu“, Cluj Napoca; Mihaly Vlad Mihai, clasa a XII-a, C. N. 
, Mircea Eliade“ Sighisoara. 

Premiul al II-lea:: Mazim Sonia, clasa a V-a , C.N. ,,Gheorghe 
Sincai“, Baia Mare; Turda Raul, clasa a V-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia 
Mare; Biris Erik, clasa a V-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Teglas 
Bogdan, clasa a V-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Robu Vlad, clasa a 
VI-a, Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Iorga“, Baia Mare; Boroica Adrian, clasa 
a Vi-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Andreicut Teofil, clasa a VI- 
a, C.N.,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Cotdrlan Codrin, clasa a VII-a, C.N. 
,Wragos Voda“, Sighetu Marmatiei; Stepan Dacian, clasa a VIl-a, Sc. g. 
,George Cosbuc“, Sighetu Marmatiei; Diaconescu Malina, clasa a VII-a, 
C.N. ,, Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Pop Vlad, clasa a VIII-a, C.N. ,,Gheorghe 
Sincai“, Baia Mare; Santejudean Tudor, clasa a IX-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, 
Baia Mare; Sabdu Vlad, clasa a X-a, C.N. ,,Alexandru Papiu Ilarian“, Targu 
Mures; Butnar Adrian, clasa a X-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; 
Petrus Andrei, clasa a XI]-a, C.N. ,, Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Covaci Rares, 
clasa a XII-a, C.N. ,,Alexandru Papiu Ilarian“, Targu Mures. 

Premiul al III-lea: clasa a V-a, clasa a V-a, Pop Vlad, clasa a VIII-a, 
C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; 
Riglea Teodora, clasa a V-a, C.N, ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Sdsdran 
Tania, clasa a V-a, C.N. ,, Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Mihasca Rares, clasa 
a V-a, Scoala Gimnaziala ,,Lucian Blaga“, Talpos Carina, clasa a V-a, Scoala 
gimnaziala ,,Nicolae Iorga“, Baia Mare ; Becsi Paul, clasa a VI-a, C.N. 
» Gheorghe Sincai“ Baia Mare; Pop Calin, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala 
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Nicolae Iorga“, Baia Mare; Cornestean Jasmina, clasa a VI-a, C.N. ,,Dragos 
Voda“, Sighetu Marmatiei; [lies Iulia, clasa a VI-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai “ 
Baia Mare; Mercea Ioana, clasa a VII-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; 
Miron Mthnea, clasa a VII-a, C.N. ,,Mihai Eminescu“, Satu Mare; Petz Alin, 
clasa a VII-a, C.N. ,,Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Matei Bledea Alexandru, 
clasa a VII-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Muresan Ioan, clasa a 
Vil-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, Baia Mare; Hagdu Iulian, clasa a VIII-a, 
Scoala gimnaziala ,,Nicolae orga“, Baia Mare; Maries Maria, clasa a VIII-a, 
C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Baia Mare; Tamdian Andrei, clasa a VIII-a, Scoala 
Gimnaziala ,,George Cosbuc“, Baia Mare; Cudrici Carina, clasa a VIII-a, 
C.N. ,,Dragos Voda“, Sighetu Marmatiei; Nicusor Andrei, clasa a IX-a, C.N. 
, Alexandru Papiu Ilarian“, Targu Mures; Danci Bianca Dorina, clasa a X-a, 
C.N. ,.Dragos Voda“, Sighetu Marmatiei; Onul Ingrid Fara, clasa a X-a, C.N. 
,retru Rares“, Beclean; Florea Calin, clasa a X-a, C.N. ,,Alexandru Papiu 
Ilarian“, Targu Mures; Bud Cristian, clasa a XI-a, C.N. ,,Gheorghe Sincai“, 
Baia Mare; Buboi Andrei, clasa a XII-a, C.N. ,,Silvania“, Zalau. 

Marele premiu ,,Dumitru Angheluta ”, pentru cel mai mare punctaj 
obtinut in concurs dintre elevii de liceu, instituit in memoria marelui profe- 
sor de matematica al Colegiului National ,,Gheorghe Sincai“ Baia Mare, a 
fost castigat de elevul Mihaly Vlad Mihai de la C. N. ,,Mircea Eliade“ din 
Sighisoara. 


PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 6-7-8/2013 - partea J 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 
E:14505. Pentru orice n numar natural, aflati restul impartirit numarulut 
A= 5rt4 . goth 4 gett . gts + 3.15" la 2013. 
Eugen Blajut, Bacau 
Solutie. Putem scrie A = 15"-54-34+15"-5-334+15"-3 = 157(5*-3+5-3°+3) = 
= 15”. 2013, ceea ce arat& c& la impartirea numarului A la 2013 obtinem restul 0. 
E:14506. Ardtati cé numdrul M = (abc + bca + cab)(aaa + bbb + ccc) este 
patrat perfect. 
Elena Rimniceanu, Drobeta Turnu-Severin 
Solutie. Folosind scrierea zecimali’ avem M = 111(a+b+c)-11l(a+b+c)= 
= 111?(a+b+c)? = [111(a+b+c)]’, adicd M este p&trat perfect. 


E:14507. Determinati toate numerele naturale nenule care imparfite la 9 dau 


catul q $i restul r, iar impdrtite la 17 dau catul r $i restul q. 
Marin Simion, Rm. Sarat 
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Solutie. Daca n este un astfel de numar atunci, din teorema impartirii cu rest, 
n=9q+r,r<9sin=1?r+q,q< 17. De aici 9g+r=17r+4q, de unde g = 2r. 
Cum r < 9, numerele cautate sunt 19, 38, 57, 76, 95, 114, 133, 152. 


E:14508. Determinati elementele multimi A = {abc | aaaa = abca + acb } ; 
Stefan Marica, Drobeta Turnu-Severin 


Solutie. Folosind scrierea zecimala avem 111la = 1101a+1016+20c, sau 10a = 
= 101b+20c. De aici deducem ca b = 0 sia = 2c. Obtinem A = {201, 402, 603, 804}. 


Clasa a Vi-a 
E:14513. Determinati numerele naturale x $i y astfel incat 
122? + 742 + 123 = (22 +5)(y — 1). 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 
Solutie. Din 1277+74r+123 = (2x+5)(y—1), deoarece 1227+742+123, 22+5 
si y — 1 sunt numere naturale deducem c& 22 + 5 | 12x27 + 742 + 123, (1). Dar 
27+5|2x2+5, (2) si atunci 22 +5 | 122? + 30z, (3) (am inmultit cu 6x). Din (1) 
gsi (3) rezulta 2x + 5 | 44x + 123, (4). Din (2) obtinem 22 + 5 | 442 + 110, (5) (am 
inmultit cu 22). Din (4) si (5) rezulta 2x + 5 | 13, adicd 27 + 5 = 13, de unde zx = 4. 
Inlocuind acum in relatia initiala gasim y = 48. 
E:14514. Ardtati cé numdrul A = 69"+2 + 68"+1 4.1 se divide cu 43, pentru 


orice n numar natural. 
Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


Solutie. Avem A = 62"+2463"+141 = 63".62469".641 = 216"-36+216"-641. 
Dar 216” = (5-43 + 1)" = M43 +1 si atunci 


A = (M43 + 1) - 36+ (M43 +1)-6+1= M43 + 364+6+1 = M43. 


E:14515. Suma a patru numere naturale este 6005. Determinati numerele 
stiind cad unul dintre ele este prim, iar celelalte trei sunt numere impare consecutive. 
Marin Simion, Rm. Sarat 


Solufie. Fie p numarul prim si 2k + 1, 2k + 3, 2k +5 numerele impare con- 
secutive. Avem p+ 2k+1+2k+3+2k+5 = 6005 sau 6k + p = 5996. Cum 6k 
gi 5996 sunt numere pare, deducem ca p este numar par. Cum p este numar prim, 
rezulta p = 2 si atunci 6k = 5994, de unde k = 999. Numerele cautate sunt 2, 1999, 
2001, 2003. 


E:14516. Ardtati cd dacd numerele naturale nenule a, b, c verificd relatia 
3a—b 3b-c  3c-a 
2a+5b 2b+5c 2c+5a’ 


atunct a= b=c. 
Ion Neatd, Slatina 
3a —b 3b-c  3c-a  2at+b+c)_ 2 


Solutie. Avem 22° — 5 oe ne eee 
CRE EEN eh: = Obes eee Wades go 


ga—b 2. |, 
2a 5b 7 implica 7(3a — b) = 2(2a + 5b) sau 21a — 7b = 4a + 108, de unde a = b. 
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Analog rezulta b = c, agadar a= b=c. 


Clasele a VII-a si a VIII-a 


E:14521. Aratati ca dacé madsurile unghiurilor unui patrulater convex sunt 
direct proportionale cu patru numere naturale consecutive, atunci patrulaterul este 
trapez sau este inscriptibil. 

Relu Ciupea, Oltenita 


Solutie. Daca patrulaterul este ABCD, notam a, b, c, d masurile unghiurilor 
patrulaterului. Ele pot fi proportionale cu patru numere consecutive in ordinea 
(1) a, b, c, d sau (2) a, b, d, c. In cazul (1) avem 


a b eae Me d _atb+ct+d _ 180° («) 
n n+l n+2 n+3 #£4n+6 °}»}82n4+3 
Putem scrie 
a d a+d 
By ey a ee (*x) 
n nt+3 2n4+3 


Din (*) si («*) deducem cé a+d = 180°. Asadar, avem doua unghiuri alaturate 
suplementare si rezulta ABC'D este trapez. Analog, in cazul (2) obtinem a+c = 180° 
si prin urmare avem doua unghiuri opuse suplementare, de unde deducem ca ABC'D 
este un patrulater inscriptibil. 


E:14522. in paralelogramul ABCD, M este mijlocul laturii DC, BMN.AD = 
= {N}, CNN AB= {P} si BMN AC = {T}. Demonstrati ca: 
a) patrulaterele BDNC si BDCP sunt paralelograme; 
b) punctele D, T, P sunt coliniare. 
Petre Simion gsi Nicolae Victor, Bucuresti 


Solutie. a) AMDN = AMCB pentru cé [MD] = [MC] (ipoteza), DMN = 
= x&BMC (opuse la varf), xMDN = «MCB (deoarece DN || BC). De aici 
deducem ca [MN] = [MB]. Asadar, in patrulaterul BDNC diagonalele au acelasi 
mijloc. Rezulté BDNC este paralelogram. BDC'P este paralelogram deoarece 
DC || BP (ipoteza) si BD || CP (din BDNC paralelogram). 


b) Vom folosi teorema reciproca a teoremei lui Menelaos in cto ANB. 


AP _ 2 
Avem eee = 1 (D este mijlocul lui [AN] deoarece [AD] = [BC] = [DN)); — 


ios BT _ BT BC _1 BP 1 
tg [DC] = oe si —— NT = 5 (ABTC ~ ~ ANTA si —— TN = AN 5): Atunci 
ad ee, 2s =]-- ee = 1s, cia reciprocei teoremei lui Menelaos, punctele 


AD BP NT 1 2 
D, T, P sunt coliniare. 
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EB:14523. Determinati numerele naturale nenule x $i y care verificd relatia 
x? + y =x“+yt+ zy. 


D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


Solutie. Inmultind relatia cu 2 si trecénd toti termenii in membrul stang, 
obtinem 2x? + 2y? — 2x — 2y — 2xy = O sau (x — 1) + (y —1)? + (x — yy)? = 2. 
Din (x — y)* < 2 si z,y numere naturale deducem cé x — y = 0 sau |x — y| = 1. 
Daca x — y = 0, atunci z = y si relatia devine 2(z — 1)? = 2, de unde z = 2. Daca 
|x — y| = 1, atunci relatia dat& devine (x — 1)? + (y — 1)? = 1 gi de aici obtinem 
xr=2, y=lsaur—=l1, y=2. 

B:14524. Determinati numerele naturale n pentru care numérul 16" +4" +3 


se poate scrie ca o suma de doud numere prime. 
Cristina Vijdeluc, Baia Mare 


Solutie. Fie 16" + 4" + 3 = p+, unde p si g sunt numere prime. Deoarece 
membrul sang este numar impar deducem ca p+ q este impar si cum p si q sunt 
prime rezulta ca unul dintre ele este 2. Alegem q = 2 si atunci 167+ 4" +3=p+2 
sau 16" + 4" +1 =p. Acum 16" + 4" +1 = (4 — 2” 4.1) (4% + 2" + 1), iar pentru 
a fi numar prim trebuie ca una dintre paranteze sa fie 1. Numai 4” — 2” + 1 = 1 este 
posibil, iar relatia este adevarata pentru n = 0. 


E:14525. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 
(—2a? + 5x + 2)? + 6x?(—22? + 52 + 2) + 824 = 0. 


Vasile Chiriac, Bacau 


uae Notand —227+5r+2=y rete devine ye + 6x7y + 824 = 0. Putem 
scrie y*+627y+ 827 = y*+6a7y+9r*-24 = (y+ 32 2)? —x* = (y + 4a”) (y + 227). 
Acum, relatia din enunt se scrie (—2x? + 52 + 2+ 4x?) (—22? + 5242+ 227) =0 
sau (20? + 52 + 2) (52 + 2) =0. 

Cum 227 +5242 = 2277+ 47 +242 = 22(x +2) + (x42) = (x + 2)(2r +1) 
obtinem (x + 2)(2z + 1)(5z + 2) = 0, cu solutiile —2, =o -=. 

B:14526. = jn cubul ABCDA'B'C'D’ de laturd a se considera punctul 
S € [CC]. Notam {O} = BDN AC si {M} =SONA'C’. Dacéd planele (A’/BD) si 


1 
J/129’ 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


(M BD) formeazdé un unghi cu mdsura a $i cosa = stabiliti pozitia punctului 


S pe CC". 


Solufie. Punem in evidenta unghiul dintre planele A’BD si MBD. 

Avem (A’/BD)N(MBD) = BD. AA'BD este isoscel (A’D gi A’B sunt dia- 
gonale ale fetelor cubului) gi atunci A’O | BD, (1). 

AM BD este isoscel (AM A'B = AMA'D) gi de aici MO 1 BD, (2). Din (1) 
gsi (2) rezulta c& unghiul dintre planele A’BD si MBD este x A’/OM. 
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Daca ME 1 (ABC), atunci ME || A’A si 
prin urmare ME c (A’AM), adic’ E € AC. In 
acest fel problema se reduce la dreptunghiul A’ AEM 
in care A’A = a = 2b, AC = 2bvV2 si not’m OE = zx. 

Din AA’AO avem A’O = bV6, din AMEO 
avem MO = x2 + 462. In plus A’M = x + by2. 
Aplicand teorema cosinusului in AA’OM avem 


1 
+ by/2)? = 6b? + 27 + 4b? — 2b,/6(x2 + 4b2)- 
nN) : VEE ia 
2(x? + 4b? 
de unde obtinem 4b — 1/2 = see. 


Ultima relatie este adevaratda numai daca’ x < 2b,/2 si prin ridicare la patrat 


b/2 bV2 
ajungem la ecuatia 21x? — 86br./2 + 170b? = 0 cu solutiile ae si ai Ne 
convine numai nA asadar EO = a Acum, AOCS ~ AOEM implica 
CS OC 3 ; 

EM ~ OB 2 unde CS = 2 CC". 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasele a [X-a sia X-a 


26775. Fie a six numere reale cu proprietatea ca sinx < acosz. SG se arate 
cé sinz — a® cosz < avite . (Enunt corectat.) 
George Stoica, Canada 
Solutie. Avem (sin 3x + a? cos 32)° < (sin? 3x + cos 3x) (1+ a®) = 1+<a°, de 
unde 3sinz — 4sin® z + a® (4cos* z — 3cosz) < V/1+a®. Conform ipotezei, avem 
sin’ x < a* cos? x, deci 3 (sinz — a? cosz) < V1 +5, ceea ce trebuia aratat. 


26776. Fie xz, y, z, M numere reale pozitive astfel incat x,y,z < M. Sa se 
arate cd sy t+ yz+224+ M* > (rx+y+2z)M. 
George Stoica, Canada 


Solutie. Inegalitatea ceruta se scrie echivalent 
a(y+z—-M)+(M—y)(M—z)20 (1) 
sau 
yz+(M—y-—z)(M—z) 20. (2) 
Cum M—z, M—y, M—z, xsi yz sunt pozitive, inegalitatea (1) este adevarata 
daca y + z— M > 0, iar inegalitatea (2) este adevarata daca y+ z—M <0. 


26777. Rezolvati in numere reale ecuatia 


1 
[V2 + 22 +11] = Va? +2r+7+ 5. 


(Enunt corectat.) 
Cristinel Mortici, Targoviste 
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1 3 
Solutie. Notam y = z* + 22 +7. Trebuie ca Jy + 5 <Vyt4< Sfyt rt de 


unde =< z <5 . Functia f(y) = 


4 
7 Matas Va Vut4+ Vo 
225 


49 49 225 
iio =) =3 2 < fl) <5 f(y): deci ve (a a | 


1 1 9 25 49 
Obtinem /y + 5 € (18, 4 ON = {2,3,4}, de unde y € (part si 


alot <2 13 
af 2’ 2? 2°2f° 


26778. Fie a, b, c, d numere reale cuac+ bd = 0. Sd se arate ca 


at+b+c+d 2 [a2 +b? + c? + d? 
y) = y) 


Radu Pop, Baia Mare 


este descrescatoare si 


Solutie. Este suficient ca 
(cthteray’ PtP t+e+e? 
2 = 2 


Din ac+ bd = 0 avem (a+b+c+d)? = a* +b? +c? +d? + 2ab+ 2bc+ 2cd + 2da. 
Inegalitatea revine la 0 < (a—b)*+(b—c)*+(c—d)*+(d—a)?, ceea ce este adevarat. 


 (at+b+c+d)? <2(a?+0 +c? +d’). 


26779. Fie a, b, c, d numere reale strict pozitive astfel incat a?+b?+c?+d? = 1. 
Sd se arate ca 
2 2 2 2 
a b Cc 
> + ———. > 1+ 16abcd. 
phe” hed ede ween 


Florin Stadnescu, Gaesti 


Solufie. Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem 


2_ 5 4_ p2 2 4 b2 2 
oa =e eo Ee 
ey bc circ (a? a bc) circ (a? + bc) Circ (a? T bc) 


circ 


5 (+P +242) - x b2¢? 
- > (a* + be)” sive (0? + be)” 


circ 


Cum d (a 2 + be)” = 


=at+b44ch4+d*4+ 0224+ cd? + da? + 07h? +2 (a*bc + b*cd + c*da + d* ab) = 
= (a7 +b? +c74+ d?)* + (ab — ac)” + (bc — bd)? + (cd — ca)” + (da + db)? <1, 
(a? + b? + c? + d?)° 
————\"—;=— Ol si 
2 2 <i 8 
> (a + bc) 


circ 


a? be b7c? abe 
nes | ica ci vena) (PO spe 
QF be = +D (ake (a2 + bc)? L+ angi = 


circ 


rezulta ca 
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4o4¢4q4 4abcd 
(a*+ bc)” (b?+ cd)” (c?+ da)* (d? + ab) > (a* + bc) 
4 


26780. Fie (Qn)n>1 9 progresie geometricd de numere strict pozitive. Sd se 


arate ca : : 
Cr) (Cr cr)? / cr 
a! ) - ie aes ony = = (Q1Gn41) 2”. 


Florin Rotaru, Focgani 
Solute. Fie q ratia progresiei. Atunci 


alr) g(a)” oe alr) egies y (aq) Ir J (agro = 


- wayneay roHtO2P (02) 44a = 


Con .2C™ Cy Cx 
= ay?" gz Can _ \/ (a2q”) 2n _ \/ (€14n41) 2n 


26781. Fie x € R cu proprietatea cé numerele x3 +x siz®+-z sunt rationale. 
Sa se arate ca x este numar rational. 
Madalina Albu, Babadag 


Solutie. A se vedea articolul lui Marcel Tena: ,,Asupra problemei 26781“ din 
G.M.-B nr. 9/2013. 


26782. Fie ABC un triunghi si punctele D, E, F pe laturile BC, CA, respec- 
tiv AB, astfel incat AF = EF si BF = DF. Sa se arate ca ortocentrul triunghiulut 
ABC apartine cercului circumscris triunghiului CDE. 

Marcin Kuczna, Polonia 


Solutia 1. Fie P si Q punctele diametral opuse lui C’ in cercurile ABC, res- 
pectiv CDE. Observam ca F este egal departat de dreptele AP si EQ, precum gi 
de dreptele BP si DQ, deci F' este mijlocul seqmentului PQ. 

Fie O centrul cercului ABC. Deoarece ortocentrul H al triunghiului ABC este 
simetricul lui P fata de mijlocul M al segmentului AB, deducem ca triunghiul CHQ 
este imaginea triunghiului OM F prin omotetia de centru P si ratie 2. In consecinta, 
dreptele CH si HQ sunt perpendiculare, deci H apartine cercului de diametru CQ. 
Concluzia este demonstrata. 


Solutia a 2-a. Fix&dm originea planului complex in centrul O al triunghiului 
ABC si ludm axa reala in lungul dreptei OF. Convenim ca afixele punctelor notate 
cu majuscule sa fie desemnate de literele mici corespunzatoare. 

Presupunem |a| = |b| = |c| = 1. Fie M si N proiectiile punctului F' pe dreptele 


= b —b 
AC, respectiv BD. Cum f € R, avem m = Gees OG. sin = ne a cf 


Cum M si N sunt mijloacele segmentelor AEF gi BD, folosind si f =a+ z — abf, 
deducem cA e = c+ f —acf = Nae Granny er, sid =c+f-—bcf = 
=a+b+c-— (ab+ be)f. 

Fie H ortocentrul triunghiului ABC, deci h = a+b6+c. Translatia cu HO 
si simetria fat’ de O arat& c& este suficient s& aratam ca (ab + ac)f, (ab + be)f, 
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a+ gi originea sunt conciclice. Scazand abf, aceasta revine la acf, bcf, f si —abf 
conciclice. Cum |a| = |b] = |c| = 1, cele patru numere au acelasi modul, de unde 
rezulta cerinta. 


Clasele a XI-a si a XII-a 


26791. Fie A € M3(R) cu det(A) = 1. Sd se arate cé urmdtoarele doud 
afirmati sunt echivalente: 
(i) det (A? - A+ I3) =0; 
(ii) det (A + J3) = 6 si det (A — J3) = 0. 
Lucian Petrescu, Tulcea 


Solufie. Fie Ai, A2, A3 valorile proprii ale lui A gi P = det (A — XJ3) polinomul 
sau caracteristic. Cum P € R[X] putem presupune ca \; € R gi A3 = Ap. 
i) > ii) Fiee € C\ R cue? = —-1. Cum 


0 = det (A* — A+ I3) = det (A — 3) (A — €13) = det (A — e173) det (A — 13), 


rezulta c& {A2,A3} = {€,€}. Deoarece 1 = det(A) = A,A2A3 = AEE = Ar lel? si 
le] = 1, rezulta c& A, = 1, deci det (A — Jz) = 0. 

Mai mult, P = —(X — 1)(X — e)(X —&) = —(X — 1) (X* —- X +1), de unde 
obtinem det (A + J3) = P(—1) =6. 

ii) => i) Cum det (A — J3) = O rezulté A, = 1. Fie P = (X—1) (-X?+aX +0). 
Cum 1 = A2A3 rezulta c&é b = —1. Cum 6 = det (A+ J3) = P(-—1) = —2(—a — 2), 
obtinem a = 1. Atunci P = —(X — 1) (X* — X +1), deci Az =e gi Ag = &. Atunci 
det (A? — A+J3) = P(e)P(E) = 0. 


0 0 0 0 
0 1 0 0 
26792. FieU=] 0 0 1 O | o matrice de ordin n, n > 2. 


0 00... 1 
a) Sd se arate cd nu ezisté A € M,,(Q) astfel incdt A* + (I, + A)* =U. 
b) Sa se dea un eremplu de matrice A de ordin n avand elemente de forma 
a+ bi (V2 - 1), a,b€R, astfel incat A* + (In + A)* =U, 
Cristinel Mortici, Targoviste 
Solutie. Folosim identitatea X* + (X +1)* =2(X?4+X+ 1) — 1 si obtinem 
U = A*+(AtIn)* = 2(A?+A4+In)° — In, echivalent cu 2(A?4+ A+ In)” = 
=U+I,. 
a) Fie A € M,p(Q) care verificd relatia din enunt si d = det (A? + A+ In) € Q. 
Atunci det (2 (A? + A+ I,)”) = det (U + I,), de unde 2"d? = 2"—!, deci |d| = =, 
oe v2 
contradictie. 
b) Fie A € C o solutie a ecuatiei z* + (z+1)4=0,z EC si A=A(In—U). 
Cum U* =U, (I, —U)* = In —U, k E N* Si (I, —U)-U = On, obtinem 
At +(A+I,)* =4 (In —U)* + [A 41) (In —U) + U]t = 


= (In —U) + (A+1)* In —U) + U = [A414 (A 4194] (In —U) 4+U =U, 
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4 
deci A verifica relatia din enunt. Deoarece (: + 5] = —1 rezulta ca 


1 ewes 
ae ed eg OPE ge ee EE 4 Gg. 
A 4 4 
1 
Alegem A € C cul + 1 cos + isin = V3 (1 +3), deci 


2 2(V2i+2+V72) 1 


= = _l 
Vi (24+ V2) 4(2+/2) 2 2 


26793. Se considera sirul de termen general 


In = \/ (Ch)? — CLC2 + (C3)? + / (CB)? — C2CS + (C8)?+ 


+...+4/(CR)? — CRC} + (C})’. 
log, (1 + Zn) 


nr 


(v2-1)i. 


Sa se calculeze lim 
n—oo nm! 


Florin Rotaru, Focgani 


2 
a+b eee 
Solutie. Deoarece (a + b)* > a* — ab+b? > ( ) , cu a,b > 0, rezulta ca 
a* —ab+b? < 
nr ar . a n n 
Qk + Ak+1 
So 5 Ye a} - apaegs +024, < So (an + on41), 
k=1 k=1 k=1 
nr nr nr 
deci S > ak < >» ,/ az — QkQp41 + Any < 25 ak, oricare ar fi numerele reale po- 
k=1 k=1 k=1 
Tr 
zZitive @1,@2,...,@n,Q@n41, CU An41 = Q1. Rezulta ca 2” —1 = S>ck <— fy < 


k=1 
< 2(2” — 1), oricare ar fin € N*. 
Obtinem 2” <1+ 2, < 2"*', deci n < logs (1+ 2n) <n+1. 


voy ON log, (1 + Zn) n 1 
Rezulta ca —— < —"-——— < + icum lim ——= =esi 
Vn! Vn! Vv ni Vn! : m—¥00 at 
l 1 l 1 
lim = 0, obtinem lim loge (1+ tn) =e. Fie y, = Preto log,, 2. 


n—0o na : n—>0o Yn! Yn! . 


Cum lim log, n = ov, rezulté cé lim log, 2=0, deci lim y, = 0. 
nm— Oo n— oo nm— Oo 


26794. Fie A si B doud matrice de ordin 3 cu elemente intregi astfel incat 
AB = BA si det(A) — det(B) = 1. Stiind cé det (A? + AB+ B?) = 0, sd se 
calculeze det(A — B). 


Traian Tamdian, Carei 


Solutie. Fie P = det(A+ XB) € R[X] si € o radacina primitiva de or- 
dinul 3 a unitatii. Cum 0 = det (A? + AB +B?) = det(A — ¢B) (A-e&?B) = 
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= det(A — eB) - det (A — e?B) = P(-e)P (—e?) si P = 6X3 +0X?74+ BX +acu 
a = det(A), b = det(B), obtinem 


0 = (—be* + ae? — Be +a) (—be® + ac* — Be* +a) = 
= (a — b— Be + ae") (a — b+ ae — Be”) = 
= (1 — Be + ae*) (1+ ae — Be*) = 
=[1-—a-—(a+A)e] [1+ 6+ (a+ Be] = (1—)(14 8) — (a+ B)*e — (a+ B)*e? = 
=(1—a)(1+ 8) + (a+)? =0°+ 6? +aB-at+fB+1= 


= 5 [a+ 8)? + (a-1)? +6417]. 


Deoarece a, 8 € R, obtinem a = 1 si 8 = —1, deci P = 6X2 + X?2-X +a. 
Atunci det(A — B) = P(—1) =a-b+2 = 3. Conditia de apartenenta a matricelor 
la M3(Z) este inutila, este suficient ca A si B s& aib& elemente reale. 

26795. Se considera sirul (Tn)n>1 definit prin x1 = 1 $i ot + /Zn, 


n 
pentru orice n > 1 natural. 


Sd se calculeze lim 
n—oo 
Florin Rotaru, Focsani 


Solutie. Vom arata c& (n — 1)? < a, < n?, oricare ar fin € N*. Propri- 
etatea este adevarata pentru n = 1. Presupunem ca proprietatea este adevarata 
pentru un n € N*. Atunci 2,41 = n(1+ VEn) < n(l +n) < (n4+1)? Si tn41 > 


w/a 
>n(1+n—-1)=n?. Atunci — Page Maine cane, 


Yn! Vn! ~ Yn 


e e nm e 
sicum lim —— =e obtinem 
n->OoO 


Yn! 


l+/t, 2 x ie 
Cum —— = on sil < a < (2+ ) , Vn € N*, rezulta ca 


26796. Fie (A,+,-) un inel si a,b € A, astfel incdt (a + b)? = a? + b? gi 
(a+ b)? =a? +b°. Sa se arate cé (a+ 6)” = a" +b"; oricare ar fin > 4 natural. 
(Enunt modificat.) 
George Stoica, Canada 
Solutie. Din (a + b)? = a? + b? rezulta c& ab = —ba, deci 


ab* = abb = —bab = ba. 


Cum 
a +b? = (a+b)? = (a+b)(a+b)? = (a+b) (a? +b?) = a3 + ad? + ba? + b3, 
rezulta ci ab* = —ba*. Ar&tdm prin inductie ci a") = —b"a. Proprietatea este 


adevarata pentru n = 1 sin = 2. Avem 


a"*1b = a" (ab) = —a"ba = b"a? = b"—1ba? = —b"—! ab? = —b"-1p2@ = —h"+Q, 
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Aratam prin inductie ca (a+b)” = a"+b". Proprietatea este adevarata pentru 
n € {1,2,3}. Presupunem proprietatea adevarata pentru n. Atunci 


(a+ b)"t+} = (a+ b)"(a +b) = (a” +b”) (a+b) = 
= q?™tl aa a"b + b°a + prt = qgrti a: per’. 
ceea ce trebuia demonstrat. 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE) 
Clasa a VII-a 
1. Calculati 0,5 + 0,(3) + 0,5 - 0,(3). 


2. Care este probabilitatea ca alegand 11 numere naturale sa gasim 
doua a caror diferenta sa se divida cu 10? 


3. Calculati |4V3 — 5/2] + [5/2 — 8] — |7 —4v3]. 


4. Un trapez dreptunghic are latura perpendiculara pe baze egala cu 5 
cm si linia mijlocie egala cu 3 cm. Aflati aria trapezului. 


5. Aflati aria unui triunghi echilateral cu inaltimea de 6 cm. 


6. Un triunghi dreptunghic are ipotenuza egala cu 25 cm. Aflati lungi- 
mile catetelor, stiind cA sunt direct proportionale cu 3 si 4. 


Clasa a VIIlI-a 
7. Aratati ci a = \/ (4/3 — 7)* + 48 este numéar intreg. 


8. Calculati media geometrica a numerelor 6 si 0,1(6). 
9. Descompuneti in factori x* — 9. 


10. Ce lungime are inaltimea unei piramide regulate in care muchia 
laterala are lungimea de 12 cm si formeaza cu planul bazei un unghi cu 
masura de 60°? 


11. Segmentul AB are lungimea de 12 cm si se afla intr-un plan a. 
Punctul M nu apartine planului a si se afla la aceeasi distanta de capetele 
segmentului AB, egalé cu 10 cm. Aflati distanta de la M la AB. 


12. In paralelipipedul dreptunghic ABC. DA’ B'C'D’ avem AB = 6 cm, 
BC = 8 cm si unghiul format de diagonala BD’ cu planul (ABC) de 45°. 
Aflati lungimea diagonalei paralelipipedului. 


1) La problemele din aceast& rubrica nu se primesc solutii. (N.R.) 
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Clasa a lX-a 
13. Fie (a,),, sirul definit astfel: 


a1 = 191 Qnt1 = Gn + To n> 1. 
Calculati a2014. 
14. Fie (an), 5, © progresie aritmetica de numere naturale nenule. 
Aratati ca girul (b;),5, Cu bn = Ga,, n = 1, este progresie geometrica. 
15. Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia 
2? —mz+1=0 
are ambele radacini numere intregi. 


1, rEQ 


0, rER\Q ae 


16. Aratati cd functia f : R > R, f(z) = { 
periodica. 

17. Ar&tati c& graficul functiei f : R > R, f(z) = 2° +5, are centru de 
simetrie. 


18. Fie functia f: R—- R. Aratati ca functia g: R > R, 


_ f(z) — f(-2) 
92) = “S014 
este functie impara. 
Clasa a X-a 


19. Cate numere naturale n au proprietatea ca [Ign] = 10 ? 

20. Sa se arate ca 
logo(n + 1) + logo(n+2)+...+logo(n+n) < n+log, 2+logys3+...+logsn, 
oricare ar fi n > 2. 

21. Sa se rezolve ecuatia 


log, (z + 6) = 1+ 2log,,¢ 2. 


22. Sa se arate ca functia f :C > C, f(z) = z+ 22 este injectiva. 


23. Sa se rezolve in C ecuatia z? + 2z = 0. 
24. Fie a, b, c numere complexe de modul 1. Stiind ca 


la + b — 2c| + |b +c — 2a] + |c +a — 2b] > 9, 


si se arate cd a? + 6? + c? = ab+ be + ca. 
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Clasa a XI-a 


25. Se considera numerele reale nenule a, b, c, distincte doua cate doua 
S1 matricea 


1 1 1 
A= a 6b e¢é 
be ac ab 


a) Sa se calculeze det(A). 

b) Sa se arate ci matricea A este inversabila in M3(R). 

c) S& se calculeze suma elementelor matricei A7!. 

26. Fie functia f : (0,00) > R, f(z) = Vz? +x2+1-Ing. 
a) Sa se calculeze f’(x), x € (0, 00). 

b) Sa se arate ca functia f nu este monotona. 

c) Sa se arate ca graficul functiei f are o singura asimptota. 


Clasa a XII-a 


27. Se considera inelul (Zj2,+,-). 

a) Calculati suma patratelor elementelor inelului. 

b) Rezolvati ecuatia 2° = T, v € Znp. 

c) Fie a un numar intreg nedivizibil cu 6. Aratati ca functia 


f : Zi2 > Zio, f (i) = ak este un automorfism al grupului (Zi2, +). 


28. Pentru fiecare n € N* se considera functia f : [0,00) > R, 


fn(z) : 


ee: 
gn 4 1) 


1 
Notam cu I, = J fola)ae. 


0 
a) Calculati 11. 
b) Aratati ca sirul (In),,5, este monoton. 


2 
c) Calculati lim n / frl®) ay 
n—oo is 
1 
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PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR!? 


P:648. De ziua mamei, Tudor merge la florarie. Daca ar cumpara un 
buchet compus din 5 trandafiri si 6 garoafe ar plati 37 de lei, iar daca ar 
cumpara un buchet alcatuit din 4 trandafiri si 3 garoafe ar plati 26 de lei. 
Se hotaraste sA cumpere un buchet compus din 6 trandafiri, 5 garoafe gi 3 
crini. Cati lei va costa buchetul sau, stiind ca pretul unui crin reprezinta trei 
cincimi din pretul a 2 trandafiri? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:649. Catul impartirii a doua numere este 7, iar restul 2. Suma dintre 
deimpartit, impartitor, cat si rest este 323. Care sunt cele doué numere? 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:650. Daca ar exista monede de 3 lei si de 5 lei am putea plati suma 
de 100 de lei cu exact 28 de monede? Dar cu 29 de monede? Justificati 
raspunsul. 

x * x 


P:651. Doi prieteni, Florin si Luca, locuiesc in localitati diferite gsi 
stabilesc sa se intalneasca. Florin porneste la ora 9 cu bicicleta spre prietenul 
sau, pedaland cu viteza medie de 24 km/h. La ora 10, Luca porneste pe jos in 
intampinarea lui Florin, mergand cu viteza medie de 4 km/h. Ei se intalnesc 
la ora 12. Pe marginea drumului dintre casele celor doi copii s-au plantat 
plopi la distanta de 2 hm unul fata de celalalt. Cati plopi s-au plantat? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


2 
P:652. Maria a parcurs — din drumul pana la scoala si mai are de 


parcurs 123 m. Ce lungime are drumul de la casa Mariei pana la scoala? 
x * OX 


P:653. Patru septimi din triplul pretului unei cravate este egal cu douad 
treimi din dublul pretului unei camasi. Aflati pretul unei cdmasi si pretul 
unei cravate stiind ca, daca s-ar cumpara trei cravate si doua cdaméasi, s-ar 
plati 156 lei. 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


2 as 5 
P:654. Daca — dintr-un numar inseamna 8, atunci cat inseamna 12 
din acel numar? 


* * * 


P:655. Care este cel mai mare numar natural de patru cifre diferite, 
unde cifra sutelor reprezinta catul dintre cifra unitatilor si cifra zecilor? 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


1) Se primesc solutii pan& la 31 mai 2014 (data postei). (N.R.) 
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P:656. Folositi de noua ori cifra 2 si doud dintre operatiile aritmetice 
cunoscute pentru a obtine rezultatul 1000. 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:657. La un maraton participa cu 5 baieti mai multi decat fete. Dac& 
ar mai fi venit 17 baieti si ar fi abandonat cursa tot atatea fete, numarul 
baietilor ar fi fost dublul numarului fetelor. Cati baieti si cate fete participa 
la competitie? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU! 
Clasa a V-a 


E:14589. Un motociclist si un biciclist au plecat in acelasi timp unul 
spre celalalt, din localitatile A, respectiv B. Cei doi s-au intalnit dupa o ora 
si jumatate, iar, in acel moment, motociclistul parcursese cu 30 km mai mult 
decat biciclistul. Stiind ca, dupa momentul intalnirii, motociclistul mai avea 


3 ; 
de parcurs a din drum pana in localitatea B, determinati: 


a) distanta dintre cele doua orase; 
b) viteza biciclistului. 
Adrian Vlada, Cilieni, Olt 


E:14590. Victor, Ionel si Dragos disput& impreun’ un joc cu bile. In 
prima partida Victor pierde la Ionel si Dragos, astfel incat acestia igi dubleaza 
numarul de bile pe care le-au avut la inceputul jocului. In partida a doua 
Ionel pierde la Victor si Dragos; acestia isi tripleazai numarul de bile pe care 
le-au avut dup’ prima partid’. In partida a treia Dragos pierde la Victor si 
la Ionel; acestia isi maresc de patru ori numarul de bile pe care le-au avut 
dupa partida a doua. In partida a patra Victor castiga la Ionel si Dragos; 
acestia isi injumatatesc numarul de bile pe care le aveau dupa partida a treia. 

Stiind c& dupa partida a treia cei trei copii aveau, fiecare, cate 144 
de bile, aflati cate bile a avut fiecare copil la inceputul jocului, respectiv la 
sfarsitul jocului. 

Artur Balduca, Botosani 

E:14591. Determinati toate tripletele de numere naturale prime (2, y, z), 
x < y, care verifica relatia: c+ y- y¥ = z. 

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculat Stanciu, Buzau 

E:14592. Se considera A = {(n — m)(n+™m) | n,m € N*,n > m} si 
B= {2!427+...+2*|keN*}. Determinati multimea AN B. 

Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botosani 


1) Se primesc solutii pan& la 31 mai 2014 (data postei). (N.R.) 
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Clasa a VI-a 


E:14593. Determinati numerele naturale a, b, a < b sic € N astfel 
sncat 712 4 +b c+3 
in = 
2 2 c+1 


Gheorghe Iacob, Pascani 
E:14594. Aratati ca: 


1\° /2\° (5\° : 
» (3) +(3) +(¢) =» 
b) 339 + 499 + 5% < 6°, 
Damian Marinescu, Targoviste 
E:14595. Determinati numerele prime a, 0 si c care verifica relatia 
53a” + 159b — 134c = 2014. 
Eugen Predoiu si Marin Neatd, Calarasi 
E:14596. Not&am A multimea numerelor de cinci cifre distincte formate 
cu elementele multimii {1, 2,3, 7,8}. 
a) Daca p este un element oarecare al multimii A, aratati ca numerele 
5p, 3p, 2p si 7p nu sunt elemente ale multimii A. 
b) Aratati ca exista m € A astfel incat 4m € A. 
Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botosani 


Clasa a VIil-a 


E:14597. Determinati numerele naturale ab care verifica relatia 


Gheorghe Iacob, Pascani 


E:14598. Se consideraé triunghiul ABC in care m(XA) = 135°. Per- 
pendiculara in A pe dreapta AB intersecteaza latura [BC] in punctul D, iar 
bisectoarea unghiului B intersecteaza latura [AC] in punctul E. 

a) S& se determine m(X BED). 

DE — 
b) Daca, in plus, m(<B) = 30°, demonstrati ca BD” = : 


Traian Preda, Bucuresti 


E:14599. Fie ABC un triunghi oarecare iar M si D mijloacele seg- 
mentelor [AB] respectiv [BC]. Dacé E € (AD) astfel incat AD = 4- ED, iar 
{N} = MEN BC, sa se demonstreze ca: 

a) [ME] = (EN); 

b) [DN] = [NC]. 


Eugeniu Blajut, Bacau 
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E:14600. S& se determine numerele naturale scrise in baza 10 cu pro- 
prietatea ca fiecare este de 47 de ori mai mare decat suma cifrelor sale. 
Felician Preda, Craiova 


Clasa a VIII-a 


E:14601. Determinati perechile (x,y) de numere intregi care verificaé 
relatia 
az? + y? — 42 +2y—8=0. 
Eugeniu Blajut, Bacau 


E:14602. Rezolvati ecuatia 
1 1 1 1 1 


g27+27 22746748 . xz? +102 + 24 a g24+14744+48 5. 
George Stoica, Canada 


E:14603. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D' cu AB = 
= 12/3 cm, BC = 12 cm si AA’ = 18 cm, se considera’ pe muchia [A’B’ 
punctul N, astfel incat A’N = 3-B’N gsi P € (AA’). Determinati lungimea 
segmentului [AP] astfel incat, pentru orice punct M de pe muchia [BC], 
triunghiul MNP sa fie dreptunghic in N. 


Damian Marinescu, Targoviste 
E:14604. Aratati ca, daca a,b,c > 0, atunci 
aa—c b-a* cb? 


> 0. 
b+c¢ ct+a a a+b 7— 


Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti 


PROBLEME PENTRU LICEU!) 
Clasa a l[X-a 


26859. Fie a un numéar irational. Sa se arate ca exista b,c € R\ Q 
astfel incét a+ b,acE Q siabhat+cER\Q. 
George Stoica, Canada 


26860. Se dau numerele naturale a si m1,™2,...,;Mn cul < mj < 

< mo <...< My. S& se arate c& exista o infinitate de numere naturale 6 
astfel incdt a divide b si a+ m, divide b+ m,, oricare ar fi k € {1,2,...,n}. 
Lucian Tutescu, Craiova 


26861. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de raza R. Sa se 


arate ca: 
AB: BC-CD.-DA< 4R’. 
Constantin Rusu, Rm. Sarat 


1) Se primesc solutii pana la 31 mai 2014 (data postei). (N.R.) 
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26862. Un trapez ABCD (AB||\CD, AB > CD) este inscris in cercul 
C; (O;) si circumscris cercului C2 (O2). 5a se arate ca 


AB? — CD? 


O,0O. = ————_——— 
ye 8 /AB- CD 
Ion Safta, Pitesti 
Clasa a X-a 


26863. Numerele reale z si y verifica relatia x —- Jr +2= /y+3-—y. 
S& se determine min(z + y) si max(z, y). 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


26864. Sa se rezolve ecuatia /z + 7/rx = VWx+ 1023, 2 ER. 


Lucian Tutescu, Craiova si Ion Nedelcu, Ploiesti 
26865. Sa se arate ca 
Ja? —syty2?t+ Vy? —yet 224+ V22- 274 22 > V3 (x2 + y? + 2), 


oricare ar fi z,y,z € R. 
Marian Cucoanes, Marasesti si Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin 


26866. Sa se determine functiile f : R > R cu f(1) € Z ce verifica 
xf(y) +yf(z) = f*(@+y) — f (x?) - f(y"), 


oricare ar fi z,y € R. 
Florin Stdnescu, Gaesti 


Clasa a XI-a 


26867. Se considera sirurile (Qn) n>0 si (On) n>0 definite prin ag = bop = 1 
Si Qn41 = On t+ bn, bn41 = (n*+n+1) an + bp, oricare ar fin > 1. S& se 


calculeze lim n- 
n—oo 


D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculaz Stanciu, Buzau 


26868. Fie 6 un numaér real strict pozitiv. Sa se arate ca& pentru orice 
numar natural nenul n ecuatia z"+! = bz” +. 2+ 6 are o unica solutie in 
intervalul (b, co). Notaém cu z, aceasta solutie. Sa se calculeze lim Zp. 

n—>OoO 


Ioan Baetu, Botogani 


26869. Fie A, B, doua matrice de ordin 2 cu elemente reale astfel incat 
AB = BA. Sa se arate ca 


4x2 det (cA* + yAB + zB’) > (4xz — y”) (x det(A) — z det(B))?, 


oricare ar fi numerele reale z, y, z. 
Ioan Baetu, Botosani 
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Clasa a XII-a 


26870. Fie f : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea cad 


1 
/ xzf(x) = 0. Sa se arate ca exista c € (0,1) astfel incat 
0 


2 


flo) = | f(x)dax 


Florin Stdnescu, Gaesti 

26871. Fie (G,-) un grup cu 2” - p elemente, unde n € N* si p > 3 

este un numar prim. Presupunem ca G are un element de ordin 2”. Sa se 
determine numarul tuturor elementelor de ordin 2”. 

Marian Andronache, Bucuresti 


b 
26872. Fie f ¢ R[X], f = X4+aX2+bX?2-2(a+b)X+3a— 5» avand 
radacinile 21, 22,23,24 € C*. Sa se determine a si b stiind ca polinomul 
derivat f’ are radacina tripli —2}. 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


DIN VIATA SOCIETATII 


Programul activitatilor 
Filialelor S.S.M.R. si Inspectoratelor Scolare Judetene 
in perioada ianuarie — iunie 2014 
(activitati comunicate pana la data publicarii revistei) 


Ianuarie 2014 


11 ianuarie — Concursul Simion Petru — C.N. Unirea Targu Mures, jud. 
Mures 

15 ianuarie — Cercul profesoral Gazeta Matematica, Anul XI — §.g. nr. 6 
Iacob Muresianu Brasov, jud. Brasov 

18 ianuarie — Concursul AS al elevilor din Centrul de Excelenta al Colegiilor 
Tehnice — C. Tehnic A. Saligny Baia Mare, jud. Maramures 

25 ianuarie — Concursul Viitorii matematicieni — S.g. Mihai Eminescu Alba 
Iulia, jud. Alba 

25 ianuarie — Concursul interjudetean Prin Labirintul Matematicii, ed. a 
IX-a- C.N. V. Lucaciu Baia Mare, jud. Maramures 

25 ianuarie — Concursul international TMMATE — L. C.D. Loga si Univ. 
de Vest din Timisoara, jud. Timis 

25-26 ianuarie — Concursul interjudetean al Scolii 56 —§.G. nr. 56 Bucuresti 
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31 ianuarie — Dezbaterea Problema piesei de 5 let si ... exzperimentul Gh. 
Titeica (In cadrul proiectului educational Matematica in contezt european) 
—C.Tehn. Dimitrie Dima, Pitesti, jud.Arges 


Februarie 2014 


1 februarie — Concursul Calin Burdusel — C.N. Iendchita Vacdrescu, Targo- 
viste, jud. Dambovita 

1 februarie — Concursul interjudetean de matematica — informatica Grigore 
Moisil — C.N. Grigore Moisil Urziceni, jud. Ialomita 

1 februarie — Concursul si simpozionul interjudetean Trepte in matematica 
gi fizicd — L. Tehnologic de Turism Calimanesti, jud. Valcea 

2-8 februarie — Labara interjudeteana de matematica (organizata de filiala 
Bistrita-Nasaud in parteneriat cu filialele: Suceva, Botosani, Iasi si Neamt) 
— Vatra Dornei, jud. Suceava 

4 februarie— Concursul American Mathematics Competition 10 / 12 —C.N. 
V. Lucaciu Baia Mare, jud. Maramures, C.N. Traian Drobeta Turnu Severin, 
jud. Mehedinti 

1-9 februarie — Labara judeteana de matematica — §$.g. G. Cosbuc, C.N. 
Gh. Sincai Baia Mare, jud. Maramures 

15 februarie — Concursul national de matematica aplicata Adolf Haimovici, 
etapa locala — unitati scolare, jud. Suceava 

19 februarie — Cercul profesoral Gazeta Matematica, Anul XI — S.g. nr. 6 
Iacob Muresianu Brasov, jud. Brasov 

19 februarie— Concursul American Mathematics Competition 10/12 —C.N. 
Traian Drobeta Turnu Severin, jud. Mehedinti 

21 februarie — Concursul Zrinyi Ilona pentru clasele cu predare in limba 
maghiara, faza judeteana — centre de concurs din jud. Mures 

22 februarie — Sesiunea de comunicari stiintifice si concursul judetean Cezar 
Ivanescu — C.N. C. Carabella, Targoviste, jud. Dambovita 

22 februarie — Concursul de matematica gi fizica Henri Coandd — C.N. 
G.lbrdileanu Iasi, jud. Iasi 

22 februarie — Concursul national Euclid — C.N. Gh. Titeica Drobeta Tr. 
Serverin, jud. Mehedinti | 

22 februarie — Olimpiada satelor muresgene conf. dr. Adrian Petrescu, faza 
zonala — Centre de concurs din jud. Mures _ 

22 februarie — Concursul national Tehnici matematice — C.N. Mircea cel 
Batrén Ramnicu Valcea, jud. Valcea 

22 februarie — Concursul interjudetean Nicolae Pdun — C.N. Alexandru 
Lahovart Ramnicu Valcea, jud. Valcea 

22 februarie — Concursul interjudetean matematica — modus vivendi — In 
memoriam, Nicolae Pavelescu — C.N. Mircea cel Batrén Ramnicu Valcea, 
jud. Valcea 
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28 februarie - Dezbaterea Calculul diferential $i integral in viziunea lui 
Gottfied Wilhem Leibnitz (In cadrul proiectului educational Matematicd in 
contert european) —§. g. I.L. Caragiale Pitesti, jud.Arges 

28 februarie-2 martie — Concursul gimnaziilor maghiare din Romania, faza 
nationala — L.T. Bolyai Farkas Tg.Mures, jud. Mures 


Activitati ale caror date de desfasurare urmeaza a fi stabilite 


- Concursul Vdlyi Gyula — L.T. Bolyai-Farkas Targu Mures, jud. Mures 


Martie 2014 


8 martie — Concursul national de matematica aplicataé Adolf Haimovici, 
etapa judeteana — Univ. Tehnica Gheorghe Asachi Iasi, jud. Iasi, C.ec. Dimi- 
trie Cantemir Suceava, jud. Suceava, Gr.gc. Gh. Marinescu Tg. Mures, jud. 
Mures 

12 martie — Cercul profesoral Gazeta Matematica, Anul XI — §.g. nr. 6 
Iacob Muresianu Brasov, jud. Brasov 

13 martie — Concursul AIME — U.T. Cluj-Napoca, jud. Cluj, Univ Nord 
Baia Mare, jud. Maramures 

14 martie — Concursul interdisciplinar Logicon — §.g. Mihail Sadoveanu 
Braila, jud. Braila 

15 martie — Concurs regional Mate+Lb. Romana — Scoli din jud. Arges 

15 martie — Concursul si simpozionul 22METS - Mathematics English Tes- 
ting System — §.g. Mircea Eliade Craiova, Jud. Dolj 

15 martie — Concursul interjudetean E. Ionescu — §. gimn. E. Ionescu 
Slatina, jud. Olt 

17 martie — Concursul pluridisciplinar Realist: fara egal — Scoala Centrala 
Bucuresti 

20 martie — Concursul David Geller — §.g. Alexandru Ceuseanu Reghin, 
jud. Mures 

21-23 martie — Concursul national Grigore Moisil (in parteneriat cu filiala 
Bistrita-Nasaud) — Oradea, jud. Bihor 

21-23 martie — Concursul interjudetean Gheorghe Lazar — C.N. Gheorghe 
Lazar Sibiu, jud. Sibiu 

21-23 martie — Concursul international The Clock- Tower School —3§.g. Take 
Ionescu Ramnicu VAalcea, jud. Valcea 

22 martie — Concursul interjudetean Grigore Moisil —C.N. £. Gojdu Oradea, 
jud. Bihor 

22 martie — Concursul si simpozionul Sfera — L. T. Mihai Viteazul Bailesti, 
jud Dolj 

22 martie — Concursul national Gheorghe Mihoc — C.N. Mihai Viteazul 
Slobozia, jud. Ialomita 

22 martie — Sesiunea de comunicari stiintifice Matematica, componenta 
esentiala a culturii — C.N. Gheorghe Lazar Sibiu, jud. Sibiu 
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22 martie — Concurs interjudetean Traian Lalescu — Univ. Vest si Lic. Gr. 
Moisil Timigoara, jud. Timis 

22 martie — Simpozionul national La Scoala cu Ceas — interdisciplinaritate 
gt performanta — §. g. Take Ionescu Ramnicu VAalcea, jud. Valcea 

23 martie — Concursul judetean Tomis — Scoli din jud. Constanta 

24 martie — Sesiunea de comunicari Matematica si calculatorul — Scoala 
Centrala Bucuresti 

28 martie — Simpozionul Dan Barbilian $i fundamentarea axiomatica a ge- 
ometriei (In cadrul proiectului educational Matematica in context european) 
—L.T. Jon Barbu Pitesti, jud. Arges 

29 martie — Concursul 10 pentru 10 — §$.g. Mihu Dragomir Braila, jud. 
Braila 

29 martie — Concursul Jon Ciolac — C.N. Carol I Craiova, jud. Dolj 

29 martie — Concursul interjudetean interdisciplinar — Matematica — Fizica 
— Chimie - Biologie — Servicii — C. Tehnic Bals, jud. Olt 

29 martie — Concursul Nicanor Morogan pentru scolile din mediul rural, ed. 
a IX-a— L.Tehn. Nicanor Morosan Pirtestii de Jos, jud. Suceava 


Activitati ale caror date de desfasurare urmeaza a fi stabilite 


— Concursul interjudetean Avram Iancu — L. Avram Iancu Cluj-Napoca, jud. 
Cluj 

— Concursul judetean Chindia — Universitatea Valahia, Targoviste, jud. Dam- 
bovita 


Aprilie 2014 


1-10 aprilie — Concursul international Purple Comet Math Meet — C.N. 
Traian, §.g. 5 Drobeta Turnu- Severin, jud. Mehedinti 

2 aprilie — Cercul profesoral Gazeta Matematica, Anul XI — §.g. nr. 6 Jacob 
Muresianu Brasov, jud. Brasov 

4 aprilie — Concursul interjudetean Memorialul Nicolae Viddescu — §.g. 5 
Ramnicu Valcea, jud. Valcea 

5 aprilie — Concursul Pitagora — §.g. Vasile Goldig Alba Iulia, jud. Alba 

5 aprilie — Sesiunea internationala de comunicari stiintifice Matematica de 
tert $1 de azt — C. Tehnic Traian Bucuresti - 

5 aprilie — Concursul Euclid — L.T. Vasile Alecsandri Iasi, jud. Iasi 

7-11 aprilie — Concursul zonal Matematica-placerea mea — Jibou, jud. Salaj 
10 aprilie — Concursul interdisciplinar Labirintul —§.g. Al. I. Cuza Braila, 
jud. Braila 

10 aprilie — Concursul Piramida, ed. a Il-a ~ §.g. Ciocanesti, jud. Suceava 
11 aprilie — Concursul Stere Aurel — §.g. Salcia Tudor Briila, jud. Braila 
11 aprilie — Olimpiada satelor muresene conf. dr. Adrian Petrescu, faza 
judeteana — Sighisoara, jud. Mures 

12 aprilie — Concursul de matematica aplicatd in economie — C.ec. George 
Baritiu Sibiu, jud. Sibiu 
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12 aprilie — Concursul judetean Olimpiada Satelor Vasluiene — L. St. Pro- 
copiu Vaslui, jud. Vaslui 

12-14 aprilie — Concursul national de matematicd aplicata Adolf Haimovici, 
etapa nationala — Univ. Tehnicd Gh. Asachi Iasi, jud. Iasi 

14 aprilie — Concursul Ziua numadrului PI — C.T. Al. Papiu Ilarian Zalau, 
jud. Salaj 

16-18 aprilie — Concursul Zrinyi Ilona pentru clasele cu predare in limba 
maghiara, etapa finala — Kecskemet, Ungaria 

25 — 27 aprilie — Concursul interjudetean Sperante, ed.. a X-a (in parteneriat 
cu filiala Bistrita-Nasaud) — §.g. L. Rebreanu Comanesti, jud. Bacau 

26 aprilie — Dezbaterea Puterea de ordin ,,n “puncte de extrem. Interferenta 
Geometrie — Analizé matematicd (In cadrul proiectului educational Matema- 
tica in context european) — C.N. Al. Odobescu Pitesti, jud. Arges 

26 aprilie — Concursul interjudetean Sperante Ramnicene — §.g. 1 Ramnicu 
Sarat, jud. Buzau 

26 aprilie — Concursul interjudetean Florica Campan — §. g. B.P.Hagdeu 
Iasi, jud. Iasi 

26 aprilie — Concursul interjudetean Danubius, ed. a VIII-a-—C.N. Al. I. 
Cuza si §.g. V. Mazilescu Corabia, jud. Olt 

26 aprilie — Concursul interjudetean Octavian Goga junior — C.N. Octavian 
Goga Sibiu, jud. Sibiu 

26 aprilie — Concursul interjudetean Spiru Haret, ed. a V-a — C.Tehnic 
Mihai Bacescu Falticeni, jud. Suceava 

26 aprilie — Concursul interjudetean Filofteia Preda, ed. a XIV-a — C.N. 
Gib. Mihaescu Dragasani, jud. Valcea 

26 aprilie — Concursul Istefii de la Arbore, ed. a VI-a — §.g. Luca Arbore 
Arbore, jud. Suceava 

26 aprilie — Concursul gi simpozionul interjudetean X-OL, ed. a XIII-a — 
L.ec. Justinian Marina Baile Olanesti, jud. Valcea 


Activitati ale caror date de desfasurare urmeaza a fi stabilite 


— Concursul interdisciplinar Recreatia Mare — §.g. Sf. Andrei Braila, jud. 
Braila 

~ Concursul interjudetean Dumitru Tigdnetea — C.N. A. Muresanu Dej, jud. 
Cluj 

— Concursul interjudetean de matematicd aplicatd in economie ECOMAT, 
ed. a III-a — C.ec. Gheorghe Dragos Satu Mare, jud. Satu Mare 

— Cercul pedagogic al profesorilor de matematica — Zalau, jud. Salaj 

— Concursul interjudetean Viitorii Olimpici, ed. a VII-a — §.g.1 Suceava, jud. 
Suceava 


Mai 2014 


3 mai — Concursul judetean Jon Onuté — L.Tehn. Danubius Calarasi, jud. 
Calarasi 
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3 mai — Concursul judetean Jon Chesca pentru elevii din mediul rural — 
L.Tehn. Danubius Calarasi, jud. Calarasi 

9 mai — Sesiunea de comunicari de ziua C.N. Traian — C.N. Traian Dr. Tr. 
Severin, jud. Mehedinti 

9-10 mai — Concursul si simpozionul interjudetean Pitagora — Memorial 
Constantin Saraolu — §.g. I.G. Duca Ramnicu Valcea, jud. Valcea 

9-11 mai — Conferinta nationala Didactica Matematicii — $.g. 2 Remeti, 
jud. Bihor (organizat de Filiala Cluj) 

10 mai — Sesiunea de comunicari a profesorilor de matematica — L.T. Nichita 
Stdnescu Bucuresti 

10 mai — Concursul interjudetean Zona 0 — §. gimn. C-tin Gerota Calafat, 
jud. Dolj 

10 mai-— Dezbaterea Reforma si eficientd in invadtdmdanul romaénesc — §.gimn. 
C-tin Gerota Calafat, jud. Dolj 

10 mai — Concursul si simpozionul Dorin Popovici — C.N. St. Velovan 
Craiova, jud. Dolj 

10 mai — Simpozionul Didactica Matematiciu — C.N. Ionita Asan Slatina, 
jud. Olt 

10 mai — Sesiunea interjudeteana de comunicari stiintifice si metodice a 
profesorilor de matematica din judetele Maramures, Satu Mare si Salaj — 
L.Tehnologic Dr. Florian Ulmeanu Ulmeni, jud. Maramures 

12 mai — Sesiunea de comunicAari stiintifice Matematicienti sibieni — C.ec. 
Gh. Baritiu Sibiu, jud. Sibiu 

14 mai — Cercul profesoral Gazeta Matematica, Anul XI - §.g. nr. 6 Jacob 
Muresianu Brasov, jud. Brasov 

15-17 mai — Concursul Laurentiu Duican Editia a XVIII-a — C.N. Andrei 
Saguna Brasov, jud. Bragov 

17 mai — Concursul de matematica pentru inginerie electrica — Universitatea 
Politehnica Bucuresti 

17 mai-—Concursul Jn memoriam, ed. a X-a-—L. Tehnologic Mihai Eminescu 
Dumbraveni, jud. Suceava 

17 mai — Concursul interjudetean Stroe S. Belloescu — §.g.11 Barlad, jud. 
Vaslui 

24 mai — Conferinta metodico-stiintifica [dei matematice, Editia a VII-a — 
Universitatea Transilvania din Brasov, jud. Brasov 

24 mai — Concursul Sd ne intrecem cu micutul Gauss —§.g. Vasile Alecsandri 
Braila, jud. Braila 

24 mai — Concursul interjudetean interdisciplinar Magia numerelor — §S. g. 
Aurel Vlaicu Fetesti, jud. Ialomita 

24 mai — Concursul de matematica aplicata Centenarum, ed. a X-a, pentru 
scolile din mediul rural— §.g. Bosanci, jud. Suceava 

24 mai — Concursul Centrelor de Excelentaé din Moldova, ed. a XII-a— C.N. 
Stefan cel Mare Suceava, jud. Suceava 
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24-25 mai — Olimpiada satelor muresene conf.dr.Adrian Petrescu, faza inter- 
judeteana — Cluj Napoca, jud. Cluj 

29 mai — Simpozionul Thales — unul din cei sapte intelepti din antichitate 
$t geometria plana (In cadrul proiectului educational Matematica in contest 
european) — §.g. I.L.Caragiale Pitesti, jud. Arges 

30-31 mai — Sesiunea de comunicari stiintifice a studentilor si cadrelor di- 
dactice — Universitatea din Oradea, jud. Bihor 

30-31 mai — Concursul national N.N.Mihdileanu — C.N. Mircea cel Batran 
Constanta, jud. Constanta 

31 mai — Concursul municipal al claselor a IV-a si a VIII-a, ed. a XI- 
a, pentru disciplinele matematica si limba romana — C.N. Stefan cel Mare 
Suceava, jud. Suceava 

31 mai-1 iunie — Concursul interjudetean Gheorghe Lazar junior — C.N. 
Gheorghe Lazar Sibiu, jud. Sibiu 


Activitati ale cAror date de desfagurare urmeaza a fi stabilite 


— Cercul pedagogic — C.Tehn. Campulung Muscel, jud. Arges 

— Cercul pedagogic — §.g. Dragoslavele, jud. Arges 

— Cercul pedagogic — §.g. Albesti de Muscel, jud. Arges 

— Memorialul Jean Popescu — §.g. Stoenesti, jud. Arges 

~— Concursul interjudetean Paul Tanco — Nasaud, jud. Bistrita-Nasaud 

— Concursul Gavril Tulai — Nasaud, jud. Bistrita-Nasaud 

~— Concursul interjudetean Dimitrie Pompeiu (in parteneriat cu filiala Bistrita- 
Nasaud) — Botosani, Jud Botosani 

— Concursul Victor Vadlcovici — C.N. Nicolae Balcescu Braila, jud. Braila 

— Simpozionul interjudetean Acuratete in Geogebra — §.g. Mihu Dragomir 
Braila, jud. Braila 

~— Sesiune de comunicari — Scoala Centrala Bucuresti 

— Concursul Acad. N.Teodorescu — §.g 79 Bucuresti 

— Simpozionul international Orizonturi Caldrdsene — Col. agr. Sandu Aldea 
Calarasi, jud. Calarasi 

— Concursul interjudetean de matematica si informatica Marian Tarina — 
C.N. Mihai Viteazul Turda, jud. Cluj 

— Concursul interjudetean Dan Hulubei — C.ec. Virgil Madgearu Galati, jud. 
Galati 

— Concursul interjudetean Sigma, Ed. a XIX-a — C.N. Dragos Voda Sighetu 
Marmatiei, jud. Maramures 

— Sesiunea de comunic8ri stiintifice a profesorilor de matematica — Zalau, jud. 
Salaj 

— Concursul Memorial Moldovan Lajos — Zalau, jud. Salaj 

— Sesiunea anual& de comunicari stiintifice pentru elevi— Universitatea Lucian 
Blaga Sibiu, jud. Sibiu 
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— Concursul interjudetean si sesiunea de comunicari Gheorghe Popescu — C.N. 
Coriolan Brediceanu Lugoj, jud. Timis 
— Concursul judetean Corneliu Bindariu — L. Teoretic Buzias, jud. Timis 
— Concursul judetean Podul Inalt -— §.gimn. St.Procopiu Muntenii de Jos, 
jud. Vaslui 
— Concursul judetean Meridian Matematic Vasluian — C.N. Cuza Voda Husi, 
jud. Vaslui 

Iunie 2014 
6 iunie -— Premierea elevilor cu rezultate deosebite la Concursurile de 
matematica — C.N. Traian Dr. Tr. Severin, jud. Mehedinti 
9 iunie — Concursul interjudetean Acolada, ed. a IX-a, pentru scolile din 
mediul rural — §.g. Bogdanesti, jud. Suceava 
10 iunie — Dezbaterea Evaludri la matematicd si transdisciplinare in aria 
curricularad matematica — Scoala Centralé Bucuresti 
20 iunie — Dezbaterea Probleme de bacalaureat cu grad ridicat de dificultate 
(In cadrul proiectului educational Matematica én contert european) — L.Tehn. 
Mihai Viteazul Pitesti, jud. Arges 


Activitati ale caror date de desfasurare urmeaza a fi stabilite 


— Concursul Mate 97 — §.G.97 Bucuresti 

— Sesiunea de comunicari a studentilor Facultatii de Matematica si Infor- 
matica — Univ. Babes -Bolyai Cluj-Napoca, jud. Cluj 

— Sesiune de comunicari stiintifice a elevilor si profesorilor — C.N. Mihai 
Eminescu Satu Mare, jud. Satu Mare 

— Sesiunea de referate si comunicari stiintifice a elevilor — Zalau, jud. Salaj 


Activitati permanente 


SAptdmanal (ianuarie — mai) — Programul de pregatire a elevilor Perfor- 
manta in matematica de gimnaziu $i liceu — Univ. Transilvania din Brasov, 
jud. Brasov 

SAptamaénal — Programul de pregatire a elevilor in cadrul grupelor centrului 
de Excelenta in matematica - C.N. Spiru Haret Bucuresti 

Saptamanal — Cercul profesorilor de matematica al Facultatii de Matema- 
tica si Informatica — Universitatea Ovidius din Constanta, jud. Constanta 
SAptamanal — Workshop-ul De la matematica scolara la matematica supe- 
rioara — Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Ovidius din 
Constanta, jud. Constanta 

Saptamanal — Activitate de performanta la matematica in cadrul Centrului 
Teritorial pentru Tinerii Capabili de Performanta — C.N. Stefan cel Mare 
Suceava, jud. Suceava 

Saptamanal — Cercul de matematica din cadrul proiectului Susmathedu — 
Univ. de Vest din Timisoara, jud. Timis 

Bilunar — Cercul de rezolvare de probleme pentru studenti si tineri profesori 
— Univ. de Vest din Timisoara, jud. Timis 
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Lunar — Organizarea seminarului metodic al profesorilor de matematica — 
jud. Bistrita-Nasaud 

Lunar — Ciclul de conferinte Matematica in actualitate — C.N. Spiru Haret 
Bucuresti 

Lunar — Laborator de editare electronica a textelor matematice — C.N. Spiru 
Haret Bucuresti 

Lunar — Seminarul metodico-stiintific al profesorilor de matematica - Sibiu, 
jud. Sibiu 

Lunar — Programul de formare — Curs teoretic $1 practic de formare a pro- 
fesorilor de matematica — unitati scolare din jud. Suceava 
Trimestrial—Club Mate — Comunicari stiintifice si rezolvari de probleme — 
C.N. Mihai Eminescu Satu Mare, jud. Satu Mare 

Trimestrial — Atelierul Utlizarea tehnologiilor moderne pentru formarea com- 
petentelor matematice ale elevilor — C.N. Mihai Eminescu Satu Mare, C.ec 
Gheorghe Dragos Satu Mare, jud. Satu Mare 


Calendarul Olimpiadei de Matematica 2014 
Clasele V - VI 


18/25 ianuarie — Etapa pe scoala 

23 februarie — Etapa locala/pe sector al municipiului Bucuresti 
8 Martie — Etapa judeteana/a municipiului Bucuresti 

7-11 aprilie — Etapa nationala (Turda, jud. Cluj) 


Clasele VII — XII 


18/25 ianuarie — Etapa pe scoala 

23 februarie — Etapa locala/pe sector al municipiului Bucuresti 

8 Martie — Etapa judeteana/a municipiului Bucuresti 

7-11 aprilie — Etapa nationala (Cluj-Napoca, jud. Cluj) 

3-13 iulie — Etapa international’ (Cape Town, Republica Africa de Sud) 


ERATA 


—In G.M.-B nr. 6-7-8/2013, pag. 338, in rezolvarea problemei 26714, soluti- 

ile sistemului s-au scris eronat sub forma S = {(—1, —1, —1,t,t,t) |t €C*}. 

Corect este S = {(), A, A, t,t, t) | A € (—00, 0), t € C*}. 

—~ {In G.M--B nr. 11 /2013, pag. 531, la problema 26836, numitorii fractiilor 

sunt k?b2 + 2ka? + c?, k2c? + 2kb? + a”, respectiv k?a* + 2kc? + b?. 

~ In G.M--B nr. 12/2013, la problema E:14583, a treia fractie este an in 
7 

we de 502: 

—In G.M.-B nr. 12/2013, la problema E:14584, toate semnele ,,—” se vor 

citi ,,+”. 

—~ fn G.M--B nr. 12/2013, la problema E:14588, in loc de |b — a| se va citi 

|b — cl. 
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~In G.M.-B nr. 12 /2013, la problema 26845, ecuatia este m>—3m-+n?3 = 10, 
in loc de m? — 3m+n=0. 
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Au trimis solutii la problemele propuse urmatorii elevi: 


AIUD (ALBA) $.g. ,, Ovidiu Hulea“ cl.VII Dan Andrada (80), Nemes Maria (70). 
ARAD (ARAD) Lic. ,,Adam Miiller Guttenbrunn“ cl.V Gergely Vogel Izabella 
(150+140), cl. VI Gergely Vogel Robert (140), cl. VII Costea Bogdan (100), Dagau 
Andrei (100) Daragiu Robert (100), Serpar Ariana (120); C.N. ,,Moise Nicoara“ 
cl. VI Bene Razvan (110); fard mentiune de scoala si clasé: Popescu Valentin (70). 
BAIA DE ARIES (ALBA) Lic. ,,Dr. Lazar Chirila“ cl.[X Bunea Alexandra 
Amalia (100). 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ fard mentiune de clasa: 
Ciocan Florin (100); $.g. ,,Nichita Stdnescu“ fard mentiune de clasd: Durug Mihai 
(100); $.g9. ,,Simion Barnutiu“ fard mentiune de clasa: Gros Andreea (100); Lic. 
Teoretic Sanitar cl.X Dobrican Terezia Andreea (110), Somkereki Melinda (110); 
C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl.VII Busecan Maria Ioana (80); C.N. ,, Vasile Lucaciu“ 
cl.V Avram Irina (70), Sima Alexandra (100), cl. VI Pop Razvan (90). 

BALS (OLT) Colegiul Tehnic cl.V Ciocan Mihaela (50), Matei Sorin (50), Paun 
Bianca Nicoleta (60), Radoi Petru (50), Tragc& Andreea (40). 

BARLAD (VASLUI) $.9. ,,Jorga Radu“ cl.V Solc& Andreea Raluca (60); C.N. 
Gh. Rosca Codreanu“ cl. VII Apostu Alexandru Mihai (140). 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Jon Ciordags“ cl. VII Tau Andreea Diana (100). 
BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 cl.V Duca Daniela (100), cl. VI Barla Mara (100), 
cl. VII Radu Stefan (100); $.g. 5 cl.IV Pomponiu Iulius Eugen (170), cl.V Andrita 
Alexandru (120), Dugadiasu Luca (120), Flueras Larisa (120), Gherghina Ioana (190), 
Ion Antonia (120), Suciu Mara (200), cl. VI Boeriu Bianca Maria (80), Vasilescu 
Ioana (50); $.g. 13 cl. VII Varvara Raluca (100); C.N. ,, Andrei Saguna“ cl.V Gardan 
Maria Alexandra (100), Mandoi Dan Catalin (90), Negut Ioana (100+520), Vizante 
Ana (50), cl.X Strambu Alexandru (120); C.N. ,,Gr. Moisil“ cl.V Andone Alexandru 
(150), Sierb Rares Andrei (150); C.N. ,,.Dr. Ioan Mesotdé“ cl.VII Manea Cosmin 
(180), cl. [IX Borg Andrei (80). 

BRAILA (BRAILA) S.9. ,,Constantin Sandu Aldea“ cl.V Stamate Gabriela 
(210), cl.VI Flueraru Mihai Teodor (90), cl. VII Cernamorit Raluca (50), Scarlet 
Ana Maria (80); C.N. ,,Gheorghe Munteanu Murgoci“ cl. VII Jianu Andreea Alexan- 
dra (170), Munteanu Alexandra Gabriela (100), Popescu Teodora Maria (290), Oz- 
turk Sahara (190); C.N. ,,Nicolae Balcescu“ cl.VI Giurca (90), Iliescu Maria (80), 
Paraschiv Teodora (220), Radu Gabriel (80), Taflan Maria (80), Turcu Stefan (130), 
cl. VII Banita Elena Teodora (100), Bazan Alexandru (100+50), Belciu Vlad (70), 
Boeru Briana (80), Caineanu Andrei Stefan (40), Curcaé Razvan (70), Filip Ana 
Maria (150), Lipan Lavinia Alexandra (60), Neculae Mircea (70), Negulescu Luigi 
(90), Preda Corina (120), Priceputu Cristina (100), Radulescu Corina (80), Stefan 
Andreea (70), Vicol Teodora (100), Vizireanu Stefan (70), cl. VIII Buhus Teodora 
(90), fard mentiune de clasd: Constantinescu Roxana (70); fard mentiune de scoald 
gi clasad: Enache Radu (60). 
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BUCURESTI $9.9. 12 ,,Herdstradu“ cl.V Ene Stefan Gabriel (70); $.g. 30 ,,Grigore 
Ghica Voievod“ cl. III Radulescu Adina (60); $.g. 56 cl.VI Pargaru Radu Andrei 
(50); $.g. 97 cl.V Ghizdavu Irina Andreea (110); $.g. 113 Epure Anda Raluca 
(140); $.g. 114 ,,Principesa Margareta“ cl.VI Mocicaé Razvan Cristian (100); $.g. 
150 cl.IV Streche Ilia (190); $.g. 190 cl. IV Grumezescu Adina Nicoleta (50); $.g. 195 
cl. VII Floricel Maria (50), Gheorghe Ioana Delia (120); Lic. ,, Stefan Odobleja“ cl.V 
Chiriac Marius Alexandru (50), cl. VII Florescu Iulia (90); C.N. ,, Gheorghe Lazar “ 
cl.VI Alexandrescu Sofia Maria (50), cl.VII Onu Andreea Diana (80+50), cl. VIII 
Stoian Mihail (50); C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl. IX Anghel Monica Amalia (50), 
Dan Monica (60), Moncilé Doru Bogdan (90), Tataru Andreea Simona (90); C. N. 
, ludor Vianu“ cl.VII Iorgulescu Matei (100). 

BUZAU (BUZAU) $.9. 15 ,,G.E. Palade“ cl.VI Boteanu Denisa (50), Burlacu 
Andrada (50), Coman Claudia Ana Maria (50), Cristea Daniel (20), Duta Justinian 
(40), Gheorghita Raisa (20), Luntaru Gabriela (30), Panait Madalina (50), Raileanu 
Bianca (50), cl. VII Bordei Valentina (40), Chirité Andreea (40), Dogaru Andreea 
(40), Dragoiu Bogdan Emil (30), Dumitrache Irina (40), Dumitrache Radu (30), 
Georgescu Teodora (40), Ilie Valentin (40), Ionescu Ioana (50), Lungu Daniel (30), 
Murgociu Raluca (30), Neagu Bianca (40), Nicolae Alexandru (40), Parvan Casian 
(30), Ralu Vlad (30), Zota Madalina (40), fard mentiune de clasd: Anghel Vlad 
(60), Gaman Cristina (40), Lop&taru Bianca (50), Pancescu Teodora (40), Stoiciu 
Leontin (50), Serban Luciana (40). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) fara mentiune de scoala gi 
clasd: Pantriu Ioan Catalin (50). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) §.9. ,Nanu Muscel“ cl.VI Broscoteanu 
Daria (100). 

CALARASI (CALARASI) §.9. Carol I“ cl.V Pan& Samuel (190+160), cl.VI 
Boerescu Victorita Maria (120). 

CILIENI (OLT) Lic. Tehnologic ,,Ion Popescu“ cl.V Dragu Laurentiu (100), Nico- 
lescu Adelin (100+100), Papa Cosmin (100), Scrieciu Adrian (100). 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Avram Iancu“ cl. VI Sicobean Alexandra (80); 
Lic. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.IV Pacurar Irina (140). 

CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. 30 ,, Gheorghe Titeica“ cl.VIJ Timpuriu 
Mircea (120); $.9. 37 cl.V Boghea Ioana (60), cl.VI Marin Mircea Mihai (90); 
S.g. ,Spectrum“ cl.V Pugcasu Razvan Stefan (120); Lic. ,, Ovidius“ cl.V Branzoi 
Ana Emilia (80), Nutescu Sebastian (90), cl. VIII Ursu Razvan Mihai (110), cl.IX 
Emurla Onur (60); Lic. ,, Traian“ cl.VI Spalatelu Silvia Oana (70); C.N. ,, Mircea 
cel Batraén“ cl.V Carp Alexandru (170), cl. VI Chiriac Cristina (80), Ibadula Ella 
Nelim (70), Popescu Theodora (90), Pasca Evelin (70), cl. VII Caragheorghe Elena 
(120), Coman Diandra (100), cl. VIII Bogdan Samira (100), Sandu Tina Alina (100), 
Stanciu Adrian Mihai (110), Tanase Elena (100), Trandafir Alexandra (130), cl.XI 
Cibotariu Raluca (50), Craciun Irina (70). 

CORABIA (OLT) 9.9. Mihai Eminescu” cl.V Neagu Mihai. 

CRAIOVA (DOLJ) 9.9. 2 ,,Traian“ cl.VI Vladu Denis Marius (180); S.g. 24 
Sf. Gheorghe“ fara mentiune de clasé Mois& Radu (110); C.N. ,, Carol I“ cl.[X Stoian 
Andreeea Maria (90); C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl.V Paéun Andreea (40); cl.IX Buge 
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Dragomir Teodor (370+190), cl.X Ciulicé Cristian (230), Lutan Ruxandra (110), 
Nemes Maria (70). 
DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl. X Patea Octavian Nicolae (50). 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 11 cl.V Chisalita Ias- 
mina (160), Stanciu Andra (100), Stanciu Amanda (100); S$.g. ,,Petre Sergescu“ fara 
mentiune de clasd: Andrita Ana Maria (100); C.N. Pedagogic ,,Stefan Obreja“ cl.V 
Sarbu Sebastian (80); C.N. ,,Gheorghe Titeica“ cl.VII Bolocan Monica Alexandra 
(160), Florea Andrei Bogdan (130), Ofiteru Cristian Felix (160), Paunescu Flavius 
(50), Stretcu Mihai Catalin (140). 
FETESTI (IALOMITA) $.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ cl.V Andreescu Claudia (70), 
Nanoiu Cristian (70), Paslaru Andreea (60), cl. VI Sima Cosmin (60). 
GAIESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Viadimir Stréinu“ cl.V Stoian Iulia (80), Tu- 
dor Stefan (140). 
HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Mariuta Denisa Ioana (50), 
Moraru Eduard (50), Mustata Robert (60), Vicol Stefan (50). 
IASI (IASI) 9.9. ,.B. P. Hasdeu“ cl.IV Gradinaru Tudor (200), cl.V Cioataé Ioana 
Larisa (80+90), Melinte Antonia (100), cl. VI Apetrii Radu (150), Dolhadscu Alexan- 
dru (150), cl. VII Tacu Cristian Stefan (100); Lic. ,, Vasile Alecsandri“ cl.V Nica 
Maria (160); C.N. ,, Emil Racovitd“ cl. VI Radu Iulia (100); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.V 
Radeanu Sebastian (60), cl. VII Acujboaei Cezar (100); C.N. ,,Costache Negruzzi“ 
cl.V Arminii Elena (200), cl. VII Blajut, Cristian Marian (80), Blajut, Mariana Alexan- 
dra (130), Popescu Theodora (100); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Serban Emanuel 
(310), Serban Irineu (140); Colegiul National cl.V Chiorescu Alexandru (130), Con- 
stantinescu Malina (80), Ibera Andrei (70), Racoveanu Octavian (70), cl. VII Maciuc 
Ana Maria (90). 
LUGOJ (TIMIS) $.9. 4 cl. VII Ciama Robert (60). 
MOINESTI (BACAU) §$.9. ,,George Enescu“ cl.VII Butaru Tudor (120), If- 
timie Adelin (150), Nistoreanu Alice (140), cl. VIII Alexandrescu Aida Emilia (140), 
Botezatu Ema Gabriela (130), Cazan Dragos (140), Lazarovici Andreea (140), Milea 
Andra (140), Pastoaca Elena (130), Sandu Cristina (130), Uta Ana Maria (140), fard 
mentiune de clasd: Curelaru Ioana (140). 
NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. ,,George Enescu“ cl.V Costinescu Maria 
(170), Damian Flavius (170). 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ cl.V Manole Florin (190), 
Onofrei Adelina Gabriela (240), cl. VI Boboc Andrei (130), Pepene Victor Cata&lin 
(130), Savanopol Andreea (130), Vulcan Ana Maria (110), cl. VII Albinet Gabriel 
Alexandru (60), Palade Alina (80), cl. VIII Ionescu George Valentin (120). 
ORADEA (BIHOR) $.9. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.V Bagdi Aron Patrik (320). 
“— ROSU (CARAS SEVERIN) Lic. Bandtean cl.XI Stefainescu Andrei 
70). 
PITESTI (ARGES) $.9. 4 cl.VIII Simion Teodora (90); $.g. 14 ,, Alexandru 
Davila“ fara mentiune de clasd: Niculescu Ricardo (110), Rizoiu Bianca (120); $.g. 
»don Pillat“ cl.VI Radulescu Crina (100), Turcu Ioan (100+70), cl. VII Paraschiv 
Alexandru (100), cl. VIII Popescu Diana (400); C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.VII Bu- 
curescu Bianca (90), Ilie Diana Andreea (70). 
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PLOIESTI (PRAHOVA) §.9. ,,Sf. Vasile“ cl.VIII Vornea Cristian (90+80); 
C.N. ,fon Luca Caragiale“ cl.IV Alexandru Daria (200), Andronache Madalina 
(200), Andronic Arthur Mihai (200), Barac Maria Iulia (200), Barbu Alessia (190), 
Badoiu Robert Stefan (200), Botea Marian (200), Cadar Elena Manuela (200), 
Carnici David (200), Ditu Cezar (200), Doroftei Andra Vanessa (200), Dragomir 
Mihai (200), Gavril Alessia (200), Ghiculescu Andrei Flavius (200), Ionescu Petra 
Alexandra (200), Mihalcea Maria Alexandra (200), Miroiu Andrei Claudiu (200), 
Mirita Ioana Raluca (200), Nicolescu Alexandru Constantin (200), Nicolescu Ian 
Teodor (200), Onut Andrei (240), Petcu Eduard Gabriel (200), Petrescu Mihnea 
(200), Popa Ana Maria (200), Popa Andrei (200), Preda Gabriel Razvan (120), 
Radu Stefan Alexandru (180), Savelovici Teodora (200), Stanciu Diana Catalina 
(200), Suvaila Andreea (200), Timofte Cristian (200), Vintila Diana Andreea (200), 
Vlasceanu Andrei (200), cl. VI Mihai Radu (60), Tudor Dan (130), cl. VII Niculescu 
Teodora (250). 
RAMNICU SARAT (BUZAU) §$.g. 2 cl.VIII Toea Valentin (60); $.g. ,, Vasile 
Cristoforeanu“ cl.V Ghiliftoiu Oana Maria (70), cl. VIII Vasilache Violeta (100); 
C.N. ,,Alezandru Viahufa“ cl.VI Tatan Miruna Maria (160). 
RAMNICU VALCEA (VALCEA) §S.9. ,, Take Ionescu“ cl.V Hodoroagaé Andrei 
(80), cl. VII Dumitrescu Dan (140). 
REGHIN (MURES) 9S.9. ,,Alerandru Ceuginaru“ cl.VI Iuonasg Iulia (110); $.g. 
»Augustin Maior“ cl.V Straut Briana (50), cl. VI Oprea Florin Octavian (110). 
ROMAN (NEAMT) 8.9. ,,Mihai Eminescu“ cl.VII Nour Lavinia Ioana (100), 
Todiric&é Oana Andreea (110); C.N. ,,.Roman Vodé“ cl VI Ignat Miruna (280). 
SALVA (BISTRITA NASAUD) 5$.9. ,, Tiberiu Morariu“ cl.V Foslui Oana (60), 
Marica Ionela (60), Pavelea Florina (60), Pavelea Maria Ioana (70), Sas Denisa (60), 
cl. VIII Moldovan Vasilica Andreea (80). 
SEINI (MARAMURES) S.g. 1 cl.VII Pop Ricardo (110), Szilagyi Edward (80), 
cl. VIII Cotriscau Mara (100). 
SIBIU (SIBIU) 9$.g. 4 Diaconu Mihai (190);$.g. 18 cl. VI Muntean Flavia (100), 
fird mentiune de clasé: Muntean Codrin (50); C.N. ,,Samuel von Brukenthal“ cl.X 
Oprea Camelia (110). 
SLATINA (OLT) 9.9. ,,Eugen Ionescu“ cl.V Carstea Daria (200), lordache Ioana 
(100), Marinescu Catalina (110), Nicolae Radu (110), Sebestean Andreea (200), 
Tudosie Maria (320), cl. VII Eremencu Elena Diana (100), Lupu Laura (120), cl. VIII 
Barbu Simina Andreea (100), fard mentiune de clasd: Rogojinaru Bianca (260). 
STRASBOURG (FRANTA) Lic. International des Pontonniers cl. VIIT Enescu 
Mihnea (70+70). 
SIMLEU SILVANIEI (SALAJ) S.g. ,,Horea“ cl.V Sandor Alexia. 
TARGU JIU (GORJ) Sg. ,, Alerandru Stefulescu“ cl.V Foanene David (90). 
TARGU MURES (MURES) S.g. _ ,,Berddi Gyérgy“ cl.VIII Zhan Mara (80); 
S.g. , Liviu Rebreanu“ cl. VIII Dumitru Flavia (60). 
TEIUS (ALBA) Lic. cl. VII Cuptor Ilie Larisa (80), Moldovan Gabriel (90), Oltean 
Florean (80), Polhac Razvan (80). 
TIMISOARA (TIMIS) 9.9. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (110+100). 
TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl.VI Pisicé Andrei 
(110). 
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URZICENI (IALOMITA) $.g. 1 ,,Al. Odobescu“ cl.VIII Alexandru Gabriela 
(150), Grigore Luciana (120), Stoian Anca Teodora (120); $.g. 2 ,,J.H. Radulescu“ 
cl. VII Barbu Gabriela (110), Bustea Cristina (110), Calin Daniela Florentina (100), 
Cristache Daniel Florin (120), Marcu Andreea (110), Pascu Maria Carla (100), 
Serbulescu Ana Corina (120), Gheorghe Alina (100), Sanpetru Maria Manuela (140), 
Trifu Cristina (100); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V Petrache Elena (70). 

VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 1 fara mentiune de clasd: Erimia Clara (80). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasé de urmatorii profesori: 


AIUD (ALBA) $.9. ,,Ovidiu Hulea“ Nitu Angela. 

ARAD (ARAD) Lic.,,Adam Miller Guttenbrunn“ Francz Adalbert, Stoica Mircea 
Mario; C.N. ,,Moise Nicoara“ Negrila Liliana, Toader Maria. 

BAIA DE ARIES (ALBA) Lic. ,,Dr. Lazdr Chirila“ Bunea Banica Aurel. 
BAIA MARE (MARAMURES) §.9. ,,Lucian Blaga“ Nagy Ana Maria; 9.9. 
,Nichita Stdnescu“ Stiru Aurica; $.g. ,,Simion Barnutiu“ Belbe Camelia; Lic. Te- 
oretic Sanitar Pop Radu; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Musuroia Nicolae; C.N. ,, Vasile 
Lucaciu“ Sabau Stefan. 

BALS (OLT) Colegiul Tehnic Stroie Manuela. 

BARLAD (VASLUI) C.N. ,,Ghe. Rosca Codreanu“ Mihalache Dumitru. 
BRASOV (BRASOV) $.9. 2 Bocu Dorina, Ciocarlan Ioana; $.g. 5 Minea Delia; 
S.g. 13 Dima Paraschiva; C.N. ,, Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel; 
C.N. ,,Grigore Moisil“ Olteanu Mariana; C.N. ,,.Dr. Ioan Mesota“ Satala Ciprian 
Ioan. 

BRAILA (BRAILA) 9.9. ,,Constantin Sandu Aldea“ Pasci Rudi; C.N. ,,Nicolae 
Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel, Danielescu Iulian; C.N. ,,Gh. Munteanu 
Murgoci“ Giurca Mihaela Florina. 

BUCURESTIS.g. 12 ,, Herdstrdu“ Fainig Dorela; $.9. 30 ,,Grigore Ghica Voievod “ 
Paun Elena ; $.g. 56 Radu Dana; $.g. 97 Moldovean Laurentiu; $.g. 113 Petrescu 
Elefterie; $.g. 114 ,,Principesa Margareta“ Creosteanu Mariana; $.g. 150 Dima 
Alina; $.9. 190 Moldovan Georgeta; $.g. 195 Militaru Doina, Petrescu Maria; Lic. 
»otefan Odobleja“ Dumitru Camelia; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Simion Petre, Victor 
Ioan Nicolae; C.N. ,,Mihai Eminescu“ Savulescu Dumitru; C. N. ,, Tudor Vianu“ 
Chites Costel. 

BUZAU (BUZAU) $.9. 15 ,,G.E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,,Nanu Muscel“ Dobrescu Argentina. 
CALARASI (CALARASI) S.g. , Carol I“ Furtuna Sorin. 

CILIENI (OLT) Lic. Tehnologic ,,Ion Popescu“ Gasculescu Mihaela. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Avram Iancu“ Diaconu Tlie; Lic. ,,Nicolae 
Balcescu“ Petean Ana. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. 30 ,,Gheorghe Titeica“ Anghel Emilia; 
9.9. , Spectrum“ Carnaru Mioara; Lic. ,, Ovidius“ Arventiev Dorin, Gurgui Adriana, 
Maciuca Monica, Mihai Bogdan; Lic. ,, Traian“ Dermengiu Alina; C.N. ,, Mircea cel 
Batran“ Contanu Mihai, Frecus Viorica, Gache Florian, Zarna Catalin. 
CORABIA (OLT) $.9. ,,Mihai Eminescu“ Bivol Nicolae. 

CRAIOVA (DOLJ) $.9. 24 ,,Sf. Gheorghe“ Patragcu Mariana; C.N. ,,Carol I“ 
Ciurcea Raluca; C.N. ,,Fratit Buzesti“ Dan&é Camelia, Popa Marin, Tutescu Lucian. 
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DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Maranda. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI)S.g. 11 Saceanu Victor; 9.g. 
»Petre Sergescu“ Malineanu Gabriela; C.N. ,,Gheorghe Titeica“ Stretcu Daniel; C.N. 
Pedagogic ,,Stefan Obreja“ Bondoc Gabriela. 

FETESTI (IALOMITA) 9$.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ Costache Constantin, Nicolescu 
Ion. 

GAIESTI (DAMBOVITA) CN. , Vladimir Stréinu“ Turcu Iuliana. 
HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ Neicu Aurel. 

IASI (IASI) S.g. ,,B. P. Hasdeu“ Boboc Romela, Chiril’ Laura, Nechifor Ionel; 
Tic. ,,Vastle Alecsandri“ Nistor Alina; C.N. ,,Costache Negruzzi“ Capraru Irina, 
Ionisei Silviana, Nechita Remus, Zanoschi Adrian; C.N. ,,Emil Racovita“ Pitu Leon; 
C.N. ,,G. Ibrdaileanu“ Chirila Constantin, Maciuc Dominica; C.N. ,, Mihai Eminescu“ 
Blendea Gheorghe, Ilie Vasilica, Panaite Bronia; Colegiul National Benta Valerica, 
Culac Tamara. 

LUGOJ (TIMIS) 8.9. 4 Cadariu Liviu Ioan, Gheorghita Sebastian. 
MOINESTI (BACAU) 9.9. , George Enescu“ Brahna Necula. 

NAVODARI (CONSTANTA) 5$.g. ,,George Enescu“ Constantin Gabriela. 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) S.9. ,, Nicolae Balcescu“ Szatmari Dorina. 

OTELU ROSU (CARAS SEVERIN) Lic. Bandtean Dragomir Lucian. 
PITESTI (ARGES) $.g. 4 Simion Magurel; $.g. 14 ,,Alerandru Davila“ Vacaru 
Daniel; $.g. ,,Jon Pillat“ Haller Daniela, Peligrad Sorin; C.N. ,,Zinca Golescu“ 
Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) 8.9. ,,Sf. Vasile“ Pana Tatiana; C.N. ,,Jon Luca Cara- 
giale“ Craciun Gheorghe, Nachila Petre, Negrila Anton, Nita Eugen. 

RAMNICU SARAT (BUZAU)S.9. 2 Cristea Mirela; $.9. , Vasile Cristofore- 
anu“ Cristea Mirela, Marin Simion; C.N. ,, Alerandru Vlahuté“ Neagu Constantin 
Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) §$.9. ,, Take Ionescu“ Popescu Constantin, 
Smarandoiu Stefan. 

REGHIN (MURES) 9.9. ,,Al. Ceusinaru“ Simion Gheorghe; 9.9. ,,Augustin 
Maior“ Bozdog Constantin. 

ROMAN (NEAMT) S.g. ,,Mihai Eminescu“ Ababei Constantin; C.N. ,,.Roman 
Voda“ Husaru Nechita Petronela. 

SALVA (BISTRITA NASAUD) 8.9. ,, Tiberiu Morariu“ Moldovan Florea. 
SEINI (MARAMURES) 9$.g. 1 Tivadar Ioan. 

SIBIU (SIBIU) $.9. 4 Brodetchi Rodica; $.g. 18 Ardelean Liviu; C.N. ,,Samuel 
von Brukenthal“ Bottesch Martin. 

SLATINA (OLT) S.g. ,,Eugen Ionescu“ Popa Gratiela. 

STRASBOURG (FRANTA) Lic. International des Pontonniers Stoenescu Mi- 
hai. 

SIMLEU SILVANIEI (SALAJ) S.g. ,,Horea“ Crigan Adriana. 

TARGU JIU (GORJ) $.9. ,,Alezandru Stefulescu“ Butulescu Angela. 
TARGU MURES (MURES) 8.9. ,,Liviu Rebreanu“ Gant& Florica. 

TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 

TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ Petrescu Lucian, 
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URZICENI (IALOMITA) S.g9. 1 ,,Alezandru Odobescu“ Paraschiv Nicolae; 
S.g. 2 ,J.H. Rdédulescu“ Licu Stana, Draghici Constantin; C.N. ,,Grigore Mozsil“ 


Paunescu Constantin. 
VIDELE (TELEORMAN) 3S.9. 1 Constantinescu Florica. 


In perioada 13 decembrie 2013 — 09 ianuarie 2014, au trimis solutii la 
probleme pentru Concursul Gazeta Matematica gi ViitoriOlimpici.ro 
urmatorii elevi: 


AIUD (ALBA) S. g. ,,Azente Sever“ cl. VII Ilea Teodora Ioana; $. g. ,,Ovidiu 
Hulea“ cl.VII Calin Lorena Laura. 

ALEXANDRIA (TELEORMAN) S. g. ,,Mihai Viteazul“ cl. VII Calitescu Mi- 
hai, cl. VIII Andreica Radu-Adrian; §. g. ,,Stefan cel Mare“ cl.VI Ionescu Catalin, 
Iordan Oana. 

ARAD (ARAD) Lic. Teoretic ,, Adam Miiller Guttenbrunn“ cl.V Buda Paul; C.N. 
Moise Nicoard“ cl. VII Crisan Ioana. 

BACAU (BACAU) CN. ,Gh. Vrdnceanu“ cl.V Amariutei Mara Miruna, An- 
dronic Smaranda, Dolineanu Miruna. 

BAIA MARE (MARAMURES) S. g. ,,Lucian Blaga“ cl.V Ardelean Paula; 
C.N. ,,Gh.Sincai“ cl. VII Mercea Ioana, cl.X Cotan Paul. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Ioan Ciordas“ cl. VII Tau Andreea. 
BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) C.N. ,,L. Rebreanu“ cl.V Hognogi Cristina, 
Somegan Paul. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) S. g. 1 cl.V Airinei Andrei Cristian, cl. VI Alexiu 
Lucian. 

BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl.V Balb& Tudor, cl.VI 
Ababei Madalina, cl.[X Pricope Tidor Vlad. 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. Teoretic ,,Eftimie Murgu“ cl.VII Pas- 
cariu Anda. 

BRASOV (BRASOV) S. g. 2 cl.V Duca Daniel, Popa Diana, Simescu Diana, 
cl. VI Barla Mara, Ciurea Maria Eliana, Gargu Bogdan, Muscalu Diana, Saramet 
Andrei, cl. VII Banicaé Dragos, Corbos Raluca, Ion Robert Gabriel, Nedelcu Vlad, 
Saplacan Amanda; S$. g. 5 cl.IV Pomponiu Iulius Eugen, cl.V Gherghe Ana II- 
inca, Secarea Diana Maria, Jecza Alexandra, cl.VI Boeriu Bianca Maria; S$. g.11 
cl. VI Iova Olga, Suciu Bogdan; S$. g. 15 cl. VI Bratu Oana; S$. g. 30 cl.V Cotfas 
Miruna; Lic. Teoretic ,, Johannes Honterus“ cl.VI Ciupala Ana Iulia; C.N. ,, Andrei 
Saguna“ cl.V Cardan Maria Alexandra, Mandai Dan Catalin, cl. VI Chichernea Di- 
ana, Gilea Vicentiu, Kis Iulia, cl.[X Manea Dragos, cl.X Strimbu Alexandru; C.N. 
de Informatica ,,Grigore Moisil“ cl. VI Popescu Dragos Septimiu. 

BRAILA (BRAILA) $.9. ,,Jon Creangd“ cl.VI Bulgaru Maria Diana; S$. 9. 
»-Fanus Neagu“ cl. VI Arsene Teodora, Chirita Ioana, Dima Ioan Andrei, Dragnea 
Andreea, Samoila Rares, Tanase Raluca, cl. VII Orlea Alexandra, Panturu Elena; S. 
g. ,Mihai Eminescu“ cl. VIII Moise Gabriel; C.N. ,, Nicolae Balcescu“ cl. VI Cristache 
Ionut Gabriel, Done Mihnea, Lupascu Irina Elena, Munteanu Irina Mihaela, Ne- 
grisan Argaluis, Petcu Alexia Octavia, Petrache Tiberiu, Popescu Vlad Cristian, 
Popescu Maria, Poteca Rares Stefan, Sasu Elena Andreea, Uzuneanu Gabriela, cl. VII 
Antoche Andreea, Balan Mircea Alexandru, Boeru Briana, Ciineanu Andrei Stefan, 
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Decu Tudor Vlad, Ignat Marius, Lupsa Sabina Florina, Mih&dilescu Cristian, Preda 
Corina Andreea, Susanu Ioana Sabina, Vasilescu Gabriel, Vlad Ioana Cezara. 
BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic cl.V Stanculescu Gabriel. 

BUCURESTI $.9.10 ,,Maria Rosetti“ cl. VIII Com&nici Teodor Andrei; $.g. 56 
cl.IV Tinica George Marian, cl. VI Ciocan Maria, Mihai Andrei Cristian, Vintila 
Maria Theodora, cl. VII Nita Ionut, cl. VIII Ciocan Antonie; $.9.67 cl. VI Matei Mi- 
haela; $.g. 79 cl.IV Ghincea Matei, cl. VIII Capraru Richard; $.g. 81 cl.IV Alexan- 
dra Popescu, Andreescu Ovidiu, Bran Mihai, Cociob&a Octavian George, Fronescu 
Martin, Matei Stefan, Vija Andreea Amalia, cl. VI Panaitescu-Liess Nicholas Matei, 
Picu George, cl. VII Radulescu Alessandra Maria; $.g. 84,,Nicolae Balcescu“ cl.IV 
Sfia Anca Mihaela; $.g. 97 cl.V Badea Bianca Maria, Sandu Theodor Pavel, Stoian 
Matei, cl. VII Badea Alexandru Ioan; $.g. 128 cl. VII Dragu Ana-Maria; $.g. 139 
» Mircea Santimbreanu“ cl. VI Chiper Alexandra Diana, Chiper Ioana Cristina; S.g. 
195 cl. [TV Burghelea Rares, Scarlat Madalina; $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ cl. VII Ten- 
der Laura; $.9.307 cl.IV Ghergut David; Lic. International de Informatica cl.VII 
Hendoreanu Ana Daria, cl.IX Lia Ioana; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ cl.V Cio- 
caru Cristina; Lic. Teoretic ,Jon Barbu“ cl. V Mustatoiu Sebastian; Lic. ,,Marin 
Preda“ cl.IV Tudorache Stefan Cristian; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.VI Nicorescu 
Patricia Irina Andreea; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl.X Panaitescu-Lies Michael An- 
drei;C.N. ,,Sf. Sava“ cl.[X Butaru Oana, cl. X Gheorghe Teodora Cristina; C.N. 
, Ludor Vianu“ cl.V Ichim Alexia Ioana, cl.VI Manole Patricia Teodora, Nacu Irina 
Maria, cl. VII Constantinescu Adriana Mirela, Iorgulescu Matei, cl.IX Dicilea Alex 
Valentin, cl.XI Niculae Arthur. 

BUZAU (BUZAUV) 5.9. ,,George Emil Palade“ cl.IV Iordache Razvan Gabriel. 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Ped. ,,C.D.Loga“ cl.XI Dinulica 
Augustin, Dinulica Septimiu. 

CALARASI (CALARASJ) §. g. ,,Carol I“ cl.V Nedelcu Alex. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) S. g. ,,Oprea Iorgulescu“ cl.IV Jipa Dar- 
ius Andrei, cl. VIII Serboi Florea Dan; S$. g. 3 ,,.Nanu Muscel“ cl. VI Lazaroiu Lucas, 
cl. VII Necula Narcis; C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl. VI Contor Andrei. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovité“ cl.V Rapeanu George Alexan- 
dru, cl. VII Petridean Andrei. 

CONSTANTA (CONSTANTA) S. g. 29 ,,Mihai Viteazul“ cl.IV Dorneanu 
Cezar, cl. VIII Milcu Ana-Maria; S$. g. ,,Spectrum“ cl.V Girban Alexandru, Puscasu 
Razvan; Lic. International de Informatica cl.[X Paunescu Adrian; Lic. Teoretic 
, Ovidius“ cl.V Teaca Maria; Lic. Teoretic ,, Traian“ cl. VI Memis Edis; C.N. Peda- 
gogic ,,Constantin Brdtescu“ cl.V Balagiu Darian; C.N. ,, Mircea cel Batran“ cl.V 
Hristu Stelian, cl. VII Orac Alexandru. 

CRAIOVA (DOLJ) S.g. 2 ,, Traian“ cl.VI Banu Teodora Georgiana; $.9.24 ,,Sf. 
Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian; $.9.32 ,,Alexandru Macedonski“ cl.VI Dita 
Alin Gabriel; C.N. ,,Carol I“ cl. VI Popa Erminia Petra, cl.XI Ungureanu Marta; 
C.N. ,,Fratiit Buzesti“ cl.IX Costache Octavia Gabriela, Rusinaru Ana-Smaranda, 
cl.X Atakan Ayline, Turcu Andrei George; Palatul Copiilor cl.[V Ciurescu Razvan. 
CUGIR (ALBA) §.g. 3 cl.VI Bel Luana, cl. VII Enescu Ana-Maria. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda, cl.VI Sta- 
nescu Alexia Carla, cl. VIII Top Alexandru Vasile, cl.X Pitea Octavian. 
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DOROHOI (BOTOSANI) $.9. 8 ,, Mihail Kogalniceanu“ cl.VIII Hritcu Andrei 


Alexandru. : 

DRAGASANI (VALCEA) $.9. ,, Tudor Vladimirescu“ cl. VI Anghelina Ion Mar- 
lan. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINT]I) S. g. 3 cl.IV Puiu Gabriela 
Mara, Puiu Mihaela Maria; S$. g. ,,Alice Voinescu“ cl.VI Pirvuceanu Alexandru 


Daniel; C.N. ,, Traian“ cl.V Lunguleasa Eugen, Racianu Marian Gabriel, Ristea Radu 
Stefan, cl. VII Fulga Fabian, Seitan Radu Catalin, Tabacu-Teculescu Andra. 
FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ cl.V Serenus Dragos, cl.VI Veltan 
Victor. 

FETESTI (IALOMITA) S. g. 7 ,, Aurel Vilaicu“ cl. VI Sima Cosmin Alexandru. 
FOCSANI (VRANCEA) S. g. ,,Anghel Saligny“ cl.VI Constantin Georgiana, 
Selea Tudor; S. g. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Grigore Diana Nicoleta. 

GALATI (GALATI) C.N. ,, Al. I. Cuza“ cl.IV Trus Alexia; C.N. ,,Costache Negri“ 
cl.X Bourog Ioana. | 

GAESTI (DAMBOVITA) CN. ,, Vladimir Streinu“ cl.IX Anghel Petrigor, cl.X 
Anghel Victor Valentin. 

GIURGIU (GIURGIV) S. 9.7 cl. VI Beianu Bogdan. 

GUGESTI (VRANCEA) S. g. de Arte si Meserii ,, Al. Vlahutd“ cl.TV Cucoanes 
Andrei. 

IASI (IASI) S. g. ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris; Lic. Teo- 
retic ,,Dimitrie Cantemir“ cl.VI Mocanu Bianca; Lic. de Informatica ,,Grigore 
Moisil“ cl. VIII Aluchienesei Victor; Colegiul National cl.V Balaban Andra, Gherghel 
Stefan, cl.VI Chiorescu Alexandru, Joldescu Cezara Maria, Lehaceanu Sharon Ste- 
fana, cl.VII Jitariu Stefan, Obada George Teodor, Petrescu Bianca, Popa Ioana 
Maria, Prioteasa Ioana Cristina, Vacniuc Teodora Cristina, cl. VIII Obada Stefan 
Alexandru, cl.IX Pinteala Eliza; Colegiul ,,Costache Negruzzi“ cl.VI Stoica Vlad; 
C.N. ,,Emil Racovita“ cl.V Luchian Denisa Alexandra, Cojocaru Antonia, Ghimpu 
Ioana Ingrid, Smoc George Marian, cl.VI Andrei Alin Ionut, Bisca Teona Elena, 
Corduneanu Alexandra, Popescu Tudor George, Tamaciuc Ioana, cl.XII Stangaciu 
Ramona Daniela, Vizitiu Monica. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.Sc. ,, Alexandru Macedonski“ cl.VI Spataru Patricia 
Teodora, cl.IX Spataru Andrei Raul. 

MOTRU (GORJ) S$. g. 2 cl. VI Tomescu Mihai Liviu. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) 9.9. ,M. Eminescu“ cl. VII Tirlisan Paul. 
NAVODARI (CONSTANTA) $.9.3 cl. VI Alexandru Bianca; $.g. ,,T. Arghezi“ 
cl. VI Pascalau Robert Gabriel. 

ORADEA (BIHOR) Lic.Teologic Baptist ,,.Emanuel“ cl.VII Tiutin Andrada 
Georgia. 

PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,Miron Costin“ cl.VIII Ion Nela; C.N. , Mihail 
Sadoveanu“ cl. VIII Buzatu Andreea. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) C.N. ,,Petru Rares“ cl.IX Spiridon Calin Daniel. 
PITESTI (ARGES) S. g. 4 cl.V Cioc Amelia Gisele, cl. VI Cioc Alex Andrei; S. 
g. 11 ,, Mihai Eminescu“ cl. VII Miu Alexandra Claudia, cl.VII Iancu George; C.N. 
»Zinca Golescu“ cl.V Avram Alexandru, Florea Andrei, Marin George Alexandru, 
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Marmandiu Vlad Mihai, Smeu Andrei, cl. VII Serban Alexandru George, cl. VII Du- 
mitrescu Raluca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) S. g. ,Sf Vasile“ cl.V Suflea Andra; C.N. ,,Al. I. 
Cuza“ cl.V Petculescu Mihnea, cl. VII Dobos Emanuel Vladut, cl.[X Zecheru Daniela 
Cristina; CN. ,,I. L. Caragiale“ cl. VI Deaconu Tudor Andrei, Foransbergher Tanya, 
Milicu Alberta, Popa Mihai Cristian, Savulescu Stefan, Serban Florin Alexandru, 
cl. 1X Tudor Costin Razvan, cl.X Nedelcu Tamara; C.N. , Mihai Viteazul“ cl. VI Szocs 
Teodor lulian. | : 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) §.9.,, Take Ionescu“ cl.IV Ionic& Jennifer 
Elena, Nicula Maria Cristina, cl.V Capris Ruth, Gheorghe Liviu Armand, Ionica 
Flavio, Panescu Angelina Gabriela, cl. VII Dumitrescu Dan; Lic. ,,Matei Basarab“ 
cl.V Dobritoiu Cristina; C.N. de Informatica ,,Matei Basarab“ Marinescu Ioana, 
cl. IX Stancu Larisa. 

REGHIN (MURES) Gimnaziul de Stat ,, Augustin Maior“ cl.VI Oprea Florin 
Octavian; Gimnaziul de Stat ,,Al. Ceusianu“ cl. VIII Pescarugs Ovidiu. 
RESITA(CARAS SEVERIN) 9.9.2 cl.V Boloca Madalina Maria, Fara Eduard 
Petru, Jula Diandra Melinda, Terfeloag& Mario Andrei, Tuca-Willinger Andra- 
Beatrice, cl. VIII Milencovici Merima Nicolae. 

ROMAN (NEAMT) G.N. , Roman Vodé“ cl.V Baltoi Teodor, cl. VI Bursuc Tudor, 
Macinca Paul Alexandru. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,, Anastasescu“ cl.VI Stefan Ale- 
xandra Maria. 

SATU MARE (SATU MARE) §S. g. ,,Constantin Braéncoveanu“ cl.VI David 
Dan; §. g. ,,Lucian Blaga“ cl.V Pop Miruna. 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) C.N. ,, Dragos Vodé“ cl. VIII Cu- 
drici Carina. 

SIBIU (SIBIU) §. g. 4 cl. VI Mihdilescu Luana; C.N. ,,Gh. Lazdr“ cl. VIII Apostol 
Andreea Cristina; C.N. ,,S.v.Brukenthal“ cl.X Oprea Camelia, Toader Vlad Alexan- 
dru. 

SLATINA (OLT) §. g. ,,Eugen Ionescu“ cl.VII Ignat Andrei Horia; C.N. ,,Jon 
Minulescu“ cl.IV Dobre Andreea Maria; C.N. ,,Radu Greceanu“ cl.VI Ionel Andrei 
Razvan. 

SLOBOZIA (IALOMITA) C.N. ,,Mihai Viteazul“ cl.VI Panait Andreea. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. , lendchité Vacdrescu“ cl.V Stihi Luiza. 
TARGU JIU (GORJ) $.9. 8 ,,C-tin Savoiu“ cl. VII Soare Mihai. 

TARGU MURES (MURES) Gimnaziul ,, Liviu Rebreanu“ cl.VII Vasiliu Dragos; 
Gimnaziul , Tudor Vladimirescu“ cl. VIII Tenie Anda. | 

TECUCI (GALATI) C.N. ,,Spiru Haret“ cl.V Anghel Andrei Constantin, cl.VI 
Tasca Maria. 

TIMISOARA (TIMIS) S. g. 21 cl. VII Dumitrescu Patrick; Lic. Pedagogic ,,Car- 
men Silva“ cl. VIII Laitin Eduard; Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.ITV Barbieru Crina, cl.V 
Pretorian Razvan, cl.XI Ciocioman Oana. 

VIDELE (TELEORMAN) 9. g. 2 cl.IV Ionescu Petru Vlad. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 
vantes“ cl. VI Lavric Mihail 
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Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematica gi ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urméatorii 
profesori: 


AIUD (ALBA) §.g. ,,A. Sever“ Balc Gianny; $.g. ,, Ovidiu Hulea“ Nitu Angela. 
ALEXANDRIA (TELEORMAN) S. g. ,, Mihai Viteazul“ Cristea Tudor; S. g. 
»otefan cel Mare“ Ionescu Floriana Violeta. 

ARAD (ARAD) Lic. Teoretic ,,Adam Miller Guttenbrunn“ Stoica Mircea Mario; 
C.N. ,, Moise Nicoara“ Negrila Liliana. 

BACAU (BACAU) C.N. ,Gh. Vrénceanu“ Lazar Lucian. 

BAIA MARE (MARAMURES) §S. g. ,,Lucian Blaga“ Keller Otto; C.N. 
, Gh.Sincai“ Heuberger Dana, Musuroia Nicolae. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Joan Ciordags“ Bercovici Crina. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) C.N. , Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 
BOGDANESTI (SUCEAVA) §. g.1 Solcanu Vasile. 

BOTOSANI (BOTOSANI) CN. , Mihai Eminescu“ Oniciuc Gheorghe, Trigc& 
Teodor. 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. Teoretic , Eftimie Murgu“ Rincu Pavel. 
BRASOV (BRASOV) S. g. 2 Bocu Dorina, Ciocirlan Ioana; $. g. 5 Minea 
Delia; S$. g. 11 Ghise Lucica; $. g. 15 Cocalea Rodica; $. g. 30 Ciocan Elena; 
Lic. Teoretic , Johannes Honterus“ Lepadatu Maria; C.N. ,,Andrei Saguna“ Canu 
Marinela, Ciupala Gabriel; C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil“ Popescu Radu. 
BRAILA (BRAILA) $.g. , Jon Creangé“ Buzea Victor; S. g. ,,Fénug Neagu“ 
Tilincéa Daniela; S$. g. ,,.Mihai Eminescu“ Frincu Nicolae; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ 
Botea Carmen, Botea Viorel. 

BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic Burlan-Mitu Olivia-Simona. 

BUCURESTI $.9.10 ,, Maria Rosetti“ Radu Dana; S.g. 56 ,,Jose Marti“ Iancu 
Daniela, Niculescu Cornelia, Radu Dana; $.9.67 Palici Aurelia; $.g. 79 Burlan 
Camelia, Simut Marioara; $.g. 81 Donciu Mihaela, Ichim Cristina, Ivan Florina 
Catalina, Panaitescu-Liess Georgiana; $.g. 84 ,,Nicolae Balcescu“ Sfia Andreea; 
S.g. 97 Olteanu Cristian; $.g. 128 Sandru Mariana; $.g. 139 ,, Mircea Sdntimbreanu“ 
Serban Stela; $.g. 195 Aida Frujina, Ivan Florentina Daniela; $.g. 280 ,,Mthail Se- 
bastian“ Milea Maria; Lic. International de Informatica Georgescu Flavian, Nico- 
lae Elena; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ Aursulesei Cornelia; Lic. Teoretic ,,Jon 
Barbu“ Secaéreanu Ana-Maria; Lic. ,,Marin Preda“ Baciu Florina; C.N. ,,Gheorghe 
Lazar“ Petre Simion; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Dilimot Nita Vasile; C.N. ,,Sf. Sava“ 
Serbanescu Dinu, Tena Marcel; C.N. ,, Tudor Vianu“ Chites Costel, Mangra Cris- 
tian, Popa Marin, Zamfir Rica. 

BUZAU (BUZAU) §. 9. , George Emil Palade“ Oancea Elena. 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Pedagogic ,,C. D. Loga“ Buzescu 
Antoanela. 

CALARASI (CALARASI) §. g. ,,Carol I“ Furtun& Sorin. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $S. g. , Oprea Iorgulescu“ Bivol Ioana, 
Tentu Isabela; S. g. 3 ,,Nanu Muscel“ Dobrescu Argentina, Parse Ion; C.N. ,,Dinicu 
Golescu“ Lieca Adina. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. , Emil Racovité“ Vasilescu Valentina. 
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CONSTANTA (CONSTANTA) S$. g. 29 ,,. Mihai Viteazul“ Cojocaru Gratziela, 
Toma Mihaela; S. g. ,,Spectrum“ Carnaru Mioara; Lic. International de Informatica 
Vacarescu Cristina; Lic. Teoretic ,,Ovidius“ Gurgui Adriana Daniela; Lic. Teoretic 
» Lraian“ Dermengiu Alina; C.N. Pedagogic ,,Constantin Brdtescu“ Cavachi Niculae; 
CN. ,,Mircea cel Batran“ Constantinescu Gabriela, Gache Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) §. g. 2 ,, Traian“ Pometescu Valerica; S$. g. 24 ,,Sf. Gheor- 
ghe“ Patrascu Mariana; §$. 9.32 ,,Alerandru Macedonski“ Margineanu George; C.N. 
, Carol I“ Georgescu Carmen Liana; C.N. ,,Fratii Buzesti“ Dicu Mihai, Nanu Ion, 
Tutescu Lucian; Palatul Copiilor Iovan Valeriu. 

CUGIR (ALBA) §. g. 3 Mitea Mariana. 

DEVA (HUNEDOARA) CN. , Decebal“ Golgotiu Flavia, Lint Dorin, Lint Ma- 
randa. 

DOROHOI (BOTOSANI) S. g. 8 ,, Mihail Kogdlniceanu“ Viadescu Valerian. 
DRAGASANI (VALCEA) S.g. ,, ludor Vladimirescu“ Vieru Gheorghe. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) §. g. 3 Vasile Florica; 
S. g. ,Alice Voinescu“ Coada Carmen; C.N. ,, Traian“ Antonie Mihaela Rodica, 
Paponiu Dana. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. , Radu Negru“ Dut& Adriana, Postolache Camelia. 
FETESTI (IALOMITA) g. g. 7 , Aurel Vlaicu“ Nicolescu Ion. 

FOCSANI (VRANCEA) §. g. ,Anghel Saligny“ Baiciu Iuliana. 

GALATI (GALATI) CN. , Al. I. Cuza“ Damian Oana; C.N. ,,Costache Negri“ 
Dudau Mitica. _ 

GAESTI (DAMBOVITA) CN. , Vladimir Streinu“ Ionescu Georgeta, Turcu 
Tuliana. 

GIURGIU (GIURGIU) §. 9.7 Dinc&d Gabriela Camelia. 

IASI (IASI) ¢. g. , Mihail Kogadlniceanu“ Sirbu Lenuta; Lic. Teoretic ,,Dimitrie 
Cantemir“ Munteanu Daniela; Lic. de Informatica ,,Grigore Moisil“ Mirganu Ga- 
briel; Colegiul National Benta Valerica, Culac Tamara, Lazar Cristian, Paga Narcisa, 
Popa Gabriel, Zanoschi Gabriela Elena; Colegiul ,,Costache Negruzzi“ Ionesei Sil- 
viana; C.N. ,,Emil Racovitd“ Bucataru Mihaela, Budeanu Catalin, Pitu Leon. 
MELINESTI (DOLJ) Gr.Sc. ,,Alecandru Macedonski“ Micu Constantin. 
MOTRU (GORJ) S. g. 2 Balan Gabriel. 

NASAUD (BISTRITA- NASAUD) S. g. ,. Mihai Eminescu“ Roman Cerasela. 
NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. 3 Burliciuc Maria; S$. g. ,, Tudor Arghezi“ 
Burlaciuc Maria. 

ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist , Emanuel“ Cicortag Marius: 
PASCANI (IASI) Lic. Teologic ,,Miron Costin“ Craciun Alina; C.N. ,, Mihail Sado- 
veanu“ Pricop Vasile. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) CN. ,,Petru Rares“ Sandovici Adrian. 
PITESTI (ARGES) S. g. 4 Ursu Florica; $.g. 11 ,,Mihai Eminescu“ Haiducu 
Marian;C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) §. 9. Sf. Vasile“ Pand Tatiana; C.N. ,,Al. I. Cuza“ 
Isofache Catalina, Mihalache Daniela, Mogos Carmen;C.N. ,,/.L.Caragiale“ Nachila 
Petre, Nit&a Eugen; C.N. ,,Mihai Viteazul“ Stegaroiu Malina. 


RAMNICU VALCEA (VALCEA) S. g.,, Take Ionescu“ Deliu Dumitru, Popes- 
cu Constantin, Smarandoiu Stefan; Lic. ,,Matei Basarab“ Dobre Dumitru; C.N. de 
Informaticd ,,Matei Basarab“ Rascu Valerica, Varzaru Gabriela. 

REGHIN (MURES) Gimn. de Stat ,, Augustin Maior“ Bozdog Constantin, Gim- 


GAZETA MATEMATICA - B, Anul CXIX, nr. 1/2014 ’ 


Realizarea suplimentului este coordonata de: 


DwAnAf Taw OMA. BAR AR LAK MINNA TD 


S:P14.8. Care este descdzutul daca’ suma dintre descdzutul, scizitorul 
si diferenta unei scdderi este 9868 ? 


Ramona Carsote, Braila 


S:P14.9. Pentru a premia participantii la un concurs se cumpara c&rti, 
caiete si pixuri, in total 330 obiecte. Daca la fiecare 3 carti sunt 7 caiete si, 
la fiecare 2 caiete sunt 5 pixuri, cate obiecte s-au cumparat de fiecare fel ? 


Ramona Carsote, Braila 


S:P14.10. Suma a doud numere este 95. Suma dintre primul numar 
micsorat de 5 ori si dublul celui de-al doilea numar este 100. Care sunt 
numerele ? 


Ramona Carsote, Braila 


S:P14.11. Cati termeni are suma 1+2+3+4+4+5+4..., daca valoarea 
ei este un numar format din doua cifre identice ? 


Ioana Popescu, Braila 


$:P14.12. Andrei pleaca cu bicicleta din cartierul in care locuieste 
pana in centrul orasului. El a parcurs deja 5 km cand se afla la 2 km de 
jumatatea drumului. La ce distanta de centru locuieste Andrei ” 


Ioana Popescu, Braila 


S:P14.13. Suma cifrelor unui numar scris cu cinci cifre este 45. Care 
este suma cifrelor succesorului numarului ? 


Ioana Popescu, Braila 


S5:P14.14. Vivi si Matei joacad un joc. 

— Vivi: Pionul meu s-a aflat in casuta 29. Am aruncat cele doua zaruri 
si am inaintat pana la casuta 40. 

— Matei: Pionul meu s-a aflat in cdsuta 39. Am aruncat cele doua zaruri 
si am inaintat pana la cdsuta 42. 

Puteti preciza ce au aratat zarurile pentru Vivi si apoi, pentru Matei ? 


Ioana Popescu, Braila 


S:P14.15. Cand la Bucuresti este ora 13, la Tokio este ora 21. Ce ora 
este la Bucuresti, cand la Tokio este ora 6 ? 
Ioana Popescu, Braila 


S:P14.16. Intr-un saculet, sunt 9 bile numerotate cu 10, 20, 30,..., 90. 

Care este numdrul minim de bile ce trebuie extrase din saculet pentru a fi 
siguri cai suma lor depadseste 110 ” 

Ioana Popescu, Braila 


S:P14.17. Intr-un magazin intra grabit Sorin si cumpara un tort de 
0 de lei, plateste cu o bancnota de 100 lei. Primeste rest 30 lei. A doua 
i. vAnzAtoarea. constata. ci. bancnota de 100 lei este falsA. Care este paguba 


b) Stabiliti dac&é numarul 2013 este termen al sirului. 
c) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului. 
Ionut Mazélu, Braila 


S:E14.6. Determinati toate numerele naturale de forma ab stiind ca 
suma cifrelor numarului ab este egalaé cu suma cifrelor numarului 5 - ab. 
Daniela Stadnicé si Nicolae Staénica, Braila 
_ _§:E14.7. 5a se determine numerele de forma abc care verificad relatia 
abe = 2-ab+3-bc+4- Ca. 
Rudi Pasici, Braila 
S:E14.8. Sa se determine numerele de forma abc in care ab, be si ca 
sunt numere prime. 
Rudi Pasici, Braila 
S:E14.9. Suma a trei numere consecutive este 37°!°. Demonstrati ca 


produsul celor trei numere este divizibil cu 10. 
Nazely Boicescu, Braila 


S:E14.10. Determinati numerele abc stiind ca 


5 _b+c  at+c 
atc 2a 7 


Daniela Cerchez, Braila 


Clasa a VI-a 


S:E14.11. Fie xAOD cu m(xAOD) = 98° si (OB, (OC semidrepte 
incluse in interiorul xAOD, (OC semidreapta inclusa in interiorul «BOD 
astfel incat a-m(XAOB) = c-m(XBOC) si b-m(«xBOC) = c-m(xCOD) 
unde a, b, csunt numere prime care verificd relatia 3a + 5(3b+ 7c) = 195. Sa 
se aflem(xAOB),m(xBOC) si m(xCOD). 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:E 14.12. Aflati numerele de forma abc, mai mici decat 500, daca: 
a) dau restul 5 la impartirea cu 9; 
b) (a+b+c) :7 si (acb+ 2) : 7. 
Nicolae Stdnicad, Braila 
S:E14.13. Se considera numerele a; = 4, a2 = 3a; + 4, a3 = 3a2 + A? 
.., 42013 = 3agQ912 + 477. 


a) Calculati a2013. 
26 1 


b) Aratati ca (ay tag+...+ 42013) , 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:E14.14. Determinati numerele naturale de forma abc stiind ca 
(ab + be + ca) : abe. 


Daniela Stdnicad si Nicolae Stanicé, Braila 

S:E14.15. Fie multimile Aj = {1}, Ag = {1,3}, A3 = {1, 3,6}, 
4 = {1,3,6,10}, As = {1,3,6,10,15}, ... 
a) Calculati Azo \ Ajo. 
b) Verificati daca exista n numar natural astfel incat 2013 € An. 
c) Aflati numarul elementelor divizibile cu 7 din Ag913. 
Daniela Covaci, Braila 

S:F14.16. Aflati valoarea maxima a numarului natural n stiind ca 4” 


ivide produsul 
p = 504- 505- 506-...- 2012 - 2013. 


Artur Bdaléucd, Botosani 
S:F14.17. Aratati ca 


$9? 42069? he OeR iA. P9023... 800° S 1-9 -3%....2100—9. 


Nazely Boicescu, Braila 
S:E14.18. Determinati numerele naturale nenule a, 6, c, d, e, n stiind 
fy coaads aeS ae! foseee) Wlaae—n Wa as See 
Mihaela Balta, Braila 
S:E£14.19. Demonstrati cé numerele ge ey Si 33°" +10 sunt prime 
ntre ele. 
Nazely Boicescu, Braila 


S:E14.20. S54 se determine valoarea de adevar a propozitiel: 


12018 at 920138 at 32013 ae 90042018 6. 
Daniela Covaci, Braila 
Clasa a VII-a 


S:E14.21. Se da triunghiul dreptunghic ABC, m(« BAC) = 90°. Fie 
punctul M € (BC) si P, respectiv Q simetricele punctului M fat de AB, 
respectiv AC. 

a) Aratati ci punctele P, A, Q sunt coliniare. 

b) Daca AM 1 BC si m(<ACB) = 15°, aflati perimetrul triunghiului 
M PQ), in functie de lungimile laturilor triunghiului dreptunghic ABC. 

Daniela Tilincé si Adriana Mihdild, Braila 


S:E14.22. In rombul ABCD fie (C'S bisectoarea unghiului ACB, S € 
(AB). Demonstrati cé m(xCSD) = 45° daca& si numai daca’ (DS este bisec- 
toarea unghiului ADB. 


Daniela Sténicad si Nicolae Stanicd, Braila 


S:E14.23. In paralelogramul ABCD fie ACNBD = {O}. Demonstrati 
ca, daca punctul M este mijlocul segmentului [DO] si CMO AB = {T}, atunci 
AT =2- AB. 


Daniela Stdénicé si Nicolae Stanicé, Braila 


S:E14.24. Demonstrati ca dacd a = 2012 - 2013, atunci 
\jatsat...+ Va < 2013. 


S:E14.25. Aflati toate numerele de forma ab, care verifica relatia 


Nazely Boicescu, Braila 


(b+ .a)ba + (a — b)ab = 25 (b? — a’). 


George-Florin Serban, Braila 


S:E14.26. Fie paralelogramul ABCD cu masura unghiului A mai mica 
decat 90°, M, Q picioarele perpendicularelor duse din A pe BC, respectiv 
CD iar N, P picioarele perpendicularelor duse din C’ pe AB, respectiv pe 
AD. 

a) Aratati ca MN PQ este dreptunghi. 

b) Aratati cé dreptele MP, QN si AC sunt concurente. 

Daniela Tilincé si Adriana Mihaila, Braila 


S:E14.27. Sa se determine numerele reale x, y, z astfel incat 
5x2 + y? + 22 4+ Qe + Qy 4+ Qry — 4xz+ 10+ |2a — y — 13] = 3. 


Narcis Gabriel Turcu, Braila 


S:EF14.28. Aradtati ci numarul A = 1? + 2?4+....+ 2014? este divizibil 
cu 5, unde p este un numéar natural care nu este divizibil cu 4. 
George-Florin Serban, Braila 


S:E14.29. Stiind ca ad+bc = bd, unde a, b, c,d € N* s& se demonstreze 


q2013 q2l2e ac ac 


Cc 
pus” poe pe ee a 
nu depinde de a, b, c, d. 
Ligia Istm, Braila 


S:E14.30. Determinati n € N* stiind c& numarul 


Aes 5n ue 52014 + 52010 - 481 


este patrat perfect. 
Mihaela Giurcd, Braila 


Clasa a VIII-a 


S:E14.31. Aratati cdi nu existé doud numere prime astfel incat suma 
cuburilor lor sa fie egalaé cu cubul mediei lor aritmetice. 
Ionut Mazélu, Braila 


S:E14.32. Daca z,y > 0 aradtati ca : 


Dan Negulescu, Braila 
S:E14.33. Aratati ca nu exista a,b,c € Z astfel incat 


(a — b)? + (b—c)? + (c— a)® = 2013. 


Nazely Boicescu, Braila 


S:E14.34. Fie ABCDA'B’C’D’ un cub cu muchiile de lungime 6 si 
M, P € (BC) astfel incat BM = MP = PC". 
a) Determinati valoarea cosinusului unghiului dintre dreptele A’P si 
DM. 
b) Daca A’PN (DCC") = {S} si DMN (ABB’) = {T}, atunci deter- 
minati lungimea segmentului ST’. 
Daniela Narcisa Stadnica, Braila 


S:E14.35. a) Demonstrati ca 


Var +02 + JPR +y? > Vat)? + (x+y), 


oricare ar fi z, y,a, b > 0, numere reale. 
Daca a,b,c > 0 sia+b+c= abc, demonstrati ca 


ee ee ee ee | 
Ley le ao 1+ 3 2 2v3 


si gasiti valorile lui a, 6, c pentru care se realizeaza egalitatea. 
Nazely Boicescu, Braila 


S:E14.36. Rezolvati in Z x Z ecuatia z* = y(y + 1)(y + 2)(y+ 3) +4. 
Daniela Tilincé si Adriana Mihaila, Braila 
C.E1A4A 2°97). Tin ARON AIRIMIUNS! aan aan Te OF ans eee) eemerenieentaelns FO 


S:L14.3. Cate solutii numere intregi are ecuatia || ---|z—1|—1|---|=1, 
aca, la stanga sunt n > 1 bare verticale? 

S:L14.4. Se dau trei discuri in plan de raze respectiv 71, r2, 7r3 de 
entre O,, Oz, O3. In ce conditii exist& un triunghi echilateral cu fiecare varf 
n cate un disc? 

S:L14.5. Pentru ce valori naturale n numarul n(n+ 1)(n+2)(n+3)+ 
+2014 este patrat perfect? 

S:L14.6. Doua patrate de arie 1 au laturile paralele si se intersecteaza 


lupé& un dreptunghi de arie cel putin = Reuniunea lor formeza un octogon 
1econvex. Care este perimetrul maxim posibil al acestuia? 

S:L14.7. Doua orase A si B sunt situate de aceeasi parte a unei linii 
le inalté tensiune, presupusad dreapta, la distante x respectiv y de aceasta. 
Urmeza sa fie construita o linie electricé de la A la puncul C de pe linia de 
inalta tensiune gi o linie electricé de la C' la B. Stiind c& unitatea de lungime 
a liniei de la A la C costa a unitati si cea de la C la B costa b unitati, 
determinati pozitia punctului C' pentru un cost minim. 


S:L14.8. Determinati cel mai mic numar natural m > 3 pentru care 
exista un numar natural n astfel incat 


ln/m| = 2014. 


S:L14.9. Un patrulater ortodiagonal ABC'D (diagonalele perpendicu- 
lare) are AB = 2, BC = 3 iar unghiurile «ABC, xBCA au masurile de 60° 
respectiv 45°. Aflati celelalte laturi si diagonalele. 


9§:L14.10. Fie n un numar natural dat. Determinati numerele naturale 
©, y cu suma minima pentru care 3” + 2? = y?. 


Clasa a X-a 


§:L14.11. Determinati numerele reale x > 1 pentru care : 


x —loggx +2” =5. 


S:L14.12. Aflati multimile de numere reale care sunt solutie a ecuatiei 
[logy x] + [logy z| = 3. 
§:L14.13. Aratati ci dacé numerele complexe z), z2 sunt de modul 1 


: . 21 — 22 
atuncl numarul ————— este real. 
— 2122 


$:114.14. Fie z un numar complex de modul 1. Determinati numerele 
complexe w astfel incat |1 + zw| = 1. Interpretati geometric. 


$:£14.15. Aratati ci dacé z1, z2, z3 sunt radacinile de ordin trei ale 
unitatii si z € C un numar complex diferit de acestea, atunci 


1 1 1 322 


Z—-2, 2-22 2-23 2-1 
Deduceti de aici cé dac&é M este un punct pe cercul circumscris unui triunghi 
echilateral ABC si x, y, z sunt respectiv distantele de la M la varfurile A, 
B, C, atunci 
1 


oe 


1 
a + : 
x 

S:L14.16. Exista un poligon cu proprietatea ca exista douad puncte 
in plan astfel incat orice diagonalad a sa sa treacad printr-unul din cele doud 


puncte? 


S$:L14.17. Pentru un triunghi cu varfurile in puncte de coordonate 
intregi ale planului cartezian, poate exista o indltime de lungime rationala? 
Dar numar natural? 


S:L14.18. Cate perechi de solutii (X,Y) are ecuatia X UY = A daca 

A este 0 multime cu n > 1 elemente iar X,Y C A? Se aleg la intamplare 

douaé submultimi nevide diferite ale unei multimi cu n elemente. “Aratati ca 

probabilitatea ca reuniunea lor sa fie intreaga multime este (a — 1a" — 2): 

Alegem la intéamplare doudé multimi X,Y C A. Aratati ca probabili- 
ieee | 


tatea ca X UY = A este (2" — 1)(2" — 2) 


§:L14.19. Gdasiti un exemplu de numarare in douda moduri pentru a 
demonstra formula 


Ch 49C2 fax Ch =n? 
S:L14.20. Determinati n pentru care 
Cr + C22 + C83 = n°. 
Clasa a XI-a 


2 +2 
2x 
converge crescator la /2. Care este cel mai mic n pentru care Zp are primele 

4 zecimale aceleasi cu ale limitei 2? 


S:L14.21. Se stie ca sirul (%n)n>1 definit prin 71 = 1, tn41 = 


S:L14.22. Cate solutii reale are ecuatia tg x = x in intervalul [0, 2014]? 


S:L14.23. Aratati c& dacad un sir de numere rationale pozitive (numara- 
i si numitori pozitivi) converge la un numér irational atunci atat sirul 
maratorilor cAt si al numitorilor au limita infinitéa. Este adevarat rezulta- 
, daca limita sirului este un numéar rational? 

S:L14.24. Are functia f : R — R definita prin f(x) = x? — 2 pentru x 


1 pac me 
tional si f eee pentru 2 = : rational, fractie ireductibila cu q € N*, 
q 


ncte de continuitate? 


4-1 
S:L14.25. Fie f : R > R definita prin f(x) = wet Determinati 


[—5, 4]) (imaginea intervalului [—5, 4] prin f). Aflati un . f(x). 
LE|—4,—4, 


S:L14.26. Fie (n)n>1 un sir de numere pozitive pentru care 


ee 
lia LER. 
n-cCoO In 


Aratati c& orice subsir convergent al sirului (?/tn)n>1 are limita cel 
ilt U. 


§:L14.27. Folosind doar notiunea de limita de functii aratati cd functia 
x) =sinz nu poate fi ratioanld. (O functie se numeste rationala daca este 
tul a doua functii polinomiale. ) 


S:L14.28. Aflati minimul expresiei x7—22+y daci z,y > Osizt+y < 2 
terpretand problema grafic in planul rOy. 


9:L14.29. Este adevarat ca daca pentru o functie f : R > R, lim f(z) 
LOO 


ista atunci exista si 


fm L(t) + (2x) +--+ f(ne) , 


N—00 n 


S:L14.30. Fie f : [0,1] — [0,1] continua, strict crescdtoare gsi surjec- 
va. Fie OABC patratul cu varfurile de coordonate respectiv (0.0), (1,0), 
,1), (0,1). Aradtati ci nu existé dreptunghiuri MN PQ aflate strict in inte- 
orul patratului OABC astfel incat M, P sa fie pe graficul lui f iar diagonala 
Q sa fie pe AC. 


Clasa a XII-a 


95:L14.31. Poate fi scrisé functia Dirichlet (ce ia valoarea 1 pe numere 
rationale gi 0 pe numere irationale) ca diferenta de functii monotone? (Folosit 
faptul ca o functie monotona este integrabila. ) 


S:L14.32. Fie f : [0,1] > R derivabila. Calculati 


S:L14.33. Fie a,b € Z astfel inc&t polinomul P(t) = t* + at +b 
nu are radacini reale. Aradtati ca produsul a doud numere intregi de forma 
n?+anm+m? cu m,n € Z este de aceeasi forma. 


S:L14.34. Fie f : [0,0o0) > R cu proprietatea ca lim f(z) =. Fie 
4 bey A, @) 


n € N*. Aratati ci functia g : [0,nk] > R, g(x) = f (| - ) este integrabila 
pentru orice k € N*. Calculati 


um Jr ()E)e= 


S:L14.35. Considerém o functie f : [0,1] — R pozitiva strict descres- 
catoare si fie 0 = x9 < 2 < 22 <--+ < “pn = 1 O diviziune a intervalului 
[0,1]. Aratati ca 


n 1 
S~ f(wx)(ee — te-1) < / (eae 
k=1 0 


Deduceti de aici c& pentru numere pozitive a1, a2,...@n CU a1 +a2+'+:+an = 1 
avem 


Caz particular: 
a; 
1+a? 


TV 
Sq 


n 


z= 1 


constanta din dreapta fiind cea mai buna posibila. 


S:L14.36. Fie a,b elemente ale unui grup astfel incat a are ordinul 
> 1 (ie. a” =e) sia” 'b=ab"—!. Aratati cd a si b comuta. 


S:L14.37. In orice grup G, pentru a,b € G, ordinul elementului ab 
ste egal cu ordinul elementului ba ? 


S:L14.38. Cate elemente are grupul multiplicativ Mo(Z3) al ma- 
ricelor de ordin 2 cu elemente in clasele de resturi modulo 3? Dar subgrupul 
1atricelor ce au determinantul 1 modulo 3? 


S:L14.39. Fie A un inel fara divizori ai lui zero. Daca a,b € A sunt 
stfel incat a7°!4 = 67914 gj a3 = 6° atunci a = b. 


S:L14.40. Fie f : [0,1] — R derivabila cu derivata continua si f(0) = 0 
1 


istfel incat [Pe + (f’)*(x))dx = f2(1). Aratati c& f = 0. (Indicatie: 


0 
1 


waliati / (f(a) — fl(a))2de.) 


0 
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Abstract. This note enhances the converse of a theorem proved in [1], 
showing that if a median and a simedian meet on an adjoint circle, then 
the triangle is isosceles. 

Keywords: Brocard points. 

MSC : 51M04. 


In [1] am demonstrat o teorema si reciproca sa. In cele ce urmeaza 
aratam ca ipoteza reciprocei poate fi slabita. Reamintim la inceput cateva 
notiuni teoretice. 


Punctele Brocard ale triunghiului ABC sunt punctele 2, 9’ situate in 
planul triunghiului ABC si care satisfac relatiile 


YNAB = c<QBC = xOCA, 
<0'BA = «x0'CB = aN AC. 
Se poate demonstra ca, pentru orice triunghi, aceste puncte exista si 


sunt unic determinate, iar unghiurile au aceeasi masura w, numitd unghiul 
lut Brocard. De asemenea, are loc relatia 


ctgw = ctgA + ctgB + ctgC. 


Un cerc adjunct al unui triunghi este un cerc in care o latura a triunghi- 
ului este coarda, iar alta latura este tangenta. 

Vom nota, de exemplu, BC cercul adjunct care trece prin B si C si este 
tangent In C’ la latura CA. 


1) Profesor, Colegiul National ,,Fratii Buzesti“, Craiova 
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Teorema 1 (Crelle, 1816). Cercurile adjuncte BC, CA, AB au ca 
punct comun punctul Q al lui Brocard. Cercurile adjuncte CB, AC, BA au 
ca punct comun punctul YQ’ al lui Brocard. 


Demonstratie. Not&am Q al doilea punct de intersectie a cercurilor AB 
si BC. De asemenea, notim m(<CBQ) = w. 

Avem m(xBAQ) = m(<CBQ) = w si m(XCBQ) = m(XACQ) = w. 

Din aceste relatii retinem cé m(<BAQ) = m(<ACQ), ceea ce arata ca 
Q apartine cercului adjunct CA. 

Analog se demonstreaza teorema pentru punctul 10’. 


Enuntul teoremei din [1] este: 

Teorema 2. Intr-un triunghi isoscel cu unghiurile congruente <B $1 
<C’, mediana din B si simediana din C se intersecteaza intr-un punct al lui 
Brocard. 

Reciproca acestei teoreme, aga cum a fost formulata in [1] este: 

Teorema 3. Daca mediana si simediana a doud unghiuri ale unui tri- 
unghi se intersecteaza intr-un punct Brocard al triunghiulut, atunct triunghiul 
este 1soscel. 


Formuldm si demonstram in continuare reciproca intarita a teoremei 2. 


Teorema 4. Dacd mediana din B si simediana din C ale triunghiu- 
lui ABC se intersecteaza intr-un punct care apartine cercului adjunct BC, 
atunci triunghiul ABC este isoscel de baza BC’. 


Prima demonstratie. Fie [BM] si [CN] mediana, respectiv simediana 
si {P} = BMNCN, astfel incdt P s& apartinad cercului adjunct BC. Atunci 
<PBC = x<PCM, (1). 

Construim mediana C'N’. Aceasta fiind izogonala simedianei C'N, re- 
zulta ca <N’CB = <NCA, (2). 

Din (1) si (2) retinem ca GBC = xGCB, (3), unde G este intersectia 
medianelor BM gi CN’, deci centrul de greutate al triunghiului ABC. 

Relatia (3) implic’d BG = CG; de aici obtinem BM = CN’, iar con- 
gruenta triunghiurilor MBC si N’CB conduce la AB = AC. 
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Observatie. Faptul c& punctul P coincide cu un punct al lui Brocard al 
triunghiului ABC se poate demonstra ca in [1]. 


A doua demonstratie. Aplicam in triunghiul ABM teorema lui Mene- 
laos pentru transversala C' — P — N gi obtinem 


CM NA PB _ : 
CA NB PM ~~ 
= ; ; : ee _ BN 
Deoarece M este mijlocul lui [AC] si CN este simediana, deci Wa 
a? MP b? PM b2 
=— —_—_—- = SO —_ = —>_——~.. N 2 M — 
5 deducem PB 3a? de unde MB 22 4B otand MB = mp, 
obtinem ‘ 
b Mb 
= ats (4) 
Considerand puterea punctului M fat& de cercul adjunct BC putem 
b 


scrie MC? = MP - MB, adic& 7 PM - mp, deci, din (4), 


dm? = 20? + 87. 
Din teorema medianei in triunghiul ABC rezult& 4m? = 2(a* + c*) — b? 
si, comparand expresiile anterioare, obtinem concluzia b = c, deci triunghiul 
ABC este isoscel de baza a. 
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UTILIZAREA FUNCTIEI AFINE IN DEMONSTRAREA 
UNOR INEGALITATI 
MaRIN Cuirciu)) 


Abstract. We illustrate, with examples taken from mathematical contests, 


how to use of the fact that affine functions are monotonic in proving certain 
inequalities. 


Keywords: affine function, inequality. 
MSC : 26D99. 


In cele ce urmeaza vom folosi urmatorul rezultat. 


Teorema. Daca functia f : R > R, de forma f (x) = az + b inde- 
plineste condifiile f(a) > 0 st f(G) > 0 (unde a,b,a, 8B sunt numere reale), 
atunci f (x) > 0,Vz € [a, 6]. 


Demonstratia teoremei este evidenta, daca tinem seama de faptul ca 
functiile afine sunt monotone. 
Aceasta teorema permite un mod unitar de rezolvare a unor inegalitati. 


1. Daca z,y,z>O0sixr+y+z = 3, atunci 
ety? +274 aryz > 4. 
Solutie. Inegalitatea se scrie succesiv 
(y +z)? —Qyztayzt+a2?>46 (3-2)* -Qyzta?+ayz>4e6 
9-62 +27 —Qyz4+a%4+cyz-4>06 yz (x —2) +227 -624+5>0. 
Pentru x fixat notém yz = t si consideram functia afina f : R > R data 
(y+z)? _ (8-2)" 


de f (t) = (x — 2)t+ 22% —6r+5. Avem t = yz < 


4 4A” 
2 
rezulta 0 <t< — = to. Obtinem 
2 
; aN" a 1 ; 
f (0) = 22° -62+5=2 rs +5 > 9, f (to) = 3 (@— 1) (x+2) >0. 


Conform teoremei de mai sus deducem ca f (t) > 0, Vt € [0, to]. 

Egalitatea are loc dacad si numai daca 7 = y = z = 1. 

Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata ca, daca n > 
1, atunci, in ipoteza de mai sus, 


n(x*+y* +27) + 2yz > 38n4+1. 
Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte. 
2. Daca x,y, z > 0 astfel incat r+ y+ 2 =1, atunci 
4 (2? + y® + 29) + l5ayz > 1. 


1) Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu“, Pitesti 


M. CHIRCIU, UTILIZAREA FUNCTIEI AFINE IN DEMONSTRAREA UNOR INEGALITATI 61 


Solutie. Inegalitatea se scrie 4((y + z)* — 3yz(y + z))+4@°+15zyz > 1. 
Inlocuind y + z = 1 — x obtinem 

4(1 — x)° — 12yz(1— 2) + 42° + l5ayz—1>0. 
Notand yz = ¢, suntem condusi la functia f : R > R data de f(t) = 


(ytz)° _ 


= t(277 — 12) + 4(1 — x)? + 42° —1 > 0, unde 0 < t= yz < 4 


= (lea) 3. 


Avem f (0) = 4(1 — x)? + 42° — 1 = 3(22 — 1)? > Osi 
F(to) = 4 (SS =~) - Q— 2)" (ere — 12) +4(1-2)° + 40% —1 = 


3 
= = (32 —1)?>0. 
Conform teoremei avem f (t) > 0, Vt € [0,t |. Egalitatea are loc daca 
1 
si numai daca + = y= z= —. 


Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata cai, daca n > 
4, atunci, in ipoteza de mai sus, 


2n+1 
n (a> +y? + 2°) + 3(n+ Layz > 


Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte. 
3. Daca a,b,c >0sia+b+c=1, atunci 
5 (a* + b* +c’) < 6 (a® +b? +c*) +1. 
Solutie. Inegalitatea este echivalenta cu 
5 (a” + (b+ c)* — 2bc) < 6 (a? + (b +c)? — 3bc(b +.c)) +1. 
Inlocuind b+c=1-a si notand bc = ¢ obtinem functia f: R > R 
data de f(t) = (9a — 4)t + 4a? —4a +1>0, cu0<t<t aa — si 


f(0)=(@a-1P 20; f (to) = $(8a-1)? > 0. 
Conform teoremei f (t) > 0, Vt € [0, to], cu egalitate dac& si numai daca 


j ee es | 1 1 1 1 1 1 
b aes ee kere ie eae, eae ae oe 
(a, ,C) € (5-33) ) & 5:0) ) (5.0. 5) 9 (0.5.5) } 


Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata ca, daca 
n > 5, atunci, in ipoteza de mai sus, 
n (a? +b? +c?) <3(n—3) (a° + B® +c%) +1. 


Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte. 
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4. Daca x,y,z > 0 astfel incat + + y+ z= 1, atunci 
7 (cy + yz+ 24) < 24 9ryz. 
Solutie. Notam yz = t si inegalitatea pe care este suficient sa o demon- 
stram este f (t) = (9x — 7)t+ 7x? —7r+2>0,Vt € (0, to], to = ae. 
Avem f (0) = 7z* — 7x + 2 > 0 (deoarece A < 0) si . 


f (to) = ; (92° +32 — Sa +1) = 7 (3r-1) (+1) >0. 


Conform teoremei rezulta f (t) > 0,Vt € [0,to], egalitatea avand loc 


jac mmedses eee 


Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata ca, daca 
n > 0, atunci, in ipoteza de mai sus, 


9(2n+ 1) (cy + yz4+ 22) < 5n+34 27nzyz. 
Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte. 


5. Daca z,y,z >Osir+y+z=1, atunci 


7 
cy t+ yz + 2u — 2ryz < — a7 


pohifie. Notiém yz = ¢ si ludm f (t) = 27(22 — 1)t + 27(x? — x) +7, 
to = o. A al . Obtinem f (0) = 27x? — 272 + 7 > 0 (deoarece A = —27 < 0) 


(la) 1 3 2 1 2 
si f (to) = f ear tad Ae q (54x — 2777 +1) = z (3a — 1) (6x +1) > 0. 
Rezulta ca f (t) > 0, Vt € (0, to]. 
1 
Egalitatea are loc dacad si numai daca x = y= z= =. 


Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata ca, daca 


9 ha eee 
‘< G A , atunci, In ipoteza de mai sus, 


—n 
ry tyzt+ 22 — nzryz < a7 


9. 
Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte pentru n < 7? lar pentru 
9 
n=7 egalitatea are loc pentru 
111 1 1 | ee | 11 
ee oe ~,—}3(-,0,-];(=,7,0 : 
(2.2) €{ (5.505) 5 (Op 5) (5 5) € 9 ) 

6. Daca 2, y, z > 0 astfel incét z +y+ z= 1, atunci 


2 
a> +y? + 2° 4 382yz > 9° 
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Solutie. Fie yz = t, f (t) = (54a — 27) t+ 272? — 272 +7, to = (Cie 

Atunci f (0) = 272? — 27x +: 7 > 0 (pentru c&é A = —27 < 0) gi 
fey ; (5423 — 2727 + 1) = ; (32 — 1)? (6x + 1) > 0. 

Egalitatea are loc daca gi numai daca z = y = z= a 

Observatie. Folosind un rationament analog, putem arata ca, daca 


15 es ; 
ne -s, Z| , atunci, in ipoteza de mai sus, 


n+3 


a + y? + 2° 4 nryz > 37 


15. 
Egalitatea are loc in acelasi caz ca mai inainte pentru n < 7 iar pentru 


n= - egalitatea are loc pentru 
1141 1 1 1 1 11 
(x,y,z) € (5-33) (0 5) (5.9. 5) (5.50) $. 
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REVENIRE LA UN ARTICOL DIN G.M.-B NR. 10/2013 
DAN STEFAN MARINESCU)) si MIHAI PITICARI”) 


Abstract. This note is a rectification of the authors for the article: 
»Generalizari ale unor teoreme de punct fix pe axa reala“ from G.M.-B 
no. 10/2013. 


Keywords: lateral limits, fixed point 
MSC : 26A03 


In articolul »Generalizari ale unor teoreme de punct fix pe axa reala“ 
din G.M.-B nr. 10/2013 ({1]) autorii prezinté urmatorul rezultat. 
Propozitia 2.1 Fie a,b€R, cua< 0}, si f : [a,b] — [a,b] o functie cu 
proprietatile: 
(i) f are limite laterale in orice punct x € (a,b) si f(x —0) < f(x +0) 
pentru orice x € (a,b); 


1) Profesor dr., Colegiul National ,,.ancu de Hunedoara”, Hunedoara 
2) Profesor, Colegiul National ,.Dragos Voda”, Campulung Moldovenesc 
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(ii) existd cel putin una dintre limitele f(a +0), f(b—0). 
Atunci exista xo € [a,b] astfel incat jim f(x) = Zo (in cazul in care 
Lo = a sau Xp = 6 concluzia devine f(a +0) =a, respectiv f(b —0) = b). 
Rezultatul de mai sus este fals, dup’ cum arat& contraexemplul): 
l, xe [0,1] \ {1- ~,n €N*} 


= 0, xe {1--,nent}. 


Intr-adevar, pentru xo #1avem lim f(x) = 1+ 4p, iar lim f(z) nu exista. 
I—IZo zr—l1 


Concluzia este insa valabila daca pastram ipoteza (i) si cerem in ipoteza 
(ii) existenta atat a lui f(a +0), cat si a lui f(b — 0). Vom demonstra acest 
lucru in cele ce urmeaza. 


Prima demonstratie. Din f(|a, b]) C [a, b] si (i), (ii) deducem relatia 


a< f(x—0) < f(z+0) <b, pentru orice x € (a,b); 1 
analog f(a+0) si f(b—0) sunt in [a, bj. (1) 


Daca f(a +0) =a, atunci alegem zp = a si demonstratia se incheie. 

Daca f(a +0) > a, atunci exista c € (a,b) astfel ca f(x) > x pentru 
orice x € (a,c). (Am aplicat faptul ca functia g : [a,b] — R, definita prin 
g(x) = f(x) — x pentru orice z € [a,b], are proprietatea g(a + 0) > 0.) In 
acest caz, multimea 

C = {ce (a,b) : exista t € (a,c) astfel incaét f(x) > x, Vz € (t,c)}-. 
este nevidad si marginita superior. Fie x) = supC; atunci zo € (a,b]. Vom 
arata ca Xo este punctul cautat. 

Observam c& daca’ c € C, atunci C include un interval de forma (t, c], 
deci C nu are puncte izolate. Astfel, zp este limita unui sir strict crescator 
(Cn)n de puncte din C. Alegand pentru fiecare c, cate un punct dy, € [a, b] 
astfel incat cp, —1/n < dn < Cn si f(dn) > dn obtinem 


f(zo — 0) = jim f(dn) = im dyn, = Xo. (2). 


Daca zo = 6b atunci, din (1) si (2), f(b -—0) < b< f(b—O). 

Dac& xo < 6b, atunci ludm un sir strict descrescdtor (€n)n — Zo de 
puncte din (a,b); cum en ¢ C, exista t, € (0,en) astfel incdt f(tn) < tn, 
de unde f(xp + 0) = lim f(t) < lim t, = zo. Astfel, din (2) si din ipoteza 

n—oco n— oo 
rezulta f(zo — 0) = f(zo + 0) = Zo. _ 

A doua demonstratie. Fie A = {x € [a,b] : f(z) <x}. In mod cert 
b € A, deci A # @. Nota&m cu A’, multimea punctelor de acumulare la 
dreapta ale multimii A (punctele a care au proprietatea ca orice interval 
(a, 3) contine cel putin un element al lui A). 


1) Datorat prof. M. Andronache. 
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Daca A, = 0, consideram un gir strict crescator (bn),cne CU Jim. by, = b. 
Pentru orice n € N* avem b, ¢ Al, deci existd rp € (bn, b) astfel incat 
f (tn) > Zn. Evident jim Ln = 6 gi atunci, cum f (b—0) exista, deducem 
ci f (b—0) > b. Dar f (x) <b, Va € [a, Bj, deci f (b— 0) < b. In concluzie 
f (b—0) =}, adica xp = b este punctul cautat. 

Daca A’, 4 0, vom arata ca rp = inf A’, este punctul cautat. 

Din definitia lui zo rezulta cd existé un sir (Zn) cy» CU 2n € Al, 
Zn > Xo pentru orice n € N* si Jim Zn, = Zo. Cum zp, € Al, exista 


1 
Yn € ee + = OA gi atunci, cum |y, — 20] < [Yn — 2n| + |2n —Xo| < 


< 7 + |2n — Zo| pentru orice n € N*, deducem cd lim yp = Xo si Lo € Ad. 
n— oo 
Daca x9 = a, atunci a < f (yn) < Yn pentru orice n € N* (unde 
(Yn)nen* este girul definit in paragraful precedent), deci lim f (yn) = a gi, 
n— oo 
cum f (a+0) exista, deducem ca f (a+ 0) =a. 
Daca zo € (a, b], consider&m un sir strict crescator (an),cy»+ astfel incat 
An € (a,Zo) pentru orice n € N* si lim Qn = Zo. Din an < 2 = inf A’, 
n—-? Oo 
rezulta a, ¢ A’, deci, pentru orice n € N*, exist& zp, € (Qn, 20) aga incat 
f (tn) > 2n. Evident jim In = Zo Si atunci, cum f (xp — 0) exista, deducem 
ca f (xo = 0) > ZOQ- 
Cum 2p € Aj, rezultaé c& exist un gir strict descresc&tor (yn),cyx de 
puncte din A, cu lim Yn = Xo. Pentru orice n € N* avem f (yn) < Yn Si 
n—?0o 
deducem astfel f (xp + 0) < zo. 
In concluzie, 79 < f(z —90) < f (xo +0) < 20; de aici rezulta ca 
functia f are limita in punctul 29 si lim f (x) = Zo. 
Pee 4 176) 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


PROPRIETATI ALE MULTIMILOR DEDUSE CU 
FUNCTIA CARACTERISTICA 


DANIEL SITARU”) 


Fie E #£@ si A C E. Definim functia caracteristic’a a multimii A prin 
pa: & - {0,1}, 

_jfi1, cea 
pa(z) = { 0, c€¢A. 

Se pot demonstra usor (exercitiu!) urmatoarele proprietati ale functiei 
caracteristice pentru AC E si BC E: 

1. PAUB = YA + YB — PAYB. 

- YANB = PAYPB. 

- PA\B = PA— PAPB. 

- PAAB = (A+ OB — 2Vayp, unde AAB = (A\B) U(B\A). 
Pa = PA 

- 99 = 0, pe = 1. 

- YPCpA = 1- Ya. 

.A=BS$ va = ves si, mai general, AC BS wa < op. 

De exemplu, pentru 1) observam ca, dacé x € E si apartine cel putin 
uneia dintre multimile A, B, atunci ambii membri au valoarea in punctul x 
egala cu 1, iar daca x € E si nu apartine niciuneia dintre multimile A, B, 
atunci ambii membri au valoarea in punctul x egala cu 0. 

In cele ce urmeaz& vom rezolva céteva probleme din manualele de al- 
gebra de liceu si vom propune unele aplicatii. 

1. Aradtati ca, daca A, B,C sunt trei multimi astfel incdt AUB = AUC 
gsi ANB= ANC, atunci B=C. 

Solutie. Din ANB = ANC rezulta yang = yanc, adica pays = YAYc. 
Din AUB = AUC rezulta yauB = yauc, deci 

PAT PB— PAPB = PAT YC — PAC; 
de unde yg = yc, adica B = C. 

2. Aratati ci daca A,B sunt multimi, atunci relatiile AN B = A gi 
AU B= B sunt echivalente. 

Solutie. Fie X o multime care include multimile A,B. Considerand 
functii caracteristice in raport cu X, relatia AM B = A este echivalenta cu 
PAPB = PA. 

AUB = Beste echivalenta cu y4+YB—-PYAYB = YB, adica pa = YAYB. 

Astfel, AN B = A si AUB =B sunt echivalente cu aceeasi relatie. 

3. Aradtati cad (AAB) AC = AA (BAC) 

Solutie. Y(aaByac = YAAB + Yc — 2¢AABYC = PA + YB tT YC — 
—2payB — 2payc — 2vB¥¢c + 4VAPBYc:- 


CON mH Or RP GW NO 


1) Profesor, Colegiul National Economic ,,Theodor Costescu“, Drobeta Turnu Severin. 
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Pentru YAa(BAc) = ¥(BAC)AA Obtinem aceeasi expresie, deoarece re- 
zultatul precedent este simetric in A,B,C’. Astfel Y(4apyac = YAA(BAC): 
adica (AAB) AC = AA(BAC). 

4, Aratati ca AN (BAC) = (ANB) A(ANC). 

Solutie. Yar(Bac) = PAPBAC = ~A(YB + Yc — 2pBy¥C) = 

= paps + pavc — 2PAPBYc; 
Y(ANB)A(ANC) = PANB + YANC — 2~ANBYANC = 
= YAPB + PAYc — 2pAayYBPA¥C = 
= PAPB + PAPC — 2PAPBYc:- 

Din relatiile de mai sus deducem Y4rBac) = ~(ANB)A(ANC); deci con- 
cluzia. 

5. Fie & o multime si functia care asociaza fiecdrei multimi inclusa in 
FE complementara ei: Cz: P(E) > P(E), Ce(X) = E\X,A pentru orice 
X €P(£). Aratati ca aplicatia Cg are proprietatile (legile lui de Morgan): 

1. Ce(X UY) =Ce(X)NCE(Y); 

2. Ce(X NY) =Cr(X)UCR(Y). 

Solutie. 1. Scg(xuy) = 1-— pxuy =1—- 9x — vy + Yxyy. 

POn(X)NCR(Y) = ¥Ce(X)¥Cp(Y) = (1 - yx) (1 —- vy) = 
=1- px -vy+Yxgy, ceea ce demonstreaza cerinta. 

2. ~Pox(XnY) =1—Yxny =1—- Yxgy. 

PCp(X)UCE(Y) = PCe(X) T PCR(Y) — PCE(X)PCR(Y) = 

=1-9x+1-y —-(1—- 9x) (1- py) =1-— pxyy, 
ceea ce demonstreaza cerinta. 

Probleme propuse 

1. Fie A, B,C multimi date. Rezolvati ecuatiile in X: 

a) AAX = B; 

b) AAXAB=C. 

2. Fie E o multime nevida si A € P (£) o multime fixatd. Aratati ca 
functia f: P(E) > P(E), f (X) = AAX este bijectiva. 

3. Fie A, = {1,2,3,...,n},n € N*, fixat. Aradtati ci (P (An), A,N) 
este inel comutativ cu divizori ai lui zero. Determinati elementele inversabile 
ale inelului. 
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA AL 
SCOLII 56 
Editia a XIII-a, 25 ianuarie 2014, Bucuresti 


prezentare de MIRCEA FIANu!) 


Inspectoratul Scolar al Municipiului Bucuresti, Scoala Gimnaziala nr. 
56 gi S.S.M.R. filiala Bucuresti au organizat in ziua de 25 ianuarie 2014 
Concursul Interjudetean de Matematica al Scolii 56 (fostul concurs ,,Jose 
Marti”), editia a XIII-a. Din fiecare scoala& inscris& la concurs a participat 
un echipaj format din 10 elevi, cate 2 pe an de studiu, de la clasa a IV-a pana 
la clasa a VIII-a. In ciuda vremii nefavorabile, la concurs s-au prezentat peste 
450 de elevi. 

Prezentam mai jos subiectele problemelor din concurs, precum si lista 
premiantilor. 

Selectia subiectelor a fost facuta de profesorii Dana Radu si Mircea 
Fianu. 

Clasa a IV-a 


1. a) Afland pe a din egalitatea 2013 — [433 — 3(a — 13)] = 1895 veti 
cunoaste venerabila varsta a Gazetei Matematice. 

b) Suma a trei numere naturale nenule este 1064. Aflati cele trei numere 
stiind ca primul numéar este de 3 ori mai mare decAat al treilea si de 4 ori mai 
mare decat al doilea. 


2. a) Explicati cum se poate masura trecerea a 8 minute folosind doua 
clepsidre cu nisip in care scurgerea din compartimentul superior in cel inferior 
se face in 7 minute in prima clepsidra, respectiv 3 minute in clepsidra a doua. 

b) Stiind ca 5 pixuri si 3 carti costa 66 lei, iar 7 pixuri si 2 carti costa 
66 lei, aflati cat costa un pix si cat costa o carte. 

3. a) Aflati numdrul maxim de pagini ale unei c&rti, stiind c& cifra 2 
s-a folosit la numerotarea paginilor sale de 174 ori. 

b) Cei 56 de elevi ai claselor a IV-a A si a IV-a B primesc cate un tricou 
avand pe spate, fiecare, scris cate un numar de la 1 la 56. Cei 56 elevi se 
asaza unul langa altul formand un cerc. Se pot aseza ei pe un cerc, astfel 
incat diferenta a doua numere vecine scrise pe tricourile lor sa fie cel mult 
egala cu 2? 

4. Avem 40 de monede identice la exterior, dintre care doua sunt false, 
amandoua fiind mai usoare decat cele adevarate si cantarind la fel. Cum se 
pot alege 20 de monede adevarate din doua cantariri cu ajutorul unui cantar 
cu talere, fara greutati? 


1) Profesor, Scoala generala nr. 19, Bucuresti 
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Clasa a V -a 


1. Daca la o impartire de numere naturale marim deimpartitul cu 35 
si impartitorul cu 5, constatam ca, la noua impartire, obtinem acelasi cat $i 
acelasi rest ca la impartirea initiala. Determinati catul impartirii. 

2. a) Aratati ci daca n este numar natural, iar numerele 2n+1 gsi 3n+1 
sunt simultan patrate perfecte, atunci n se divide cu 5. 

b) Determinati cel mai mic numar natural nenul n pentru care numerele 
2n+1 si 3n+1 sunt simultan patrate perfecte. 

3. Mai multi elevi, fete si baieti, sunt agezati pe un singur rand, in 
ordinea descrescatoare a inaltimii. Intre oricare doi baieti consecutivi sunt 
asezate cate trei fete, iar orice grup de trei fete consecutive este incadrat de 
cate doi baieti. Daca cel mai inalt elev din grup este baiat, iar numarul de 
fete este cu 50 mai mare decat cel al baietilor, determinati numarul total al 
elevilor. 


4. Daca impartim un numar natural n, pe rand, la 11, 13 si 17, suma 
resturilor obtinute este egala cu 38. Aratati ca numarul n + 2432 se divide 
cu 2431. 

Clasa a VI-a 


1. Se consider’ numerele a = 2° - 6° - 49 - 243 si b = 8° - 352 - 81. 
Demonstrati ca cel mai mare divizor comun al numerelor a gi b este patrat 
perfect. 


2. Demonstrati cai exista o infinitate de numere naturale n pentru care 
numerele 6n + 3 si 4n + 1 sunt numere naturale prime intre ele. 


3. Determinati numerele naturale diferite abc si def (unde a, b, c,d, e, f 
sunt cifre sia-d # 0), stiind ca exista n € N astfel incat abcde f = n-defabc. 

4. Se considerd dreapta AgBo si O € (ApBo). De aceeasi parte a 
dreptei Ap Bo se considera, in acelasi sens, unghiurile <AgO A, 1A,OAg,..., 
LAn-1OAn, astfel incdt m(<A;-1OA;) = i°, pentru oricare i € {1,2,...,n}. 

a) Determinati valoarea maxima a lui n. 

b) Pentru n = 18, determinati numarul de unghiuri drepte <A;OA,;, 
unde 7,7 € {1,2,..., 18}. 


Clasa a VII -a 


1. Pentru cate valori naturale ale lui n, n < 100, num&rul N = 2”. (2n)° 
este patrat perfect ? 

2. Se considera triunghiul ABC cu AB = AC si punctele M € (AB), 
N € (AC) astfel incat CN = AM. Daca P este mijlocul segmentului [CM] 
gi Q este mijlocul segmentului [AN], aradtati ci PQLBC. 
n+1 


3. Determinati toate numerele intregi n pentru care numarul 73 
TM — 


este natural. 


70 EXAMENE SI CONCURSURI 


4. Se considera triunghiul ABC in care exist’ punctele M, N gi P 
situate pe laturile [AB], [AC] respectiv [BC] astfel incdt MN || BC, MN = 
= NC si sNPB = <BAC. Demonstrati ci NP = AM. 


Clasa a VIII-a 


1. Determinati toate tripletele de numere naturale (a, b, c) care au 
proprietatea a? + b? — c* = 9 — 2ab. 


2. Se considera dreptele necoplanare e si f. Punctele diferite A si B 
sunt situate pe dreapta e, iar M este mijlocul segmentului [AB]. Numerele 
a, b si m sunt, respectiv, distantele de la punctele A, B si M la dreapta f. 

2 1 pe 
a~ +b 


a) Aratati cam < 
b) Daca elf si a £ b, aradtati cd exista N € (AB) astfel incat distanta 


n de la punctul N la dreapta f sa verifice relatia n = a 
eee —— 2a? +1 
3. Determinati numerele irationale a pentru care numerele p = 3 
a — 
3a? — . 
sig = 30 5 sunt simultan numere rationale. 


4. Se considera triunghiul ABC in care AB # AC. Punctul M este 
mijlocul laturii [BC], iar D este intersectia bisectoarei unghiului xBAC' cu 
[BC]. Cercul circumscris triunghiului AM D intersecteaza (AB) si (AC) in 
punctele P, respectiv Q. Demonstrati ca BP = CQ. 


Iata si premiantii concursului. 


Premiul I: Cainamisir Vlad Nicholas, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala 
»l. H. Radulescu“; Coman Alexandru, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 56; 
Badea Bianca, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala nr. 97; Mitrache Ionut, clasa 
a V-a, Scoala Gimnaziala ,,N.Titulescu“; Tudor Ioana, clasa a V-a, Scoala 
Gimnaziala nr. 97; Rotaru Maria, clasa a VI-a, C.N. Inf.,,T. Vianu“; Timofte 
Alexandra, clasa a VI-a, C.N. Inf.,,T. Vianu“; Badea Alexandru, clasa a VII-a, 
Scoala Gimnaziala 97; Bonciocat Ciprian, clasa a VIII-a, C.N.Inf.,,T. Vianu“; 
Ciocan Antonie, clasa a VIII-a, c Scoala Gimnaziala nr. 56. 


Premiul II: Azenie Raisa, clasa a IV-a, Scoala ,,T. Arghezi“; Gasan 
Carol Luca, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 194; Ionescu Luiza Natalia, 
clasa a IV-a, Scoala Gimnazialé nr.197; Tdrdtd-Sfetcu Matei, clasa a IV-a, 
Colegiul Romano-Catolic ,,Sf. Iosif“; Gheorghe Liviu Armand, clasa a V-a, 
Scoala ,,Take Ionescu“; Greaca Albert, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala nr. 
97; Parfeni Andrei Alexandru, clasa a V-a, I.C.H.B.; Ionescu Andrei Ionut, 
clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala nr. 79; Crdciun Mihai, clasa a VI-a, C.N. 
Inf.,,T. Vianu“; Picu George, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala nr. 81; Harsan 
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Razvan, clasa a VII-a, C.N. Inf.,,T. Vianu“; Nicolae Ioan Andrei, clasa a VII- 
a, I1.C.H.B.; Constantin Buliga Stefan, clasa a VIII-a, Liceul Teoretic ,,Eugen 
Lovinescu“; Dima Andreea, clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziala ,,Pro Ingenio“. 

Premiul III: Balteanu Vlad Gabriel, clasa a IV-a, Scoala ,,Mircea 
Santimbreanu“; Coneschi Vlad, clasa a IV-a, Scoala ,,Eugen Ionescu“, Slati- 
na; Gdgdutd Andrei, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 81; Osman Maria, 
clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 97; Pripon Mara, clasa a IV-a, Scoala 
Gimnaziala nr. 194; Rog Mihnea, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr.56; 
Rosca Dinu, clasa a IV-a, Liceul Teoretic ,,Nicolae Iorga“; Teodorescu Robert, 
clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 56; Dumitrascu Filip Teodor, clasa a 
IV-a, Scoala Gimnaziala nr. 56; Capris Ruth, clasa a V-a, Scoala ,,Take 
Ionescu“; Nechita Sebastian, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala nr. 97; Ursanu 
Mara Ioana, clasa a V-a, I.C.H.B.; Vadastreanu Robert, clasa a V-a, Scoala 
Gimnaziala ,,Vlaicu Voda“, Slatina; Onose Alina Iulia, clasa a V-a, Scoala 
Gimnaziala nr. 80; Mazilu Simona, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala ,,Sf. An- 
drei“; Savin Eva, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala nr. 97; Sucaliuc Vlad, clasa 
a VI-a, Scoala Gimnaziala nr. 56; Ndstase Maria Alexandra, clasa a VI- 
a, C.N. Inf.,,T. Vianu“; Coman Andrei, clasa a VI-a, C.N. Inf.,,T. Vianu“, 
Dragne Vlad, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala nr. 79; Mohanu Herbert, clasa 
a Vi-a, C.N. Inf.,,T. Vianu“; Gavrila Cosmin, clasa a VII-a, Scoala Gim- 
naziala ,,Nicolae Titulescu“; Manolache Stefan, clasa a VII-a, Scoala nr. 17; 
Scriosteanu Ioana, ‘clasa a VII-a, Scoala Gimnaziala nr. 97; Ocian Mihnea, 
clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziala nr. 79. 


CONCURSUL DE MATEMATICA ,,SIMON PETRU “ 
Editia a XIV-a, Tg. Mures, 11 ianuarie 2014 


prezentare de DOREL I. Duca?), VASILE GinTA2) si CRISTINEL BLAGA?) 


In ziua de 11 ianuarie 2014 a avut loc la Colegiul National ,,Unirea” din 
Tg. Mures editia a XIV-a a Concursului de Matematica ,,Simon Petru”. 

La concurs au participat 217 elevi de la peste 30 de scoli. 

Subiectele au fost alese de o comisie formata din: prof. univ. dr. Dorel 
I. Duca - pregedintele concursului (pentru clasele de liceu) si prof. Hecser 
Eniko, prof. Veszi Gabriella, prof. Nagy Eva, prof. Alin Danciu, prof. 
Radu Botez, prof. Gheorghe Andreica, prof. Vasile Ginta, elev Buna Alex 
Marginean (pentru clasele de gimnaziu). 

Pentru atmosfera deosebit de calda si serioas& necesara unor astfel de 
concursuri remarcam pe colegii nostri de la Colegiul National ,, Unirea“. 


Prezentam mai jos o selectie a subiectelor propuse la concurs. 
1) Profesor universitar, Universitatea ,.Babes-Bolyai“, Cluj-Napoca 


2) Profesor, Inspectoratul Scolar Judetean Mureg 
3) Profesor, Colegiul National ,,Unirea“, Tg. Mureg 
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Clasa a V-a 


1. a) Calculati 2+3.-{4+5.- [(23- 32-5) : (2°. 33.57) —6]}. 
b) Comparati numerele 


54 
x = (2° +87: 1615 +.6- 2710: 817) gi y = (2% : 413-1) 


2. Diferenta a doua numere naturale este egala cu 2014. Sa se afle cele 
doua numere, stiind cd descazutul este o putere a lui 5 iar scazatorul este un 
numar de patru cifre identice. 


3. Se consider’ 6561 numere naturale nenule a cdror suma este 3”. 
Aceste numere se ageaza in jurul unui cerc. Aratati ca, indiferent de modul 
de aranjare a acestor numere, vor exista doua numere alaturate a caror suma 
este mai mare sau egal& cu 3%. 


Clasa a VI-a 


1, Se considera unghiuri adiacente doua cate doua cu suma masurilor 
180°. Aflati ma&surile lor, exprimate prin numere naturale, stiind cad fiecare 
unghi, incepand cu al doilea, are masura dubla fata de masura precedentului. 


2. Se considera douad unghiuri adiacente xAOB si «BOC de masura 
108° respectiv 68°. Semidreptele [OM, [ON si [OP sunt bisectoarele unghi- 
urilor <AOB, xBOC si respectiv MON. Pe semidreapta opusa lui [OP 
consideram un punct P’, iar in interiorul unghiului <AOP’ alegem un punct 
B’ astfel incét m(<B’OP’) = 10°. Sa se arate c& punctele B, O si B’ sunt 
coliniare. 


3. Aratati cd nu exista numere naturale a si b astfel incat: 
1 1 6 1 


a’ 6” (a,b) (a,b)’ 
unde prin (a,b) am notat c.m.m.d.c. al numerelor a si }, iar prin [a,b] am 
notat c.m.m.m.c. al numerelor a si D. 


Clasa a VII-a 


1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile: 


x-l 2-2 
+ 
r L 


1 
b) 1 2ee. oe 2013 7 
2013 — 2012 + 2011 — 2010 +...+5-44+3-2+41 
llz—-1 


1 1 


Tat ie a 


3 2012 - 2013 


2. Fie a si b numere intregi. S& se arate c& dac& 13 divide a* +6? atunci 
13 divide 2a + 36 sau 13 divide 2b + 3a. 
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3. Fie triunghiul AABC si AD o mediana. Prin punctul M € BC 
construim paralela la AD care intersecteaza AC’ si AB in punctele F’, respec- 
tiv E. 

a) Aratati ca AE - AC = AF - AB. 

b) Dac’ FG||BC, G € AB si ADN FG = {Q}, sa se demonstreze ca 
EF = 2AQ. 

4. Se considera patratul ABCD si punctele E € (AB), respectiv F' € 
€ (BC) astfel incét AB = 2AE si BC = 4BF. Sa se demonstreze ca: 

a) DE 1 EF; 

b) ADE = <FDE. 

Clasa a VIII-a 
1. a) Descompuneti in factori expresia ct++27+1,cER. 
b) Verificati dac’ numdrul a = 24017018 + 492013 4 1 este numar prim. 
Alin Florin Danciu 


2. Fie a,b € R, a> 0, b> 0 astfel incat a + b = 2. Demonstrati ca 


s<(o-S)(+-8)< 


3. In tetraedrul VABC, cu triunghiul ABC ascutitunghic, muchiile 
(VA), (VB) si (VC) sunt congruente. Daca M si N sunt picioarele perpendi- 
cularelor din B si C pe (AC), respectiv pe (AB) , demonstratica VA 1 MN. 

4. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ cu AB = a, O centrul fetei AA’B’B si 
M un punct oarecare pe [D’C]. 

a) Aflati distanta de la punctul A la planul (MOB). 


aV/3 aV2 


b) Aratati cA d € | — 
) Aratati ci d € 39 


| , unde d este distanta de la punctul B 


la planul (MOA). 


Clasa a IX-a 
1. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC’. Sa se calculeze 


40. B+ BO.TA+00-B. 


2. Numaéarul natural a are 2n cifre toate egale cu 1, iar numérul natural 

b are n cifre toate egale cu 2. Este numarul a + 2b+ 1 patrat perfect? | 
: Dorel I. Duca 
3. In credinta popularad, numerele 1 (un singur Dumnezeu), 7 (numarul 
zilelor in care Dumnezeu a facut lumea), 12(numarul lunilor unui an) si 13 
(numar cu ghinion) joac& un rol aparte. In fiecare secund& (incepand din mo- 


— re y Y 
mentul nasterii Domnului Iisus Hristos), fractiei — i se mareste numaratorul 
cu 1 si numitorul cu 12. Un astrolog a prezis ca sfargitul lumii va fi in secunda 
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in care fractia obtinuta se va simplifica cu 13 (dispare ghinionul). Cand va 
avea loc sfasitul lumii? 
Dorel I. Duca 


4, a) Sa se arate ci 92° + 4 > 3x7 4+ 82, oricare ar fi z > —1. 
b) Sa se determine numarul real K cu proprietatea ca 


1 4 
a+b+O- J@+b+ec)+ 7>K(a+bto), 


oricare ar fi numerele reale a > —1, b> —1, c> —1. 


Dorel I. Duca 
Clasa a X-a _ 
1, Cate elemente are multimea M = ¢z €C| |z| =1, = +=|= i} ? 
Zz 


2. Sa se rezolve, in multimea numerelor naturale, ecuatia 
log, n = log, n + log. n + logy n, 


unde a, b, c, d sunt numere reale cu proprietatea c& a* > min{b,c,d} > 1. 


Dorel I. Duca 
e . |o7-1 2x—1., 
3, Sa se rezolve ecuatia 5 Sg multimea numerelor 
reale, unde |u| noteaza partea intreaga a numarului real uw. 
Dorel I. Duca 


Clasa a XI-a 
1. Fie A= ® 4 € Mo2(R) astfel incét det A = a+d = 1. Aflati 
elementele multimii M = {A” | n € N}. 
2. Sa se arate cd pentru orice matrice A € Mg, (IR) cu proprietatea ca 
AA? = A+ A?! avem |det (A — 4)| = 1. 
3, 5a se calculeze 
[Wi] + [V2] +---+ | Yr 1 | 
SSF 
N—>0o n 


’) 


unde |a| noteaza partea intreaga a numarului real z. 
Dorel I. Duca 


Clasa a XII-a 
1. Fie f : R\{1; 2} > R\{1; 2} functia definita prin 
f(x) = <=, oricare ar fi x € R\{1;2}, 
1 1 
ig: R\ <0; V2; — ep — R\ < 0; V2; —= ? functia definita prin 
sig R\ 10; V2, b + R\ {05 V3; b Funes p 


1 1 
g(x) = V2 {7 Olicare ar fi \{ V2 “ah 
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gi 
F={fr|neEN} si G={gn.|neEN}, 


unde, pentru fiecare n € N, am notat cu 


fn=fofo---of respectiv gn=gogo---0g. 
ea oe Ce emcee 
n-factori n-factori 
S& se arate cd (F,0) si (G,o) sunt grupuri. Sunt izomorfe grupurile 
(Fo) gi (G,0) ? 
9. Fie P = {f:R-—R| f primitivabila pe R} si k € R. Perechile 
(G, +) si (P \ {0}, -), unde 
G={feP|f(t+k)+f(k-—z) =0, Vz € R}, 
sunt grupuri? Justificati. 
3. Fie f : (—oo, —1) U {0} U (1, +00) > R functia definita prin 
g2—1, daciz>1 
f(z) = ¢ 90, dac& x = 0 
1—a? daci x < —1. 
a) Aradtati ci f este bijectiva si continua pe (—oo, —1) U {0} U (1, +00). 
b) Este f primitivabila pe (—oo, —1) U {0} U (1, +00) ? 
Daca raspunsul este afirmativ, determinati o primitiva a functiei f pe 
(—oo, —1) U {0} U (1, +00). 
c) Este f—+ primitivabila pe R ? Dac& rispunsul este afirmativ, deter- 
minati o primitiva a functiei f—! pe R. 
Dorel I. Duca 
4, Daca p(x) noteaza distanta de la numarul real x la cel mai apropiat 
intreg fata de x, sa se arate ca functia f : R > R definita prin 
x 
f(@)=35 
admite primitive pe R gi sa se determine o primitiva a ei. 


+ p(x), oricare ar fiz ER, 


In urma evaluarii lucrarilor scrise s-au obtinut urmatoarele premii, aproa- 
pe toate fiind pentru gazde. 


Premiul I: Georgiana Anca, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala ,,Romulus 
Guga“, Tg. Mures; Ciprian Florea, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala ,,George 
Cosbuc“, Tereza Oprea, clasa a VI-a, Scoala Gimnaziala ,Mihai Viteazul“, 
Nicolae Racheriu, clasa a VI-a, Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; David 
Purcar, clasa a VII-a, Scoala Gimnaziala ,Omega“; Anda Tenie, clasa a VIII- 
a, Scoala Gimnaziala ,,Tudor Vladimirescu“; Alex Buna Marginean, clasa a 
IX-a, Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; Sabina Georgescu, clasa a X-a, 
Colegiul National ,,Unirea; Diana Avram, clasa a XI-a, Colegiul National ,,Al. 
Papiu Ilarian“; Vlad-Mihai Mihaly, clasa a XII-a, Colegiul National ,,Mircea 
Eliade“, Sighisoara. 
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Premiul II; Stelian Racoti, clasa a V-a, Colegiul National ,,Al. Pa- 
piu Ilarian“; Ana Cdmarasan , clasa a VI-a, Colegiul National ,,Unirea‘“; 
Paul Petan, clasa a VII-a, Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; Denis 
Hilbert, clasa a VIII-a, Colegiul National ,, Unirea“; Maria Oprea, clasa a IX- 
a, Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; Vlad Sabdu, clasa a X-a, Colegiul 
National ,,Al. Papiu Ilarian“; Stefana Serban, clasa a XI-a, Liceul Tehnologic 
»Petru Maior“; Rares Covaci, clasa a XII-a, Colegiul National ,,Al. Papiu 
Tlarian “. 

Premiul II], Raluca Chiuchina Szabo, clasa a V-a, Scoala Gimnaziala 
»Wacia“; Vicentiu Cojocaru, clasa a VI-a, Colegiul National ,,Unirea“; Ma- 
rius Mdcean, clasa a VII-a, Scoala Gimnaziala ,,Dacia“; Dan Mircea, clasa 
a VIII-a, Colegiul National ,Al. Papiu Ilarian“; Andrei Nicusan, clasa a 
IX-a, Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; Catalin Florea, clasa a X-a, 
Colegiul National ,,Al. Papiu Ilarian“; Pdl Tamds, clasa a XI-a, Liceul Te- 
oretic ,,Bolyai Farkas“; Rares Buta, clasa a XII-a, Colegiul National ,,Al. 
Papiu Ilarian“. 


PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 6-7-8/2013 — partea a II-a 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 


E:14509. Aflati numerele naturale de trei cifre, care impartite la 44 dau restul 
16 $i impartite la 36 dau restul 12. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


Solutie. Fie n un astfel de numar. Avem n = 44-a+ 16 sin = 36-6+ 12, de 
unde obtinem 11a + 1 = 9b. Numéarul fiind de trei cifre avem 100 < 44a + 16 < 999, 
de unde a € {2,3, 4,..., 22}. De aici gi din 11a+1 multiplu de 9 gasim a € {4, 13, 22}. 
Numerele cautate sunt 192, 588 si 984. 


E:14510. Fie m sin numere naturale. 
Ardtati cd numdrul m2 + 4n? — mn + 2013 nu este multiplu al lui 5. 
Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 


Solutie. Pentru o rezolvare cat mai scurta vom folosi formula a? + 2ab + b? = 
= (a+b)?. Vom scrie N = m?+4n?—mn+2013 = m?+4mn+4n?+2010—5mn+3 = 
= (m+ 2n)? + 5(402 — mn) + 3. Acum, 5(402 — mn) este multiplu al lui 5. Trebuie 
si, vedem dac& (m + 2n)? + 3 poate fi multiplu al lui 5. Dac& (m + 2n)? + 3 = 5k, 
atunci (m+ 2n)? = 5k — 3. Cum ultima cifra a lui 5k — 3 este 2 sau 7, iar un patrat 
perfect, (m + 2n)?, nu poate avea ultima cifrié 2 sau 7, deducem cd (m + 2n)? —3 
nu poate fi multiplu al lui 5. 
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B:14511. Rristé numere naturale n pentru care numdrul n? + n+ 1 sa fie 


multiplu al lui 2012? Justificati rdspunsul dat. 
Emil Vlad, Zimnicea 


Solutie. Raspunsul este NU. Ca sa fie multiplu al lui 2012, numarul ar trebui 
si fie par. Dar, n? +n+1 = n(n? +1)+1. Numerele n si n? au aceeasi paritate, 
asadar n(n? +1) este un numéar par. Rezult& n(n? + 1) +1 este numar impar. Prin 
urmare n° + n+ 1 este numar impar. 

B:14512. Determinati numerele naturale n pentru care n? —n+2 este numdr 
prim. 

Emilia Velcea, Lupeni 
Solutie. Deoarece n? —n+2 = n(n—1)+2 si n(n —1) este numar par, rezulta 
c& n? —n+2 este numar par. Cum el trebuie sa fie numar prim avem n? —n+2 = 2, 
deci n(n — 1) = 0, de unde n = 0 sau n = 1. 


Clasa a VI-a 


E:14517. Se dau numerele: 
a = 11...14+ 22...24+...4+99..9 si b= 34334 3334+... + 33...3. 


n ori n ort n ort n ort 


nu depinde de n. 
Ion Voicu, Radulesti, lalomita 
Solutie. Avem a = 11...1+2-11..14...4+9-11...1 = 45-11...1 si 


Aratati cd raportul 7 
4 3b+n 


n ori n ori mn ori nm ori 
a Osi eee aor ee = 
n ori mn ori 


= 10+ 100+ 1000+ ...+ 100...0 = 11...10 =11...1-10. 


. nae 
nm ori Tm OFl nm ori 
nm ori 
; . 45-11..1 45 9 
Atunci, fractia devine Pico 10 


n ori 


B:14518. Determinaji numerele aObc, cu cifre distincte, pentru care descom- 
punerea in factori primi este c- bb- db. 
Camelia Viddutu, Bucuresti 


Solufie. Cum singurul numar prim cu doua cifre identice este 11, rezult& b = 1. 
Daca d1 este prim, atunci dl € {31, 41,61, 71,91}. Cum c este numar prim, avem 
c € {2,3,5,7}. Dintre toate variantele verific’ numai c = 3, bb = 11 si db = 61, iar 
numarul cautat este 2013. 


E:14519. Determinati toate dreptunghiurile, cu lungimile laturilor erprimate 
in numere naturale, pentru care aria si perimetrul se exprimd prin acelasi numar. 
Ion Cicu, Bucuresti 
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Solufie. Notand lungimile laturilor cu z si y avem ry = 22 + 2y sau x(y—2) = 
2y 2y—4+4 2y-2) 4 4 
> ae, yo reer sey, Cum z si y 


= 2y, de unde z = 


sunt numere naturale trebuie ca 


sa fie numar natural, adica y—2 | 4. Obtinem 


y € {3, 4,6} si atunci avem un dreptunghi cu lungimea de 6 unitati si lAtimea de 3 
unitati si un patrat cu latura de 4 unitati. 


E:14520. Fie fractia F = aula is 
on+3 
a) Daca fractia este reductibild, atunci n > 11; 
b) Dacé nj, n2,...,N2012 sunt valori ale lui n pentru care fractia este reducti- 
bila, atunci suma nj + n2+...+Nea012 nu se divide cu 29. 
Ion Voicu, Radulesti, lalomita 


Solutie. a) Fie d = (2n+7,5n+ 3). Din d | 2n+7 sid | 5n+3 rezulta 
d | 5(2n + 7) — 2(5n + 3), adicé d | 29. Fractia este reductibila daca d = 29. 
Atunci din 5n + 3 = 29p si 2n + 7 = 29q avem 5n + 3 — 2(2n + 7) = 29p — 58q sau 
n—11 = 29(p—2q). Evident p—2q = k > 0, altfel n ar fi negativ. Agadar n—11 > 0 
implica n > 11. 

b) Din n — 11 = 29k deducem ca fractia este reductibila pentru n = 29k + 11 
gi atunci numerele nj, n2,...,2012 au forma 29k; +11, 29k2+11, .... 29ke012 +11. 
De aici rezulté ny + n2 +... + na012 = 29(ki + ko +... + ka012) + 2012-11. Cum 
2012 - 11 nu se divide cu 29 deducem ca n; + n2 +... + Na912 nu se divide cu 29. 


in care n este numar natural. Ardtati ca: 


Clasele a VII-a si a VIII-a 


E:14527. Pentru orice numdr natural nenul N notém n! = 1-2-3-...-n gi 
0! = 1. 
a) Ardtati cd (n+1)-(n+1)!—n-n! = (n?+n+4+1)-n); 
b) Dacad A = (607 + 60 + 1) - 60! + (597 + 59+1)-59!+...4+(17+141)-1!+ 
+(0? +0 +1) -0!, atunci A se divide cu 20137: 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


Solutie. a) Deoarece (n+ 1)! = (n+ 1)-n! avem (n+1)-(n+1)!—n-nl= 
=(n+1)?-n!—n-nl=n!- [(n+1)? —n] =(n?+n41)-nl. 
b) Cu ajutorul punctului a) suma se scrie 


A = 61-61! — 60-60! + 60-60! —59-59!+...42-2!—1-1!+1-1!—0-0!=61-61I. 


Pe de alta parte 2013? = 3? - 112-612. Cum 61 - 61! contine 3? (avem factorul 
9 in scrierea lui 61!), 11? (avem factorii 11 si 22, de exemplu, in scrierea lui 61!), 61? 
(avem un 61 in scrierea lui 61! si un 61 ca factor), deducem ca 2013? | A. 


E:14528. Fie n un numdr natural. Determinati n, stiind cd n+ 49 sin — 49 
sunt cuburi perfecte. 
Aurel Dobosan, Lugo} 


Solutie. Trebuie si avem n+ 49 = k® si n — 49 = p®, de unde obtinem 
k3 — p3 = 98 sau (k — p)(k? + kp + p*) = 98. 
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Mai putem scrie (k — p) [(k — p)? + 3kp] = 98. Parantezele fiind numere nat- 
urale avem urmatoarele posibilitati: 

1) k—p=1si (k — p)? + 3kp = 98; 

2)k—p=2si (k—p)* + 3kp = 49; 

3) kk -—p=7si (k—p)* + 3kp = 14. 

Sistemele 1) si 3) nu au solutii in multimea numerelor naturale, iar din 2) 
obtinem k = 5, de unde n = 76. 


E:14529. jn triunghiul ABC, AM este mediand, iar MD si ME sunt bi- 
sectoarele unghiurilor AMB, respectiv AMC (D € AB, E € AC). Notém cu N, 
respectiv P proiectiile punctelor D si E pe AM. Ardtati cad DP || EN. 

Laura Constantinescu, Sibiu 


Solutie. DN L AM si EP 1 AM implica A 

DN || EP, (1). Construim DD’ 1 BC si EE’ 1 BC. 
Din (MD bisectoarea <AMB avem [DN] = [DD’] 
gi ae als [EE’|. Dar DE || BC (din 
AD _ AM _A lui Thal 
DB a MC 7 EG gi teorema lui Thales) 
implica [DD’] = [EE’] si atunci [DN] = [EP], (2). 

Din (1) si (2) rezulta ci DPEN este parale- 
logram si prin urmare DP || EN. BD M F Cc 


E:14530. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi dreptunghic cu un unghi 
de 30°, lungimea bisectoarei unghiului drept este jumdtate din lungimea bisectoarei 
unghiului de 30°. 

Marin Simion, Rm. Sarat 

Solufie. Construim inaltimea AF in triunghiul ABC. Avem ee AABE 


AD _ 
t dreptunghice si FAD = 15° 
(sunt dreptunghice si m(<F AD) = m(xABE) = 15°) gi atunci —— BE a , (1). 


Pe de alta parte, din AAFC ~ ABAC avem 


AF ° 
ap Be (2) (m(xABC) = 30°). 


, , AD 1 _ Bee 
Din (1) si (2) rezulta BE 9 88 BE =2.- AD. ies 


2 


B:14531. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, A’ mijlocul lui [BC] $i M un 
punct pe (BC). Paralela prin M la AA’ intersecteazé dreptele AC 3i AB in S 
respectiv T. Ardtati cd suma MS + MT este constantd. 

Emilia Velcea, Lupeni 
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Solutie. ACSM ~ ACAA’ (MS || Ad’) 
inphek es 5a) 

PO AA! Car v? 
ABMT ~ ABA’'A (TM || AA’) implica 


MT BM 
AA BA” (2). 
, _ BC ; i 
Cum CA’ = BA’ = =i adunand relatiile 
B AM C (1) si (2) obtinem MS + MT = 2- AA’, adica 


MS + MT este constanta. 
B:14532. Determinati numerele reale x, y, z, t pentru care expresia 
E = 22? + 5y? + 22z? + 7t? — dry — 6yt — 16tz — 18z + 14 
are cea mai mica valoare. 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 
Solutie. Avem E = 2x? + 2y* — 4zry + 3y? + 3t? — 6yt + 4t? + 162? — 16tz + 
27 «1 3\7 1 
+62? — z+— +5 = 2(r — y)* + 3(y — t)? + 4(t — 2z)? +6 («- 5) +5 Cum 


1 - 
toate parantezele sunt mai mari sau egale cu zero, avem E > 2" In concluzie, cea 


die £3 1 
mai mica valoare a expresiei este 5° 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasele a [X-a gi a X-a 


26783. Fie ABCD un patrulater conver, O punctul de intersectie a diago- 
nalelor, M un punct pe segmentul AB si N un punct pe segmentul CD. Sé se arate 
ca O, M,N sunt coliniare dacé si numai daca 


AM-DN-OB-OC = BM-CN-OA-OD. 
Marian Andronache, Bucuresti 


AM -OB OB | MB. OA OA . 
AB OB AB. OA 


ant . CN-OD = DN-OC OC -- (92 OB proc oe 
OA }° 


Solutie. Ave OM = 


CD 0D* CD 0G CD OB CD 


Punctele O, M, N sunt coliniare daca si numai daca vectorii OM si ON sunt 
coliniari, ceea ce este echivalent cu 


AM -OB | CN:-OD _MB-OA DN -OC |, 
AB © CD °&£«.AB ~— CD 
~AM-DN-OB-OC=BM-CN-OA-OD. 


26784. Fie A, A2...Aon, n> 2, un poligon inscriptibil sir, produsul distan- 
telor de la varful A, la celelalte 2n — 1 varfurt, k = 1, 2n. 
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Sd se arate ca > = \~ ae 


*x* * * 


Solutie. Fixém planul complex astfel incét cercul unitate s4 continad punctele 
Ax de afixe a, = cos27t;, + isin 2nt, cu 0 < t) < te <... < ton < 1. Cum 


2 
Za 25 


P; Py = 2sin a (t — t;) = —-i , unde z, = cost, + isinat,, k =1,2n, avem 
Zz 


J 


(—1)*i2"—? 2  .2 a 
Tk (n=l) | IT@-%), 9 &=1,2n. 
(212g +...+ Zan) 2 j¢k 


De aici 
2n 2(n—1) 
ak 


——— “eee a Ws2. 2 
=1 Tk k=1 I] (zk — 25) 


ik 


= 0, 


conform identitatii lui Euler. Concluzia este acum evidenta. 


26785. Sd se determine numerele reale x, y, z, t pentru care 


eye etait y448arteytg gts. 


Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz avem 
(a? + y? + 27 +17) (ct tyt+ zt 4 tt) > (22 +y9 + 23 423)’. 
Relatiile date impun egalitate, ceea ce implica x = y = z = t. Obtinem 
4x? = 4x3 = 47+, prin urmare avem xz = 0 sau z = 1. 
26786. Considerdm girul (an) ,>9 definit prin 
1 a2 
= — 1 = —_——_ > 0. 
M=5 S Onti=at+sn,n2 


Sd se determine cel mai mic numéar natural k pentru care a, > 1. 
R. M. M., Polonia 
Solutie. Observam ca 


2 


ar an 
Af _ 2013, 2013 ___! 
an an+1 QnOn+1 n (1 mn ) An + 2013’ 
On \* + 9013 


1 11 6 
Q, A Gn <a; + 2013’ 


Fie k € N cu ay > 1 Si ai,...,agp_1 < 1. Atunci 
k—-2 k—-2 


1 1 k-1 
— —_—_———- > OS ik< ‘ 
> a 2013 7 24 142013 = ara’ deci k < 2014 


7=0 


oricare ar fin > 1. 


1>2- 
Qk-1 
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Numarul k = 2014 verifica cerinta, caci 
2014 
9 -— 


> ———— = 1 > > 1. 
Q2014 > 1 + 2013 “aos 

26787. Fie ABC un triunghi scalen gi A,, B,, C, punctele de tangentd ale 
cerculut inscris in triunghi cu laturile BC, CA, respectiv AB. Fie Az punctul de 
intersectie a dreptelor BC si B,C, si A3 mijlocul segmentului A, Az. Definim analog 
punctele Bz 3i C3. Sd se arate cd punctele A3, B3 $i C3 sunt coliniare. 
* OK OK 


Solutie. Deoarece AA,, BB,, CC; sunt concurente si Az, By, C, sunt co- 


er . . 2 1 
liniare, din teoremele Ceva si Menelaos deducem ca (ie. Ao, B, 


AoC AyC 
A,, C' formeaza o diviziune armonica). Mijlocul A3 al yooineatulii A, A> verifica 
relatia A3B-A3C = A3A?, ceea ce arata c& are puteri egale fata de cercul inscris 
si cercul circumscris in triunghiul ABC’. Deducem ca punctele A3, B3, C3 apartin 
axei radicale a celor doua cercuri, prin urmare sunt coliniare. 


26788. Planul este pavat cu patrulatere convere ale cdror interioare sunt 
disjuncte doug cate doud. Sd se arate ca discurile care au ca diametre laturile 
acestor patrulatere acopera planul. 

x KK 


Solutie. Presupunem prin absurd ca exista un punct interior unui patrulater 
ce nu este continut in niciunul dintre cele patru discuri avand ca diametre laturile 
patrulaterului . Atunci cele patru unghiuri sub care laturile se vad din acest punct 
sunt ascutite. Pe de alta parte, suma acestor patru unghiuri este 360°, deoarece 
patrulaterul este convex. Contradictie. 

26789. Pentru o multime A de numere reale definim multimea 


d(A) = {|z—y||z,ye A, x Fy}. 

Sd se arate cad multimea Z nu poate fi partitionata in n submultimi Aj, A2,..., 
...,An, fiecare avand cel putin doud elemente, astfel incdt multimile d(A;), d(A2), 
..., U(A,) sa fie disjuncte doud cate doud. 

R.M.M., China 

Solutie. Presupunem contrariul. Evident, una dinre multimi trebuie sa fie 
infinita; fie A; una dintre acestea. Alegem a € d(A2) si formam multimea 

a+A,={a+2|zeE Aj}. 

Observam ca a+ A, si A; sunt multimi disjuncte, céaci a+ az € A, cuz € A, 
atrage a € d(A,)Md(A2) = @. Asadar a+ A; C AgU Ag U...U Ap. Cum a+ Aj 
este infinita, existé 7 = 2,...,n si z,y € A, incét a+z,a+y € A;. Atunci 
jx — y| € d(A,) Nd(A;) = 9, fals. 

26790. Fie ABC un triunghi si M un punct pe latura BC. Notdm a = 
= xBAM 3i B= <aCAM. Sa se arate ca 

AM < — sme | oe 
sina + sin B sina + sin B 
Hai Tran Bach, Bucuresti 
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Solutie. Aria ABC este suma ariilor ABM si ACM, deci 
AB - AC sin(a + 8B) = AB- AMsina + AC - AM sinB, 
adica 
_ AB- AC sin(a + B) 2 AB sin B + AC sina 


se pana + AC an G ~ sina + sin B 


AB? + AC? 


:; é in B) < sin” in 6? 
+ sin(a + 8) - (sina+sin f) < sin* a + sin B* + AB-AG 


‘sina sin ~. 


AB? + AC? 
Cum ae > 2, membrul drept este cel putin egal cu (sina + sin f)’. 


Inegalitatea sina + sin 8 > sinacos 8 + sin 8 cosa = sin(a + 8) impune concluzia. 


Clasele a XI-a gi a XII-a 


nti 


n+1 
26797. Sd se calculeze lim n / oer +1 
n—- oo 
1 


——_ dit. 
Traian Tadmdian, Carei 


Solutie. Avem 


grti + 1 grtl + 1 _ gril + Py) _ 


g2nt2 — I 72n+1 + 72 + 2 -_ (antl ae n)? + 72 7 ( zy" ~ = 


(*-2) 
@-30 


nti n+U/n n\!/ 
orth +1 (=" ) d 


SSS 0000S FS ee 
gente = Inzrrtl + 2 + m2 (2 7 ny" & 1 


zé [1, **Wn]. 


Atunci 


-— 
_ 


0 


dt 
= / ae a arctgt = arctg(n — 1). 


l-n ion 


Limita ceruta este ~ 


1 
26798. Sd se arate cd | e dr > ¥e. 
0 


Felician Preda, Craiova 
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2 n 


x S Ge ‘ 3 
agit pp eee tinde crescator catre 
n! 


Solutie. Deoarece girul z,(x) = 1+ i 2 


e” pentru orice z > 0, avem 


1 


1 
2 4 2n 
Pe] zr oH w 0 _ 
Je de> [ (145+ 5 +..+ 57) ar 
0 


73 7° ge2nti 
~ («+ leg og iia) 
oricare ar fi n € N*. 
Cum 3* > 2k +1 pentru orice k € N, rezulta ci 


1 
2 ~~ 1 1 
[oac> > ae = (5). 


1 


_ 1 
F > k\(2k + 1)’ 


oricare ar fin € N*. . 
Trecand la limita cand n — ov, rezulta concluzia. 


26799. Sa se arate cd nu existd functii crescadtoare f :R— R, astfel incat 


[sat =1 + jim fu) 
0 


yor 
Marin Tologi si Daniela Taclit, Slatina 


Solutie. Presupunem ca exista o functie crescatoare f : R — R cu 
io =1+ f(x+0). 
0 


Considerém functiile f,, fg: RR, f.(x) = f(x —0) si fa(x) = f(x + 0). 

Fie z,y € Rcuz < y. Cum f(z) < f(t) < fly), Vt € (x,y), rezulta ca 
f(x+0) < f(y—0), deci fa(x) < fa(y), Vz,yeReur<y. 

Deoarece f,(x) < fa(z) < fs(y) < fa(y), Vz,y € R, cuz < y, rezulta ca 
functiile f, si fq sunt crescdtoare, deci au limite laterale finite in orice punct real. 

Fie z < y < z. Atunci f,(r) < f(z) < fa(z) < fs(y) < f(z). Trecand la 
limita cand z > z si y > z obtinem 


lim fa(z) < fo(z) < lim fa(x) < lim faly). 
Rezulta ca 
f.(z) = lim fa(x) = lim fa(z). 
Cum functia z > | f(t)dt este continua si fa(xz) = / f(t)dt — 1, rezulta ca 


fa este continua, deci falz) = lim fa(z) = fa(z). Obtinem f(z) = f(z) = falz), 
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Vz € R, deci f este continua si / f(t)dt = 1+ f(z), Vz € R. Prin derivare 
0 

obtinem f(x) = f’(x), deci (f(x)e~*) = 0, de unde f(x) = ce*, c € R. Atunci 

1+ cet = | cetdt = ce" ~o, deci c = —1. 


0 
Obtinem f(z) = —e”, functie care nu este crescadtoare. 


26800. Fie (G,-) un grup in care nu existad elemente de ordin 2. Sd se arate 
cd dacd (xy)? = (yx)*, pentru orice x,y € G, atunci G este abelian. 
* * x 


Solutie. Fie x,y € G si z = zy(yx)~ comutatorul lui z si y. Vom arata ca 
z* = e, si cum G nu are elemente de ordin 2, obtinem z = e, ceea ce este echivalent 
cu ry = yx. Sa observam ca 


ee fy ae oo x » ae = = _ - 
a*y) = ((zy)y") 7! = (y (ty) = yl ayyzyy! = y 2. 


1 1 1 1 


De aici rezultS c& zy~1 = x—!y-1z?, de unde ry—!27! = 2~!y—!2, echivalent 


cu 2(zy)—! = (yr)—42. Analog y(yr)—! = (zy)~!y. Avem 


2" = xy(yx)~*zy(yr)~* = ay ((yx)~*2) y(yx)~* = zye(zy)~*y(yr)-* = 


= xyz ((zy)~*y) (yx)~*= zyzy(yr)~*(yr)~& (cy)?(yx) = (yx)? (yx)~? = e 


si de aici concluzia. 


1 
26801. Fie f : [0,1] > R, o functie derivabild astfel incdat | f(z)dx=0. Sa 
0 


1 
se arate ca eristd Xp € (0,1) astfel incdat / f(x)dz = ; f’ (ao). 
1 


2 
Calin Popescu, Bucuresti 


1 
Solutie. Fie g : [0,1] > R, g(x) = / f(t)dt + ax? + bz, unde a, b sunt numere 


eer 1 
reale astfel incaét g(0) = (5) = g(1). Cum g(0) = 0, din (5) = g(1) = 
1 


0 obtinem a = —b = 4 / f(t)dt. Din teorema lui Rolle, exista x, € (0 5) si 
2 
1 
r2 € (5. 1) astfel incat g’ (x1) = g’ (x2) = 0. 
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Aplicand teorema lui Rolle functiei g’ obtinem existenta unui xp € (0,1) cu 
g (zo) = 0. Cum g/(x) = —f(xr) + 2axr +b si g”(x) = —f'(x) + 2a, rezultd c& 
1 


f' (ao) = 2a=8 / f (t)dt, ceea ce trebuia demonstrat. 
1 


2 
26802. Fie polinomul f = X” —a, unde n,a € N*. Sa se arate cd daca 
f =X" -aeZ,,[X] are o rddacind in Z,,, oricare ar fim € N*, atunci f are o 
radacina intreaga. 
* Ok Ox 
Solutie. Vom arata ca exista b € N* cu a = b”, ceea ce este echivalent cu 
faptul cd exponentii tuturor numerelor prime din descompunerea lui a sunt multipli 
de n, cazul a = 1 fiind evident. Presupunem contrariul, deci exista p prim, p | a, iar 
exponentul sau a din descompunerea lui a in factori primi distincti nu este multiplu 
de n. _ 
Fiek €e Ncukn <a < (k+1)ngi m= p*t'. Cum polinomul f = X" —G are 
o radacina in Zpati1, exista c € Z astfel incat p°*t! | c® —a. Fie B > 0, exponentul 
lui p din descompunerea lui c. 
Deoarece p® | a si p® | c” — a, rezulta ca p® | c”, deci a < Bn. Obtinem 
Bn > kn, deci B > k, de unde 8 > k+1. Atunci Bn > (k+1)n > a, deci Bn > a+1. 
Atunci p?t! | c™ si cum p®t! | c™ — a, obtinem p®*! | a, ceea ce contrazice alegerea 
lui a. In consecint& exist’ b € N* cu a = 6". Atunci f = X" — b" si f(b) = 0. 


PROBLEME PROPUSE 


PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE’ 


Prezentam mai jos un model pentru proba de matematica a Evaluarii 
Nationale a elevilor din clasa a VITI-a. 


SUBIECTUL I 


1. Rezultatul calculului —2 + 10 : 2 — 3 este egal cu... 
2. Calculand 35% din 160 obtinem ... 
3. Descompunerea in factori a lui z* — 4 este... 


4. Lungimea diagonalei unui patrat este 8 cm. Perimetrul patratului 
este egal cu ...cm 


5. Daca lungimea unui cerc este egala cu 107, atunci diametrul are 
lungimea egala cu ...cm. 


6. In tabelul de mai jos sunt redate temperaturile atmosferice pe un 
interval de o saptamana. 


1) La problemele din aceasta rubric& nu se primesc solutii. (N.R.) 


PROBLEME PROPUSE 


Marti | Miercuri Vineri | Sambata | Duminicad 
AO £O °7O a2o ko EO AO 
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Clasa a IX-a 


13. Fie (@n),>, © progresie geometricaé cu a; = 3 gi ratia g = /2. 
Determinati numarul termenilor rationali ai progresiei, mai mici sau egali cu 
192. 


1 | | 1 3 
14. Aradtati c8B —— + — + —4+...4+ ——_ < -oori fi 
ratatlca TQ tag tag t Yay ae 


numarul natural nenul n. 

15. Aratati cd functia f : R - (0,1), definita prin f(z) = {/2x} este 
periodica. 

16. Determinati valorile reale ale lui a pentru care graficul functiei 
f:R-R, f(x) = 32 +4, taie axa Ox intr-un punct de abscisa strict 
pozitiva. 

17. Determinati valorile reale ale lui a pentru care graficul functiei 
f:R-OR, f(z) = az +4, are 0 axa de simetrie perpendiculara pe axa Ox. 


18. Determinati valorile reale ale lui a stiind cé varful parabolei asociate 
functiei f : RR, f(x) = x? — 2ax +2 se afla pe prima bisectoare a axelor. 


Clasa a X-a 


19. Sa se rezolve ecuatia 2sinz + cos2z = 1. 


4 
21. Sa se rezolve inecuatia cosz — sinz > 1. 
22. Fie f(z) =2?+2+1,2€C. Sa se calculeze 


FA)FE)S (67) +01 FER”); 


nde € = co —"_ + isin 2 
nde & = 7007 | 1007 


23. S& se determine numarul elementelor multimii 
{zeC|2=1}U{zeC|z*=-1}. 


20. Sa se calculeze sin (arcte; + arccos i): 


24. Sa se determine numarul functiilor impare 
f : {-2, -1,0, 1,2} > {-—2, —1,0, 1, 2}. 


Clasa a XI-a 


2a —1 2b 2c 
25. Se considera matricea A = 2c 2a-1 2b , cu a, 8, 
2b 2c 2a-1 
c numere intregi. 
a) Calculati determinantul matricei A pentrua = b=c=1. 
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b) Aratati cd rangul lui A este 3. 
1 
ax + by +czZ= 9% 


c) Rezolvati sistemul ¢ cr + ay + bz = sy 


1 
br +cy+az= 5”: 
26. Se considera functia f : R > R, definita prin 
L 
2) = — 
ft) r*#+1 


a) Scrieti ecuatia asimptotei spre —oo a graficului functiei f. 
b) Aratati cd functia f este monoton descrescatoare. 


e e Tv ad 
c) Calculati jim ( f(x) - =) 
Clasa a XII-a 


— arctgz. 


27. Se considera polinomul f = X* — 12X + a, unde a este un numar 
real si 21, 22,23 € C radacinile lui f. 
a) Determinati valorile reale ale lui a stiind ca f se divide cu X — 2. 


b) Determinati ridacinile 11, x2 gi r3 stiind c& x? + 23 + 23 = —48. 
c) Determinati valorile reale ale lui a stiind ca f are o radacina dubla. 
7 1) 
28. Pentru fiecare numar natural nenul n notam I, = / — ; dz. 
0 
a) Calculati ;. 
gnt+1 

b) Aratati ca 2/, i= ; 

) Aratati ca 2J,41 + In ed 


c) Calculati lim Jp. 
n— oo 
PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMARD 


P:658. Un fermier a vandut intr-o zi 133 kg de mere Golden si Voinesti, 
incasand 569 de lei. Aflati cate kilograme de mere s-au vandut din fiecare 
categorie, stiind ca pretul unui kilogram de mere Golden este 3 lei, iar al 
merelor Voinesti este 5 lei. 

Iultana Dragan, Bucuresti 


P:659. Putem introduce 135 de bile in 16 cutii, astfel incdt in fiecare 
cutie sa avem cel putin o bila gi si nu avem doua cutii cu acelasi numar de 
bile? Justificati raspunsul dat. 

* «Ok 


1) Se primesc solutii pand la 30 iunie 2014 (data postei). (N.R.) 
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P:660. Cand s-a ndscut Vlad, Ioana avea 5 ani. In prezent, daca Vlad 
ar fi cu 3 ani mai tanar si Ioana cu 3 ani mai in varsta, fata ar fi de doua ori 
mai mare decat baiatul. Cati ani are fiecare? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


3 
P:661. Un numéar a reprezinta 7 din numarul b. Stiind ca diferenta 


celor doua numere este 12, aflati numerele. 
* * * 


P:662. Se stie cd 2 stilouri si 3 pixuri costa 16 lei. De asemenea, 5 
stilouri si 4 pixuri de acelasi fel costa 33 de lei. Aflati cat costa 9 stilouri si 
10 pixuri de acelasi fel. 

* * * 


P:663. Aflati rezultatul calcululuin xn: n+nxO—nx1l+n:n, 
unde n este un numar diferit de zero. 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:664. Pe o tabla sunt scrise toate numerele naturale de la 1 pana la 

22, inclusiv. Le putem imparti in doua grupe, astfel incét suma numerelor 

din prima grupa sa fie egala cu suma numerelor din a doua grupa? Justificati 
raspunsul dat. 

* OK 


2 6... 
P:665. — din masa unui grapefruit cantdreste cat = din masa unei 
portocale. Diferenta maselor celor doua fructe este de 54 de grame. Cat 


oe 
cantaresc un grapefruit, o portocala, un mar si o para, stiind ca 5 din masa 


e A vw) A 4 e vw . e e e 
perei cantareste cat — din masa marului, iar diferenta dintre masele celor 


doua este de 36 de grame? 
Iuliana Drdgan, Bucuresti 


P:666. Intr-o urnd sunt 16 bile albe, 15 bile negre si 17 bile verzi. Cate 
bile trebuie s& scoatem din urna, fara a le privi, pentru a fi siguri ea am scos 


3 bile verzi? 
* *K xX 


P:667. Ma aflu intr-un gir de 31 de persoane. Numéarul persoanelor din 
spatele meu este un sfert din numarul persoanelor din fata mea. Ce pozitie 


ocup eu in acest sir de persoane? 
* 
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PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU?) 
Clasa a V-a 


E:14605. Determinati numerele naturale care, dupa eliminarea ultimei 
cifre, se micsoreaza de exact 11 ori. 
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 


E:14606. Se considera un numar natural de doua cifre cd. Spunem ca 
numarul ab, ab # cd, este colaborator al numarului cd daca ab il divide pe 
abcd gi cd il divide pe abcd. 

a) Aratati ca numarul 16 este colaborator al numarului 80. 

b) Determinati multimea colaboratorilor numéarului 80. 


c) Aflati cate numere naturale de doua cifre nu au colaboratori. 
Neculai Stanciu, Buzau, Titu Zvonaru, Comanesti 


E:14607. Varsta bunicului este exprimata printr-un numar de doud 
cifre, cifrele reprezentand varstele celor doi nepoti ai sai. Daca suma celor 
trei varste este 100 de ani, determinati varsta bunicului. 

Aurel Dobosan, Lugoj 


E:14608. Jmpartind numrul natural n la 3, 5 si 7 se obtin resturile 1, 
4, respectiv 5. Determinati restul impartirii numarului n la 105. 
Marian Ciuperceanu, Craiova 


Clasa a VI-a 


E:14609. Determinati numerele naturale abcd cu proprietatea 
abcd = 2-ab-cd. 
Liviu Petre, Targoviste 


E:14610. Se considera numerele A = Gaa si B = Gaaa, unde a este o 
cifra nenula. Aratati c& numarul de divizori ai lui A este cel mult egal cu 
numarul de divizori ai lui B. 

I. Fota, Izbiceni 


E:14611. Se considera ecuatia zy? + 2x23 = 6y2z3, unde z, y si z sunt 
numere naturale nenule. 
a) Verificati daca tripletele (2, 1,1) si (2°, 24, 2”) sunt solutii ale ecuatiei 
date. 
b) Ardtati cd ecuatia data are o infinitate de solutii. 
Traian Taémdian, Carei 


1) Se primesc solutii pand la 30 iunie 2014 (data postei). (N.R.) 
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E:14612. Se consider’ triunghiul EBC, m(xEBC) = 90°. Punctul A 
este situat pe segmentul (EC) astfel incat BE = BA, punctul D este situat 
pe segmentul (AC), astfel incat xDBA = xDBC, iar F € CE astfel incat 
FBLBD. Aratati ca: 

a) AD= EF; b) m(xADB) = 45°. 

Ion Neafa, Slatina, Olt 
Clasa a VII-a 


E:14613. 
_ 4n+ 10 
—  n242 


Determinati numerele naturale n pentru care numarul 
este, de asemenea, numar natural. 
Mircea Mario Stoica, Arad 


E:14614. fp triunghiul ABC considerim punctele M €(AB), N€(AO), 
MB NC 3 1 
tfel incdt —— =k, —~ =~ - = 1). 
astfel inca AB k, 70 73 k, unde k € 51 
Aratati ci paralela prin M la AC, parlela prin N la AB gi linia mijlocie 
paralela cu BC' sunt trei drepte concurente. 
Benedict C. Niculescu, Bucuresti 


E:14615. Se consider3 numerele naturale consecutive a; < az <... < 
< ajo9 cu proprietatea ca oricare trei numere dintre ele pot fi lungimile 
laturilor unui triunghi. 

a) Aratati ci a; > 98; 

b) Daca a; = 99, iar T este multimea triunghiurilor scalene care au 
lungimile laturilor exprimate prin numere din multimea {99, 100,..., 198}, 
aratati ca T contine cel putin o pereche de triunghiuri asemenea necongruente 
si cel putin un triunghi dreptunghic. 

Vasile Scurtu, Bistrita si Mircea Fianu, Bucuresti 


1 2 3 98 99 
E:14616. ‘ders ” fe 
4 - oe numerele A 7002 + 992 ao 932 ea 32 a ry 
1 B = a ae era eee oe a} A at 1 a A B. 
gl 5+ 3tqt T Too ratati ca A < 


Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 
Clasa a VIII-a 


B:14617. Determinati numerele reale z si y stiind ca 


2y 1 2x il 
: 2 2 x 
min ¢ —7? + = — =, —y* + — — =} = |2014” — 2014". 
{ 3 Q’ 3 5} | | 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
9 2 
B:14618. Rezolvati ecuatia 2? + (5) = 32,2 € R\ {2}. 


x-—2 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
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E:14619,. Se considera cubul ABC DA'B'C'D’. Daca M este mijlocul 
muchiei [CC’], determinati madsura diedrului format de planele (AB’M) si 
(A’MC’). 

Cezar Ozunu, Daneti, Dolj 

E:14620. Se considera aes reale pozitive a, b sic. Aratati ca, 

1 1 
dach a +b+c¢ <3, atunci | at Ga ata 3. 
Marius Olteanu, Rm. Valcea 


PROBLEME PENTRU LICEU!) 


Clasa a IX-a 


26873. 5a se determine multimile finite A de numere reale cu propri- 
etatea ci dac& x € A atunci 77 +52 +4€ A. 
Felicia Preda, Craiova 


26874. Fie a, b, c, d numere reale nenule cu proprietatea ca ad — bc € 


2 
1 SS > 9, 


; , 1 
€ [-1, 1]. Sa se arate ca ae) aE c2 + d2 


Traian Tamaian, Carei, Satu Mare 


26875. 5a se demonstreze ca: 
ee 
a3+2bed 63+2acd c3}+2abd = d3 + 2abe 


2a [to+otp+i4s), 
~ 9 \ab ad bc bd cd 
oricare ar fi numerele reale strict pozitive a, b, c, d. 


Marian Cucoanes, Marasesti 
26876. Sa se arate cd numarul (19'9 + 2) (53°3 + 5) este divizibil cu 


Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


Clasa a X-a 
26877, 5a se demonstreze ca in orice triunghi avem 


2abe < RV3 max (a? + be, b* + ca, c? + ab) . 
Marcel Chiritd, Bucuresti 
26878, 5a se afle numerele reale 11, 272,...,2%n > 0, n > 2, cu 
+2%9+...4+2,=1 


Zz z ss x 1 
3i 3 Jzotagt...t2n + 3 Vz1t23+...+2n + sat + 3 Jziteet...ten—1 =n: 3Vn2—n. 


Petru Todor, Sebes, Alba 


)) Se primesc solutii pana la 30 iunie 2014 (data pogtei). (N.R.) 


94 PROBLEME PROPUSE 


26879, 94 se rezolve in R ecuatia: 


ee ne 1 1 Pe a eed 
Qz+Qr  3r44e  6F4+1 2\2 3t EF)” 
Marian Cucoanes, Marasesti 


26880. Fie n > 3 un numar natural. Sa se determine numerele reale 
strict pozitive 21, 22,...,2%n care verifica egalitatile 


logs 71 + 2log, rq = logs (x3 — 5), 
logs 2 + 2 logy T3 = logs (x3 — 5) 
logs Zn—1 + 2logy rn + logs (x? — 5), 
logs Zn + 2 logy 21 = logs (x3 — 5). 
Petru Todor, Sebes, Alba 


Clasa a XI-a 
5 : 2(n+1) }_ 2/1 
96881. 5a se calculeze jim Jn ( v/(n + 1)! nl) 


D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculat Stanciu, Buzau 
26882. Fie matricele A,B € M3(R) astfel incat AB = BA, det B = 0, 
det(A + B) = 3 gi det(A — B) = det (A? + B) = 1. Sa se calculeze 


det (Aer 4 Be) 


Marcel Chirita, Bucuresti 


26883. Consideram sirul de numere reale (r,),,5, definit prin 1 = 2, 
tq >2 si v2, + 2tn41 = 23 (In41 +1), n 21. 
2 2 2 
vi —1)(25-—1)-...- (za, -1 
Sa se calculeze lim ae eee . 
n—0o re 


Florin Stdnescu, Gaesti 


Clasa a XII-a 


1 
5 
5 eins aoe 5 
26884. 04 Se arate ca lim [2 dz > 1° 
a>0 gq 
Traian Tdmiian, Carei, Satu Mare 


26885, Fie n un numéir natural nenul si (G,-) un grup astfel incat 

f :G—>G, f(z) = 2+! este un morfism surjectiv si g : G > G, g(x) = x” 
este o functie injectiva. S& se demonstreze ca grupul G este abelian. 

Marian Cucoanes, Marasesti 
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26886. Fie f : R > R o functie continua si numerele reale a gi b, a < 6, 
b 


b 
astfel incat [ 0 +b+t-—2x)dz > | tex, oricare ar fit € R. 


a 
Sa se arate ca f(a) = f(b). 
Cristian Moantd, Craiova 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 
Au trimis solutii la problemele propuse urmAatorii elevi: 


ABRUD (ALBA) Lic. ,,Horia, Clogca gi Crigan“ cl.VI Albu Alex Stefan (100). 
AIUD (ALBA) 9-9- »Avinte Sever“ cl.VII Munteanu Filip (70). 

ALBA IULIA (ALBA) 9-9. » Vasile Goldig“ fara mentiune de clasd: Socol 
Alexandra (80); Colegiul Tehnic ,, Apulum“ cl.VI Berindeie Alexandru (270), Mun- 
teanu Denisa (50). 

ARAD (ARAD) 9-9. 5 cl.V Brita Catalin (70), Bujor Cristian (100); Lic. ,Adam 
Miiller Guttenbrunn“ cl.V Lile Tudor (90), cl. VI Telegdi Sarah (100), Sendru Iulia 
(100), cl. VII Balaj Henrietta (100), Dagau Andrei (100), Ile Raluca (110), Madoga 
Camelia (100), Suciu Laura (100), cl. VIII Pavel Cristina (90), cl. [X Halmagean Cris- 
tian (90), Merle Markus (90), Opitz Timmea (80), Tibrea Robert (90); C.N. ,, Moise 
Nicoaraé“ cl.V Ambrug Claudia Monica (100+60), Botig Ariana (170), Clopotaru 
Rares (80), Gal Patricia (140), Mustata Ana Maria (130), cl.VI Alexa Eliza (50), 
Bora Iasmina (40), Rumir Alexandru (120), cl. VII Balaj Oana (110). 

BACAU (BACAU) 9-9: »Al.I.Cuza“ cl.V Corobona Vlad (200), Untea Diana 
(130), Vezeteu Delia (70), cl. VIII Neacsu Cristian (100); $.g. ,,Alerandru cel Bun“ 
cl.V Fantu Teodora (140). 

BAIA MARE (MARAMURES) S.g- ,Luctan Blaga“ cl.V Ardelean Paula 
(120); Lic. Teoretic Sanitar cl.X Paul Mihaela Roxana (110), cl.XI Trifoi Otilia 
(110), Trifoi Roxana (110); C.N. ,, Gheorghe Sincai“ cl.V Ciorne Sergiu (120), cl. VII 
Ghisa Remus (50), Szaleczki Patrick (50); C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl.IX Stanca Serban 
(90), fard mentiune de clasd: Cetatean Maria (80). 

BARLAD (VASLUI) $.g. 11 ,,George Tutoveanu“ cl. VII Rotaru Oana (420); $.g. 
»lorga Radu“ cl.V Solca Andreea Raluca (50). 


BANIA (CARAS SEVERIN) Lic. ,,£ftimie Murgu“ cl.VI Albu Iosefina Lorena 
(120), Albu Oana Iulia (130). 

BISTRITA (BISTRITA NASAUD) 9-9. Stefan cel Mare“ cl.VI Borcani 
Robert Raul (50), Corcode Alexandra (50), Donat Bogdan (50), Todoran Patricia 
(60), Vatcd Iulia (50). 

BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,,Mthat Eminescu“ cl.V Maxim Miruna (50), 
cl. VI Ababei Madalina (70). 

BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,£ftimie Murgu“ cl.III Tinea Alexan- 
dra (100), cl.V Anton Iulia 130-7190), Boldea Patricia Maria (120+210), Bololoi 
Valerica (230), Clipa Andreea (140), Gherasim Marius (190), Igna Alina (180), Oniga 
Nicoleta (230), cl. VI Musoiu Bianca (80), Stanec Tineea Maria (120). 

BRASOV (BRASOV) S.g. 2 ,Diaconu Coresi“ cl.III Sadntea Teodora (100), 
cl.V Vaida Radu Andrei (500); $.g. 5 cl.V Chifu Daria Ioana (140), Cucu Tudor 
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(120), Jecza Alexandra (150+150+90), Neagu Rareg (110), Negulescu Ioana Casan- 
dra (200), Popa Bianca (140), cl.VI Boeriu Bianca Maria (210), Vasilescu Ioana 
(40), cl. VII Munteanu Claudia Maria (170); $.g. 11 ,,$t. O. Iosif“ cl.VI Iova 
Olga (50+60), Suciu Bogdan (30); $.g. 13 cl. VII Popoviciu Ioan Vlad (100), Var- 
vara Raluca (120); $.g. 15 cl.V Pavelescu Alessandra Maria (410), cl. VI Abdalsh 
Amir (40), Bratu Oana (80+200), Cristea Vlad (80); Lic. ,, Andrei Muresan“ cl.VI 
Buzea Alina (30); Lic. ,,J. Honterus“ cl.VI Lie Ungurean Irina Andreea (130); 
C.N. ,,Andrei Saguna“ cl.V Gardan Maria Alexandra (100), cl. VI Costache Tudor 
Andrei (70), Platano Cesare (170), Zilberman Maia (80), cl. VII Lupsor Ana (80), 
cl.[X Bumbu Alexandru (110); C.N. ,,Aprily Lajos“ cl. VI Jéresa Kriskta (90); C.N. 
»Dr. Ioan Megota“ cl.V Durbala Razvan (90); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V An- 
done Alexandru (160), Catrina Mirela Magdalena (230+230), Gaitan Mihnea Vic- 
tor (120), cl. VI Florescu Medeea (100), Raicu Maria Georgiana (100), Toth Eduard 
(150), cl. VII Santea Maria (170); C.N. ,,Nicolae Titulescu“ cl.XI Iacob Andrei (90). 
BRAILA (BRAILA) S.g. ,,Constantin Sandu Aldea“ cl.V Stamate Gabriela 
(190); S.g. ,,Jon Creanga“ cl.V Ciuperca Isabel (100), Cozma Alexandru Andrei 
(140); Lic. Pedagogic ,,D.P. Perpessicius“ cl.V Neacgu Georgiana (130), Modoran 
Calin (90), Stamate Mihai (80); C.N. ,,Gheorghe Munteanu Murgoci“ cl.V Ursache 
Maria Aurelia (280), cl. VII Oncioiu Carmen (100), Oztiirk Sahra (80); C.N. ,,Nicolae 
Balcescu“ cl. VI Coloag Sorana (230), Cristache Ionut Gabriel (210+170), Draghici 
David (120), Giurcé Maria (240), Gliaoce Anda (90+200), Iliescu Maria (250), 
Lupascu Irina Elena (160+60), Munteanu Irina Mihaela (40+160), Negrigsan Argaluis 
(140), Paraschiv Teodora (80), Pavel Marinel (150), Petcu Alexia Octavia (80+160), 
Popescu Vlad Cristian (40+160), Potecaé Rares (110), Pricop Ioana Alexandra (180+ 
+160), Radu Gabriel (130), Roadevin Stefan (30+130), Sofrone Mihnea Andrei 
(180), Staicu Andrei (20+120), Turcu Stefan (270), Tovarnac Tudor (240+260), 
Zeles Miruna (50+170), cl. VII Bazan Alexandru (220), Ignat Marius (240), Marin 
Anda Irina (160), Preda Corina (170), Susanu Ioana Sabina (230), cl. VIII Sgarcitu 
Lavinia (90), fard mentiune de claséd: Asan Ana Maria (240+230), Fudulu Denis 
(40). 

BREZOAELE (DAMBOVITA) 9$.9. cl.IV Chitu Otilia Maria (90), cl. VI Ionescu 
Daria Elena (110). 

BUCIUMENI (DAMBOVITA) §$.9. cl.VI Dragoi Mariana Stefania (60), Gher- 
ghinescu Mihaela Andreea (90), Chita Eleni Cristina (90), Homeghiu Emanuel Ale- 
xandru (90), Iovagcu Adrian (80), Oprica Ionut (90), Toma Andreea (90), Vladoiu 
Bianca (90). 

BUCURESTI $.g. 12 ,,Herdstrdéu“ cl.VI Fota Michelle (280), Ungureanu Ilinca 
(110); $.g. 30 ,,Grigore Ghica Voievod“ cl. VI Gherbezan Evelin (80), cl. VII Apusca- 
roaie Sara (80); $.g. 56 cl.VI Craciun Andreea (180), Mihai Andrei Cristian (50+ 
+220), Vintila Maria Theodora (90); $.g. 67 cl.VI Despa Alexandra Adina (80), 
Radoi Raisa (80); $.g. 70 ,,Cezar Bolliac“ cl.VI Trugc& Bianca Ana (120); $.9. 
79 fard mentiune de clasé: Albu Victor (80); $.g. 97 cl.V Badea Bianca Maria 
(190), Sandu Theodor Pavel (280+280), cl.VII Badea Alexandru Ioan (150); $.g9. 
111 ,,G. Bacovia“ cl.IV Ghinescu Andreea Teodora (160+100+80); $.g. 113 cl. VI 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 97 


Berlinschi Stefan (80), Celmare Ana (90), Epure Anda Raluca (110), Geamanu An- 
dreea (130), Irimia Andreea Elena (80+70), Morsali Saran (100), Murgoci Vivia- 
na Gabriela (110+70), Streche Andreea (90+70), Zdrenghea Bianca (201+70); $.g. 
114 ,,Principesa Margareta“ cl.VI Mocica Razvan Cristian (120); $.g. 195 cl. VI 
Gherghe Ioana Delia (100); $.g. 280 cl.V Anghel Daniela Andreea (170), Burlacu 
Tudor (200), Costache Tudor (170), Dascdlu Alexandra Florina (200), Dicu An- 
drei (100), Dulgheru Gabriela (200), Duta Alexandra (100), Giulea Albert (100), 
Giulea Leonard (100), Gramada Darius (170), Ilie Vladimir Stefan (170), Ion Astrid 
Teodora (120), Ionescu Cristina (170), Negru Andrei Lucian (120), Nelepcu An- 
drei Vasile (100), Niculae Ruxandra (160), Nita Teodora (110), Olaru Maria (120), 
Oprea Alexandru Octavian (150), Rucareanu Antonia (120), Sinescu Dana (160), 
Stancu Iulia Maria (80), Stefan Ciprian (170), Tutunicé Ioana Emilia (170), Zamfir 
Ana Maria (100); $.g. ,, Anastasia Popescu“ cl.V Ban Briana (100), Cuzuc Anasta- 
sia (100), Dogaru Tatiana (90), Dumitrescu Andrei (100), Epure Elment Alexandru 
(100), Horia Radu (100), Olteanu Andreea (100), Pana Marius (70), Purcdroiu Sonia 
(100), Sandu Crina Denisa (100), SAnducu Maria (100), Udrescu Ailin (70), Vlaicu 
Ana Francesca (100), Voicu Eva (70); Lic. ,,Marin Preda“ cl.IV Banches Karina 
(190), Caraba Alexandru (100+200), Georgescu Alexandra (100), Kovaci Andreea 
(90+180), Lingureanu Alexandra Gabriela (100), Niculae Nicoleta Florentina (90), 
Palagean Daria (100), Petre Alexandru (100), Preda Maria Cristina (100+190), Stru- 
gar Ioana (100+100), Sindrilaru Andreea (130), Tudorache Stefan Cristian (180); 
Lic. ,,Stefan Odobleja“ cl.V Chiriac Marius Alexandru (140), Mihai Alexandru 
(60), Rosu Alice (50), Titanu Georgiana (100), cl. VI Iftimescu Vlad Gabriela (260), 
cl. VII Vlad Adriana (200); C.N. ,,George Cosbuc“ cl.V Ispravnic Alexandra (70); 
C.N. ,, Gheorghe Lazar“ cl. VII Botocan Cristian Alexandru (20), cl. VIII Mandrigor 
Angel (170); C.N. ,,Nicolae Iorga“ cl. VI Dumitru Toader (140); C.N. ,,Spiru Haret“ 
cl. VI Ardeleanu Ioana Maria (140), Calin Delia (100), Dominteanu Teodor Alexan- 
dru (120), Ghita Andreea (200); C. N. ,, Tudor Vianu“ cl.V Maftei Alexandra (80), 
Mocioi Tudor (120), cl.[X Georgescu Diana (80). 

BUZAU (BUZAU) $.9. 15 ,,G.E. Palade“ cl.VI Dumitrache Laura (30). 
CALAN (HUNEDOARA) Lic. Tehn. ,,O. Densugianu“ cl. VII Jurj Mihai (130). 
CALARASI (CALARASI) $.g. ,,Carol I“ cl.V Pan’ Samuel (70), Stoian Mi- 
haela (310), cl. VI Angeleanu Dan (100), Filip Fabian (140), Simion Stefan (120), 
Pavel Cristian (80). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) $.9. 3 Bogdan Voda“ cl.VI 
Holuta Maria (100); fara mentiune de gcoald: cl.VI Patiru Ioan (50). 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) S.9. 3 ,,Nanu Muscel“ cl.V Ungureanu 
Monica (120+150), cl. VI Lazadroiu Lucas (100). 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,, Alerandru Mocioni“ cl.XI Dolha Dorina Claudia (110). 
CILIENI (OLT) Lic. Tehnologic ,,Jon Popescu“ cl.V Dragu Laurentiu (110), Jianu 
Daniel (60), Mitran Alina (100), Nicolescu Adelin (110), Nicolescu Andreea (120), 
Papa Cosmin (130), Scrieciu Adrian (130), Zaharia Ana Maria (100). 
COMANESTI (BACAU) $.9._ ,,Ciprian Porumbescu“ fdrdé mentiune de clasd: 
Colpag Andreea Monica (120); $.9. ,,L. Rebreanu“ cl.VI Copacel Mara Ilinca (60). 
CONSTANTA (CONSTANTA) §.g. 29 , Mihai Viteazul“cl.IV Dorneanu Cezar 
(440+260); $.g. 30 ,, Gheorghe Titeica“ cl.V Chirit& Andrei (90); $.9. 37 cl.V Boghea 
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Ioana (200); Cambridge School cl.II Tronaru David Stefan (120); Lic. ,, Ovidius“ cl.V 
Beghim Gen Ghiz (280); Lic. ,, Traian“ cl. VI Nemes Elis (90), Spaldtelu Silvia Oana 
(100); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.IX Stanciu Sabina (50); C.N. ,, Mircea cel Batran“ 
cl.V Carp Alexandru (100), Stelea Karina Sanziana (140), cl. VI Ibadula Ella Ne- 
lim (110+70), cl. VII Dumitru Andreea Bianca (110+150), Enache Maria Georgiana 
(50), Epure Mihai Marian (60), Jiga Maria Loredana (60), Orac Alexandru (140), 
Pusgcagu Radu Andrei (130), Sandu Ramazan Sezer (100), Sav Cristian Theodor 
(110), cl. VIII Bogdan Samira (60), Luntraru Duana (110+60), Memet Ferda (90), 
Trandafir Alexandra (60), cl.X Iliaa Diana Ariana (60), Plaesu Nicoleta Alexandra 
(50). 

COPALNIC MANASTUR (MARAMURES) 9.9. cl.VI Bodea Andreea (100), 
Filip Catalin (130), Hordo Andreea (110), Moldovan Bogdana (120). 

CORABIA (OLT) $.9. ,,Mihai Eminescu“ cl.VIII Bourcaé Leontin (70), Butaru 
Alina (100), Caldararu Cristi (100), Caldararu Nicola (100), Culcea Viorel (100), 
David Alexandru (100), Garbaci Ionut (100), Gheorghita Ana Maria (100), Ionele 
Emil Gabriel (100), Manea Cristian (100), Neagu Gabriel (100), Petricé Gabriel 
(100), Tenica Marius (100), fard mentiune de clasd: Initaé Cornelia (170). 
COSBUC (BISTRITA NASAUD) 8.9. ,,George Cosbuc“ fardé mentiune de 
clasa: Cucuri Aurelian Alin (100). 

CRAIOVA (DOLJ) $.9. 2 ,, Traian“ cl. VI Banu Teodora (40), Viadu Denis Marius 
(260); S.g. 21 ,,Gheorghe Titeica“ cl.V Dervesteanu Anastasia Ruxandra (140); $.g. 
24 ,, Sf. Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian (140), Moisaé Radu (110); C.N. ,, Carol 
I“ cl.XI Bogdan Adrian Gabriel (150); C.N. ,,Fratit Buzesti“ cl.X Buse Dragomir 
(100), Ciulica Cristian (140), Parvoaica Daniel (100), Sl4taru Bruno Gabriel (100); 
C.N. Pedagogic ,,Stefan Velovlan“ cl.VII Andronache Daria (130), Cazan Andreea 
(80), Dediu Alexandra (140), Glavcev Gabriela (150), Mageri Maria (80), Muscalagiu 
Bianca (120), Petrescu Andreea (170), Rasca Adrian (410), Taru Alexandra (150). 
CURTICI (ARAD) Lic. Tehnologic ,,Jon Creangé“ fara mentiune de clasa: 
Martoiu Madalina (130). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Pricopie Urban Anda (300+450), 
cl.VI Braun Marian (150+80), Popovici Andreea (80), Stanescu Alexia Carla 
(130+60). 

DRAGANESTI OLT (OLT) Lic. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.IV Ion Dumitru Mi- 
haela (30). 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 11 cl.V Danoiu Vio- 
leta (120), Dragotoniu Corina (120), Luca Andra (160), Remescu Rebeca (120), 
cl. VI Ambrus Georgiana (100), Costescu Daria (110), Vologciuc Andreea (100); 9.g. 
Alice Voinescu“ cl.V Surcel Madalina (400), cl.VI Parvuceanu Alexandru (60); 
S.g. ,,Petre Sergescu“ cl.VI Curea M&adalina (100), Petolea Iustina Andreea (40), 
cl. VII Funeriu Doru (90), faérd mentiune de claséd: Pau Denisa (80); C.N. Peda- 
gogic ,,Stefan Obreja“ cl.V Baritz Annelise Isabelle (80), Badet Bianca Fabiana 
(80+90+80), Barbulescu Andreea Elena (90), Bosoi Daniela (80+120), Calugaru 
Jlona Andreea (70), Cité Bianca (80), Cristea Rania (80), Coanda Melisa Georgiana 
(120), Dichis George Daniel (80+80), Dirpeg Darius (80), Dragotoniu Madalina (80), 
Dragan Turturea (110), Filip Vladimir (90+80), Gadea Roxana (80), Ghijan Alex 
(80), Lance Cristina (90), Lazdroiu Larisa Georgiana (80), Mihart Cosmin (110), 
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Popa Laura (80+80), Stuparu Bogdana (70), Stefaénescu Raul (80), Tudor Iulian 
(90), Tufig Andrei Mihai (80); C.N. ,, Traian“ cl.V Vasile Marian Daniel (100), cl. VI 
Alupoaie Radu (80), Budasca Alexandra (80), Chirita Medeea (80), Cojocaru Deme- 
tra (80), Fleancu Robert (80), Ispasoiu Vlad (80), Lascu Albert (80), Lasculescu 
Alexandru (80), Lasculescu Andreea (80), Neagoe Razvan (160), Nedela Victor (80), 
Niculescu Roberto (80), Nitoiu Maria (80), Pocovnicu Ana-Maria (240), Radulescu 
Roxana (80), Rosoga Alexandra (80),Sarbulescu Alexandra (80), Taban Julia (80), 
Teclici Mario (80), cl. IX Chivara Diana (100), Dragomir Iulia (100), Ghitan Mi- 
haela (90), Guina Iulia (100), Lungu Vlad (170), Moraru Anastasia (100), Muchitsch 
Danube (220), Papa Mihai (100), Roman Loredana (100), cl.X Grigore Mara (100); 
C.N. ,,Gheorghe Titeica“ cl. VII Bolocan Monica Alexandra (180), Bobei Lima (130), 
Ofiteru Cristian Felix (60+120), fard mentiune de clasd: Chicet Tudor (50). 
FAGET (TIMIS) Lic.,, Traian Vuia“ cl.X Balu Alexandra Aida M&dalina (50+60). 
FETESTI (IALOMITA) S.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ cl.V Anghel Elena (190), Borgaru 
Alexia Maria (130), Branescu Ada Brianna (160), Clinciu Marian Geani (50), Coipan 
Razvan Madalina (80), Dobrescu Gabriel (190), Dobrescu Stelian (130), Lepadatu 
Gabriel (100), Stanatca Bogdan (80), Paraschiv Daria (110), Porumb Stefan Valentin 
(110), Radu Maria Alexandra (70), Sava Stefan (160), Stan Constantin Cristian (50), 
cl. VI Radu Raul (80), Toma Corina Diana (80), cl. VII Dumitrache Adrian (130), 
Gheorghe Luminita Gabriela (70), Gheorghe Maria Teodora (70), Ovreiu Auras 
Danut, (340), Toma Carmen Florentina (90), Varga Denisa Stefania (80). 
FRECATEI (TULCEA) §.g. cl. VII Halciuc Alexandru (50), cl.XII Calenic Ioana 
(60). 

GALATI (GALATI) C.N. ,, Vasile Alecsandri“ cl. VII Bumbaru Catalina (50). 
GURA HUMORULUI (SUCEAVA)5§.g 1 cl. VI Moise Luca (230); $.g. ,, Teodor 
Balan“ cl. VI Mirog Razvan (80+40). 

HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Moraru Eduard (60), Mustata 
Robert (50). 

IASI (1ASI) 9.9. ,, Al. Viahuta“ cl. VI Blejuta Eduard Florin (110), Hriscu Alexan- 
dru Gabriel (110); $.g. ,,B. P. Hasdeu“cl.V Cioata Ioana Larisa (250+200), Dollascu 
Alexandru Gabriel (180), Duceac Cristina Ioana (440), John Pitson Harrison (70); 
S.g. ,G. Calinescu“ cl.VI Balan Alexandru (110), Lica Tudor (110), Popa Razvan 
(110); S.g. ,,Ghe. I. Brdtianu“ cl. VII Rotaru Cristina (190); Lic. ,,Dimitrie Can- 
temir“cl.VI Mocanu Bianca Stefania (160); C.N. ,,Emil Racovitd“ cl. VI Radu Iulia 
(80), cl. VII Moldovanu Razvan (80); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.V Pintilie Claudiu An- 
drei (100), Prodan Petru (100), Tanase Karina (50); C.N. ,,Costache Negruzzi“ cl.V 
Bosianu Mara Bianca (50), cl. VII Genciu Alexis (100), Manolache George (230), 
Olaru Raluca (120), Satedu Ivona Elena (80), Turculet Dorina (190), Tuchilug Vlad 
(190); Colegiul National cl.V Zamfirescu Sava (80), cl. VI Aflori Irina (100+160), 
Chiorescu Alexandru (250), Matei Stefania (90+100); fdrd mentiune de scoald si 
clasd: Petraru Dumitru Andrei (540). 

JIBOU (SALAJ) Lic. ,,Jon Agarbiceanu“ cl.XI Veres Ionut (100). 

LESILE (DOLJ) §$.9. cl.V Dorobantu Mihai (80), Hancu Alel (140), Rusan Iulian 
(70), Tiglar Andreea Iuliana (70). 

LUDUS (CLUJ) $.9. ,,J. Viddutiu“ cl. VI Astalug Adrian (120). 
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LUGOJ (TIMISOARA) S.g. 4 cl.VII Ciama Robert (110); C.N. ,,Coriolan 
Brediceanu“ cl.V1 Subtire Anda (100). 

MARGHITA (BIHOR) C.N. ,,O. Goga“ cl.V Nedescu Carla Alexandra (100). 
MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl.VII Barbu Bianca Elena (70), Danila 
Teodora (110), Despan Mihaela Rodica (100), Filip Andreea (100), Mosor Teodora 
(110), Posea Cristina (70), Stancu Viziri Irina (70), Toc& Vlad (110), cl. VIII Burlacu 
Diana Valentina (110), Ciurca Eliza Georgiana (160), Oprica Dan (110). 
MOINESTI (BACAU) $19. , George Enescu“ cl.V Arig Ana (80), Cucu Teodora 
(80), Enea Darius Andrei (80), Nistorcana Alice (80). 

MOROIENI (DAMBOVITA) 9.g. ,Jon Ciordnescu“ cl.ITV Rasnoveanu Ecate- 
rina (210). 

NIMIGEA (BISTRITA NASAUD) S.g. Mititei cl.V Haban Silviu (50), Punga- 
rata Ionela (50). 

NUSFALAU (SALAJ ) S.g. Petri Mor“ cl.X Imre David (90). 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. , Duiliu Zamfirescu“ cl.V Manole Florin (60), 
Valcu Aniela Mihaela (90), cl. VI Boboc Andrei (250), Dita Georgiana (60), Dobritoiu 
Mihaela (150+140), Nan Ionela (120), Preda Florin (70), Savanopol Andreea (250), 
cl. VIII Barbu Victor (100), Ionescu George Valentin (100), Mogaldea Ionut Manuela 
(100), Vranceanu Iulia (100). 

ORADEA (BIHOR) $19. | Nicolae Bdlcescu“ cl.V Bagdi Aron Patrik (650), 
cl. VIII Ungur Anda (170). 

OTELU ROSU (CARAS SEVERIN) Lic. Badndtean cl.IX Epuras Georgian 
(100). 

PASCANI (IASI) §.g. ,Jordache Cantacuzino“ cl.VI Baroi Sara Iuliana (100), 
Plescan Ioana (100). 

PITESTI (ARGES) C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.V Pandelic& Lucian (170), Petrescu 
Maria Adelina (170), cl. VII Bacanees Maria Catalina (50). 

PLOIESTI (PRAHOVA) S.g. ,Spiru Haret“ cl.IX Poli Maria Adela (70); $.g. 
»of- Vasile“ cl.V Ionescu Andrei Alexandru (140), Munteanu Teodora (30), Su- 
flea Andrei (190); C.N. ,,Al.J. Cuza“ cl.X Mateescu Razvan (90); C.N. ,,Jon Luca 
Caragiale“ cl.V Cerasan Raluca (80), Chivalan Andra (80), Dita Mara (60), Ene 
Christiana (70), Frunzd Vladimir (100), Godeanu Anastasia (80), Gologan Alexan- 
dru (80), Gratian Raducana (80), Jianu Maria Bianca (90), Merlaé Antoniu Stefan 
(110), Murogu Alexandra (100), Nistor Elena (240), Oprisescu Andrei Stefan (80), 
Paduraru Anaida (90), Petculescu Mihnea Alexandru (250), Radulescu Ana Maria 
(80), Rengher Victor (90), Sanda Andreea (140), Sdvulescu Radu (90), Secreteanu 
Andreea (80), Stan Radu (80), State Alexandru (90), Tache Cristiana (40+100), Tiu 
Delia (80), Voicu Sabina Mariana (70), cl. VI Badea Adrian (90), Bratu Andra (90), 
Costan Mihnea (70), Cozea Vera (90), Dinescu Adelina (30), Forasnsbergher Tanya 
(260+100), Garbea Viorel (80), Pandelescu Roberta (70), Paunoiu Darius (80), Popa 
Stefan (50+30), Revnie Petru (80), Stoian Natalia Iuliana (80), Tudor Dan Mihail 
(210), Zinc’ Ruxandra (80), cl. VII Gheorghe Antonia Adriana (100), Minea Bianca 
(80), Neagu Ioana (100), fard mentiune de clasd: Nicolae Razvan (90), Nitu Ana 
(80), Oancea Constantin Florin (20), Simion Petrus (80); C.N. ,,Mihai Viteazul“ 
cl. VI Dragomir Vlad Adrian (100); férd mentiune de scoala si clasd: Heru Alexan- 
dru (70). 
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POTCOAVA (OLT) Lic. ,,Stefan Diaconescu“ cl.VI Ivana Alin Mihail (90). 
RAMNICU SARAT (BUZAU) §.9. 2 cl. VIII Toea Valentin (80); $.9. 6 cl.V Al 

iman Catalin (50), Cogenea Ionut (50), Rusu Iulia (80); $.9. ,, Vasile Cristoforeanu“ 

cl.V Crintea Bianca Maria (90), Cristodor Andra Ioana (90+80), Ghiliftoiu Maria 
Oana (80), Solomon Andra Elena (50+100), Serban Tudor (80), cl. VI Coman Matei 
(50), Sarbu Ionut (60), cl. VIII Draghia Andrei (60); C.N. ,,Alerandru Vlahufa“ cl.VI 
Lazarescu Vlad (100), Tatan Miruna Maria (270). 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) §.9. ,, Take Ionescu“ cl.V Hodoroagi Andrei 
280). 

eceA (MARAMURES)) S.9. cl. VII Bonat Amalia (100). 

REGHIN (MURES) §.9. ,, Augustin Maior“ cl.V Astelian Alexia (60), cl.VI 
Iuonas Iulia (170). 

RESITA (CARAS SEVERIN) §.9. 2 cl.IV Boc Alissia Driada (330), Florea 
Ioana (320), Milcu Irina Teodora (200), Neveanu Alexandra (120), Rusu Adelin 
(310), cl.V Milencovici Radoliu Vlad (100), cl. VI Milencovici Radoliub Vlad (190), 
cl. VIII Milencovici Merima Nicole (100), fard mentiune de clasd: Tuca Williger 
Andra Beatrice (130). 

ROMAN (NEAMT) $.9. ,,Al. I. Cuza“ cl.IV Stafie Costina (90); C.N. ,,Roman 
Voda“ cl. VI Ignat Miruna (230). 

SALVA (BISTRITA NASAUD) §.9._,,Tiberiu Morariu“ cl.IV Iacob Floarea 
(70), Linul Cristian (110), Oprea Ramona (110). 

SATU MARE (SATU MARE) 9.9. ,,C-tin Braéncoveanu“ cl.V Chig Adrian (60). 
SEINI (MARAMURES) §$.g. 1 cl. VII Pop Ricardo (80), Szilagyi Edward (80). 
SIBIU (SIBIU) §.g. 4 cl.VI Mihailescu Luana (430); Lic. ,,Onisifor Ghibu“ cl.VII 
Popa Emil Constantin (80+110); C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl. VII Fleseriu Ruxandra 
(130); C.N. ,,Samuel von Brukenthal“ cl. VIII Stancu Hanna (260). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) §.g ,,Dr. Ioan Mihaly de Apsa“ 
cl.V Biro Daniel (50), cl. VI Ulici Denisa (80). 

SLATINA (OLT) §.9. ,, Eugen Ionescu“ cl.V Barbu Simina (140), Gdneganu Jonela 
(190), cl. VI Florita Violeta (130). 

SMARDAN BRADEANU (BUZAU) §$.g. cl. V Neagu Alina (280), cl.VI 
Andrei Florentina (160+50), Florea Madalina (160+80), Serban Larisa (160+50), 
cl. VIII Furtuna Elena Madalina (120), Ilie Adina (120), Neagu Andra (120), Stanciu 
Catrinel (100). 

STANISESTI (BACAU) §.g. Balotesti cl.IV Andriescu Andrei (310+340). 
SANT (BISTRITA NASAUD) $.9. ,Enea Grapini“ cl.V Filipoiu Eleonora 
(70), Olar Savir (70), Szabo Angelica Emanuela (50). 

TARGOVISTE (DAMBOVITA) §.9. ,,I. Al. Brdtescu Voinesti“ cl.IV Plaiasu 

Alexia (100); Lic. de Arta ,, Baélasa Doamna“ cl. VI Duta& Elena Amalia (110); C.N. 
,dendchitd Vacdrescu“ cl.V Cieac&a Alexandra Andreea (90), cl.VI Ilie Denisa (120), 

VAlciu Taisia (130). 

TARGU MURES (MURES) $.9._,,Dacia“ cl.VI Brustur Otilia (200); $.g. 
,Liviu Rebreanu“ cl. VII Holom Carla (120); C.N. ,,Alerandru Papiu Ilarian“cl.V 

Harja Daniel (50); C.N. ,, Unirea“ cl. VIII Hilbert Dennis (120). 
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TEIUS (ALBA) Lic. cl. VII Bara Raluca (80), Cicioc Laura Emilia (80), Lodroman 
Cristian Alin (80), Osz Strakator Stefania (809, Sima Maria (80), Sularia Andreea 
(809, Ursa Maria Larisa (80), cl. VIII Corfut& Paul (90). 

TIMISOARA (TIMIS) S.g. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (180), Jula Rares 
(170), Mosteanu Alexa (100), Pert Radu Craciun (130), Rusu Denisa (110). 
TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl.VI Pisicé Andrei 
(270). 

URZICENI (IALOMITA) 9.9. 1 ,, Alexandru Odobescu“ cl. VI Dumitru Gabriela 
Roxana (80+80), cl. VII Sarbu Elena Aurelia (140); $.9. 2 ,,J. H. Radulescu“ cl.VI 
Ispir Oana Raluca (90+80), cl. VII Radu Mihaela Andreea (90+110), cl. VIII Barbu 
Andrei Cristian (200), Trifu Cristiana (90), fard mentiune de clasd: Stoica Laura 
Andreea (150). 

VASLUI (VASLUI) S.g. ,,Dimitrie Cantemir “ cl. VII Stroiescu Paula Maria (90); 
Lic. , Mihail Kogdlniceanu“ cl.IX Palanici Bogdan (90). 

VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 1 Erimia Clara (130). 

VISEU DE SUS (MARAMURES) 9.9. 7 cl. VIII Csolpan Iulia (110). 
ZIMNICEA (TELEORMAN) 9.9. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (140+250), 
Tancu Mihaela Isabelle (120+210). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasd de urmatorii profesori: 


ABRUD (ALBA) Lic. ,,Horia, Clogca si Crigan“ Stan Marcel Ioan. 

AIUD (ALBA) $.9. ,,Azinte Sever“ Balc Gianny. 

ALBA IULIA (ALBA) 9.9. ,,Vasile Goldig“ Urusu Gabriela; Colegiul Tehnic 
,»Apulum“ Tibea Maria, Urcan Mihaela. 

ARAD (ARAD) $.9. 5 Iov Gheorghe, Moraru Daciana; Lic. ,,Adam Miller 
Guttenbrunn “ Francz Adalbert, Stoica Mircea Mario; C.N. ,, Moise Nicoard“ Negrila 
Liliana, Potoceanu Octavia, Toader Maria. 

BACAU (BACAU) S.g. ,Al. I. Cuza“ Blajut Eugeniu; $.g. ,, Alezandru cel Bun“ 
Tancu Eugenia. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ Keller Otto; Lic. Teo- 
retic Sanitar Pop Radu; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Musuroia Nicolae; C.N. ,, Vasile 
Lucaciu“ Sabau Stefan, Sfara Gheorghe. 

BARLAD (VASLUI) 9§.g. 11 ,,George Tutoveanu“ Rotaru Marcel. 

BANIA (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Rancu Pavel. 
BISTRITA (BISTRITA NASAUD) 5$.9. ,,Stefan cel Mare“ Baciu Monica. 
BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,,Mihai Eminescu“ Oniciuc Gheorghe , Trigca 
Teodor. 

BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Cherescu Claudia, 
Rancu Pavel. 

BRASOV (BRASOV) $.9. 2 ,,.Diaconu Coressi“ Santea Mihaela; 9.9. 5 Minea 
Delia; $.g. 11 ,,Sf. O Iosif “ Ghise Lucica; $.g. 13 Dima Paraschiva; $.g. 15 Cocalea 
Rodica, Dragan Cristina, Minea Delia; C.N. ,, Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciu- 
pala Gabriel;C.N. ,,Dr. Ioan Megoté“ Francu Dorin, Predescu Elena; C.N. ,,Grigore 
Moisil“ lie Mara, Olteanu Mariana; C.N. ,,Nicolae Titulescu“ Masca Ioana. 
BRAILA (BRAILA) S.g. ,,Constantin Sandu Aldea“ Pasci Rudi; $.g. ,,Jon Cre- 
angé“ Paun Viorica; Lic. Pedagogic ,,.D. P. Perpessicius“ Serban George Florin; 
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C.N. ,.Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel, Danielescu Iulian; C.N. 
, Gheorghe Munteanu Murgoci“ Boicescu Nazali, Giurcé Mihaela Florina. 
BREZOAELE (DAMBOVITA) S.9. Chitu Iuliana, Iosif Gabriela. 
BUCIUMENI (DAMBOVITA) §.9. Ivagcu Elena. 

BUCURESTI S.g. 12 ,,Herdstrau“ Fainis Dorela; $.g. 30,,Grigore Ghica Voevod“ 
Badea Ovidiu; $.g. 56 Buzea Gabriela, Radu Dana; $.g. 67 Ipalici Aurelia; $.g. 70 
, Cezar Bolliac“ Oprisescu Liviu; $.g. 79 Neacsu Carmen; $.g. 97 Olteanu Cristian; 
S.g. 111 ,,G. Bacovia“ Iancu Maria; $.g. 113 Petrescu Elefterie Verdes Ioana; S.g. 
114 ,,Principesa Margareta“ Creosteanu Mariana; $.g. 195 Militaru Doina; S.g. 
280 Raducan Gabriel; $.g. ,,Anastasia Popescu“ Corpaci Daniela; Lic. ,, Marin 
Preda“ Baciu Florina, Necula Mihaela; Lic. ,, Nicolae Iorga“ Chiose Manuela; Lic. 
»tefan Odobleja“ Alexandrescu Ana, Dumitru Camelia; C.N. ,,George Cosbuc“ 
Preda Claudia; C.N. ,, Spiru Haret“ Militaru Cristina Maria; C.N. ,, Tudor Vianu“ 
Chites Costel, Zamfir Rica. 

BUZAU (BUZAU) §.g. 15 ,,G.E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CALAN (HUNEDOARA) Lic. Tehnologic ,, Ovid Densugianu“ Dinigoni Manuela 
Daniela. 

CALARASI (CALARASI) §.9. ,,Carol I“ Furtuna Sorin. 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) §.9. 3 ,, Bogdan Voda“ Magu- 
rean Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.g. 3 ,,Nanu Muscel“ Fleancu Mariana. 
CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ Neghina Ion. 

-CILIENI (OLT) Lic. Tehnologic ,,Ion Popescu“ Gasculescu Mihaela. 
COMANESTI (BACAU) 8$.g._,,Ciprian Porumbescu“ Popescu Gabriela; $.g. 
Liviu Rebreanu“ Gloambes Toma. 

CONSTANTA (CONSTANTA) $.9. 29 ,, Mihai Viteazul“ Toma Mihaela; S.g. 
30 ,, Gheorghe Titeica“ Sarbu Diana; Cambridge School Ivascu Elena; Lic. ,, Ovidius “ 
Arventiev Dorin; Lic. ,, Traian“ Dermengiu Alina; C.N. ,, Mihai Eminescu“ Brezeanu 
Mihai; C.N. ,,Mircea cel Batran“ Constantinescu Gabriela, Contanu Mihai, Frecus 
Viorica, Gache Florian. 

COPALNIC MANASTUR (MARAMURES) §.9. Bobb Ovidiu. 
CORABIA (OLT) $.9. ,,Mihai Eminescu“ Bivol Nicolae. 

COSBUC (BISTRITA NASAUD) 8.9. ,,George Cosbuc“ Tebies Ioan. 
CRAIOVA (DOLJ) $.9. 2 ,,Traian“ Pometescu Valerica; $.g. 21 ,,Gheorghe 
Liteica“ Mitaru lon; $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ Patragcu Mariana; C.N. ,,Carol I“ 
Basarab Constantin; C.N. ,,Fratii Buzesti“ Popa Marin, Tutescu Lucian; C.N. Ped. 
»otefan Velovlan“ Stanciu Ileana. 

CURTICI (ARAD) Lic. Tehnologic ,,Jon Creangé“ Don Nelu. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Dorin. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) §.g. 11 Sadceanu Victor; $.9. 
,Alice Voinescu“ Coada Carmen; $.g. ,,Petre Sergescu“ MAalineanu Gabriela; C.N. 
, Zraian“ Cainiceanu George, Giugiuc Leonard, Praja Manuela; C.N. ,,Gheorghe 
Titeica“ Stretcu Daniel; C.N. Pedagogic ,,Stefan Obreja“ Bondoc Gabriela. 
FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ Neag Ioan. 

FETESTI (IALOMITA) $.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ Costache Constantin, Halmagiu 
Nicolae, Nicolescu Ion. 
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FRECATEI (TULCEA) S.g. Morozencu Ionel. 


GALATI (GALATI) cw. , Vasile Alecsandri“ Totolici Mihai Dragos. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) §9. 1 Munteanu Eugen; §.9. Teodor 
Balan“ Munteanu Liliana. 

HARLAU (IASI) cw. Stefan cel Mare“ Neicu Aurel. 

IASI (IASI) S.g. ,Al. Vlahuta“ Bejan Tinuta; $.g. ,,B. P. Hasdeu“ Boboc 
Romela, Nechifor Ionel; $.9. ,,G. Cdlinescu“ Bejan Tinuta; $.g. ,,Gh. I. Bratianu“ 
Simirad Cristina Mihaela; C.N. ,,Costache Negruzzi“, Ionisei Silviana, Sava Radu; 
C.N. ,, Emil Racovita“ Pitu Leon; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Chirila Constantin; Colegiul 
National Benta Valerica, Popa Gabriel. 

JIBOU (SALAJ) Lic. »lon Agarbiceanu“ Sampacean Liviu. 

LESILE (DOLJ) § 9. Stanciu Emil. 

LUGOJ (TIMISOARA) S.g. 4 Cadariu Liviu Ioan, Gheorghita Sebastian; C.N. 
, Coriolan Brediceanu“ Maris Adriana. 

MARGHITA (BIHOR) CN. , Octavian Goga“ Ursan Rodica. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

MOINESTI (BACAU) S.g., George Enescu“ Brahna Necula. 

NIMIGEA (BISTRITA NASAUD) 19. Mititei Morariu Ioan. 

NUSFALAU (SALAJ) S.g. ,,.Petri Mor“ Somogyi Janos. 

ODOBESTI (VRANCEA) ic. ,Duiliu Zamfirescu“ Tacirniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) S.g. Nicolae Balcescu“ Szatmari Dorina. 

PASCANI (IASI) .g. ,lordache Cantacuzino“ Spiridon Ana Marioara. 
PITESTI (ARGES) Cv. ,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) S.g. ,,Spiru Haret“ Popovici Anca; $.g. ,,Sf. Vasile“ 
Pan& Tatiana; C. N. ,,Al. I. Cuza“ Isofache Catalina; C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ 
Craciun Gheorghe, Nachila Petre, Negrilé Anton. 

POTCOAVA (OLT) Lic. ,,Stefan Diaconescu“ Ivana Valeria. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 2 Cristea Mirela; $.g. 6 Ghiuru Cristina; 
S.g. ,, Vasile Cristoforeanu“ Cristea Mirela; C.N. ,,Alerandru Vlahufa“ Lazarescu 
Dragos, Neagu Constantin Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. , lake Ionescu“ Smarandoiu Stefan. 
RECEA (MARAMURES) §.9. Mihig Anca. 


REGHIN (MURES) 9§\9. Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 
RESITA (CARAS SE ERIN) S.g. 2 Draghici Mariana, Jurca Eufenia, Sandru 


Marius. 
ROMAN (NEAMT) S.g. Al. I. Cuza“ Geman Maria; C.N. ,,.Roman Voda“ 


Husaru Nechita Petronela. ; 
SALVA (BISTRITA NASAUD) S.g. , Tiberiu Morariu“ Ceuca Letitia. 


SATU MARE (SATU MARE) S.g. ,,C-tin Bréncoveanu“ Cioardeg Claudiu. 
SEINI (MARAMURES) §\g. 1 Tivadar Ioan. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetchi Rodica; Lic. , Onisifor Ghibu“ Dragoe Mihaela; 
C.N. ,,Samuel von Brukenthal“ Bunescu-Spielhaupter Alexandru-Martin. 
SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) S$.g. ,.Dr. Ioan Mihaly de Apsa“ 
Put Liliana. 

SLATINA (OLT) S.g. ,,Hugen Ionescu“ Nasui Mariana, Popa Gratiela. 
SMARDAN BRADEANU (BUZAU) 5.9. Stanescu Ion. 
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STANISESTI (BACAU) S.g. Balotesti Coman Costica. 

SANT (BISTRITA N ASAUD) S.g. ,,fnea Grapini“ Cicsa Laora. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA Lic. de Arté ,,Balaga Doamna*“ Dobrin Aurel; 
C.N. ,Iendchitad Vacdrescu“ Catana Daniela. 

TARGU MURES (MURES) S.g. , Dacia“ Stoica Angela; 9.9. ,,Liviu Rebreanu“ 
Gant& Florica; C.N. ,,Alerandru Papiu Ilarian“ Deac Minodora; C.N. ,,Unirea" 
Tlecser Eniko. 

TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 

TIMISOARA (TIMIS) 9-9. 13 Buse Gabriela. 

TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ Petrescu Lucian. 
URZICENI o ALOMITA) 9-9: 1 Al. Odobescu“ Brangasu Ion, Paraschiv Nico- 
lae; $.g. 2 ,,J.H. Radulescu“ Licu Srana, Draghici Constantin, Turcu Alina. 
VASLUI (VASLUI) S.g. ,Dimitrie Cantemir“ Mircea Stefan; Lic. ,,Mthail 
Kogalniceanu“ Fluerag Gheorghe. 


VIDELE (TELEORMAN) 9-9. 1 Constantinescu Florica. 
ZIMNICEA (TELEORMAL) $9.9. 3 Viad Emil. 


In perioada 10 ianuarie 2014 — 10 februarie 2014, au trimis solutii la 
probleme pentru Concursul Gazeta Matematica gsi ViitoriOlimpici.ro 
urmatorii elevi: 


ADJUD (VRANCEA) Lic. Teoretic ,, Emil Botta“ cl.VI Enache Simina. 
ALBA-IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ cl.V Ursa Andra Gabriela. 
ALEXANDRIA (TELEORMAN) 9:9. Mihai Viteazul“ cl. VII Calitescu Mihai, 
Gherghe Costin, Mihai Alexandru, Mihai Mihail; $.g. ,,Stefan cel Mare“ cl.V Aciu 
Malina Andreea. 

ARAD (ARAD) Lic. Teoretic »Adam Miller Guttengrunn“ cl.V Buda Paul; C_N. 
Moise Nicoarad“ cl.VII Crigan Ioana, cl.[X Santa Richard Andrei, cl. X Buzgau 
Serban. 

BACAU (BACAU) G.N. ,,Gh. Vranceanu“ cl.V Adam Antonio Emanuel, Amari- 
utei Mara Miruna, Andronic Smaranda, Baciu Elena, Boca Amalia, Chelaru Vlad, 
Fifirig Ana-Maria, Prisacariu Vlad, Popovici Diana, Postolache Mara, Umbrarescu 
Mariana, Virna Stefan Alexandru. 

BAIA MARE (MARAMURES) S.g. ,, George Cosbuc“ cl. VIII Tamaian Andrei; 
C.N. ,,Gh.Sincai“ cl. VI Boroica Adrian; C.N. ,, Vasile Lucaciu“cl.V1 Trif Andrei. 
BARLAD (VASLUI) S.g. 11 ,,George Tutoveanu“ cl. VII Rotaru Oana. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Joan Ciordas“ cl.VII Briscan Dragos. 
BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 9-9. 1 cl. VII Petrusca Sergiu; $.g. Lucian 
Blaga“ cl.VII Reu Teodora; $.g. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Vaida Adrian Gabriel; 
C.N. ,, Liviu Rebreanu“ cl.V Somesan Paul, cl. VI Moldovan Teodor. 

BLAJ (ALBA) C.N. ,,J. I. Micu Clain“ cl.IX Megiegan Sergiu. 


BOGDANESTI (SUCEAVA) 9-9. 1 cl.V Airinei Andrei Cristian. 
BOTOSANI (BOTOSANI) 9-9. 17 cl.IV Aciocanesa Bianca, Aconstantinesei 
Emanuel, Badaluta Andrei, Ciotir Marian, Hanciuc Anastasia Lorena, Hata Vero- 
nica, Hrimiuc Smarandita, Stan Alexandra lulia; C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.V Balba 
Tudor, Petruc Andrei, cl. VI Ababei Madalina, cl.[X Cucuiet Silviu Mihnea, Rotaru 
Andreea. 


106 RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 


BRASOV (BRASOV) $.9. 2 cl.V Belciu Valentin, Camenschi Camelia, Camen- 
schi Georgiana, Corbu Andreea, Cristea Cristiana Flavia, Dimitriu Stefan, Robu 
Anamaria, Tomici Andreea Mihaela, cl. VI Giurgiteanu Mihai Andrei, Schiller Vlad, 
cl. VIII Martinescu Tudor, Pomirleanu Sebastian; $.g. 5 cl. VI Vasilescu Ioana; $.g. 
15 cl. VI Bratu Oana; Lic. ,,Andrei Muresanu“ cl. VIII Chitu Andrei; Lic. Teoretic 
» Johannes Honterus “ cl.V Cira Karin Ioana; CN. ,, Andrei Saguna“ cl. VII Arens Pa- 
tricia Antonia, Cataron Andrei; C.N. de Informaticd ,,Grigore Moisil“ cl. VI Popescu 
Dragos Septimiu, Buna Raluca. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,Fanug Neagu“ cl.V Badea Mara, cl. VI Arsene Teodora, 
Chirita Ioana, Dragnea Andreea, Samoila Rares; $.g. ,,Mihai Eminescu“ cl.VIII 
Grecu Cristian Stelian, Moise Gabriel; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ cl. VI Adam Lorena; 
C.N. ,,Nicolae Balcescu“ cl.VI Burlacel George, Buruiana Albert Mihai, Cioroiu 
Ioana Denise, Cristache Ionut Gabriel, Draghici David, Fotin Andrei Stefan, Lupascu 
Irina Elena, Munteanu Irina Mihaela, Naidin Teodora, Negrisan Arsaluis, Paraschiv 
Teodora, Petcu Alexia Octavia, Poteca Rares Stefan, Sasu Elena Andreea, Sofrone 
Mihnea Andrei, cl. VII Balan Mircea Alexandru, Ciineanu Andrei Stefan, Preda Co- 
rina Andreea. 

BUCINISU (OLT) $.g. cl.V Sfetcu Silviu, cl. VII Sfetcu Cristina. 
BUCURESTI S.g. 12 cl. V Ene Stefan-Gabriel; $.g. 55 cl. VII Nita Ionut; 9.9. 
56 cl.V Coman Alexandru Sergiu, cl. VI Ciocan Maria; $.g. 67 cl. VI Sirbu Andreea 
Daniela; $.g. 79 cl.IV Ghincea Matei, cl.V Constantin Dragos Sebastian; $.g. 81 
cl.IV Andreescu Ovidiu, cl.V Dragomir Mara Iuliana, Lazar Alexia; $.9. 84 ,, Nicolae 
Balcescu“ cl.IV Sfia Anca Mihaela; $.g. 96 cl.IV Sandu Luca Calin, cl. VII Dima 
Clara Maria; $.g. 97 cl.V Sandu Theodor Pavel, Stoian Matei; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ 
cl.IV Constantinescu Alexandru Marius, cl.V Avram Andrei, cl. VII Giuglea Radu, 
cl. VIII Preda Stefania; $.9. ,,Constantin Brancusi“ cl.VI Bacioiu Evelzn Andreea; 
S.g. 195 cl.IV Felea Ioana, Scarlat Madalina; $.g. 198 cl.VI Preda Andrei; 9.9. 
205 cl.IV Preda Maria; $.g. 307 cl.IV Ghergut David, cl.VIII Diaconescu Radu; 
S.g. Sf. Trei Ierarhi“ cl.V Voicu Stefan; $. Europeand cl.IV Popescu Ioana; Lic. 
International de Informaticd cl.V Parfeni Andrei Alexandru, Simon Sebastian Mihai, 
cl. VII Bocu Calin, Georgescu Laura Ioana, Gramescu Miruna, Hendoreanu Ana 
Daria, Nicolae Ioan Andrei, Puscasu Felix, cl.X Cojocariu Sebastian; Lic. ,,Marin 
Preda“ cl.IV Tudorache Stefan Cristian; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.VI Mihai Radu 
Ioan, cl. VII Botocan Cristian Alexandru; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl.[X Popescu 
Tudor Dimitrie; C.N. ,, Tudor Vianu“ cl. VI Nacu Irina Maria, cl. VII Constantinescu 
Adriana Mirela, Iorgulescu Matei, cl.XI Niculae Arthur. 

BUZAU (BUZAU) 8.9. 16 cl.V Sutu Daniel. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Tehnologic ,,Decebal“ cl.VI Coman 
Catalin Andrei, Sulea Dragos, Sulea Serban; Lic.Teoretic ,,Traian Doda“ cl.VI 
Dogaru Raul. 

CALARASI (CALARASI) S.g. ,,Nicolae Titulescu“ cl.V Balea Catalin Ioan. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. 3 ,,Nanu Muscel“ cl.V Ungureanu 
Monica; Lic. National cu Program Sportiv cl.V Popescu Sabin, cl.VII Craiu An- 
drada; C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl. VI Contor Andrei. 

COMANESTI (BACAU) 8.9. ,,Liviu Rebreanu“ cl.VI Cop&cel Mara Ilinca. 
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CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. ,,Dan Barbillian“ cl. VIII Prodan George; 
Scoala Spectrum cl.V Puscasu Razvan, Vergelea Vlad; Lic. International de In- 
formaticd cl.IX Podasca Andreica; Lic. Teoretic ,,Ovidius“ cl.V Beghim Genghiz, 
Branzoi Ana-Emilia, Teaca Maria, cl.X Gherasim Bogdan; C.N. Pedagogic ,,Const. 
Brdatescu“ cl.V Balagiu Darian, cl. VIII Dracopol Alexandru Ion; C.N. ,, Mircea cel 
Batran“ cl. VII Datcu Tudor, cl.XI Nichita Emil Nicolae. 

CRAIOVA (DOLJ) S.g. 2 ,, Traian“ cl.V Popa Rares; $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe “ 
cl. VI Balaci Andrei Lucian; $.9. 32 ,, Alezrandru Macedonski“ cl. VI Dita Alin Gabriel; 
Lic. Teoretic ,, Henri Coanda“ cl.V Apostolescu Ruxandra Maria, Capruciu Alexan- 
dru Mihai, Dorobantu Andrei Ovidiu, Magilea Gabriel Casian, Negoeasa Adelina 
Maria, Tone Andrada Stefania, Varzaru Andreea Bianca;C.N. ,,Carol I“ cl.V Bu- 
cur Razvan Nicholas, cl. VIII Lemeni Ioan Codrut, cl.IX Jianu Stefania Ligia; C.N. 
»Pratiit Buzesti“ cl.[X Diaconu Andrei Cristian, Iordache Ioan Bogdan, cl.X Atakan 
Ayline, Turcu Andrei George; Palatul Copiilor cl.TV Ciurescu Razvan. 

CUGIR (ALBA) §.g. 3 cl. VI Barabant Iulia, Bel Luana, Chirilé Alexandra, Lazar 
Tia, cl. VII Enescu Ana-Maria, Para Roxana, Presecan Laurentiu, Stefanescu Ionela, 
Tartau Cosmina, Vaidasigan Lorea. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.VI Popovici Andreea Alisia, cl.IX 
Iacob Paul Cristian. 

DOROHOI (BOTOSANI) §.9. 8 ,, Mihail Kogdlniceanu“ cl.V Agachi Miruna, 
Bahrin Alexandra Miruna, Condurache Flavia Miruna, Rebenciuc Tudor, Rotariu 
Tudor Vlad, Rusu Miruna, cl. VIII Hritcu Andrei Alexandru. 

DRAGASANI (VALCEA) $.g. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.VI Anghelina Ion Ma- 
rian, Susanu Vlad Gabriel, cl. VII Radu Alberto. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) §.9. 3 cl.IV Puiu Gabriela 
Mara, Puiu Mihaela Maria, Mergea Erika; C.N. ,, Traian“ cl.V Cigsmaroiu Maria 
Sanziana, Lunguleasa Eugen, Firulescu Vlad, Semen Valention Ion, cl.VI Andrita 
Miruna, Bircu Monica, Bobei Cristina, Buse Iasmina Alexandra, Ceaugene Oana 
Patricia, Grecu Bogdan Octavian, Manolea Astrid, cl. VII Dumitrache Francesca 
Luisa, Picior Catalin, Seitan Radu Catalin, Tabacu-Teculescu Andra, cl.IX Dr&goi 
Darius. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,, Radu Negru“ cl.IX Neagoe Irina. 

FARCASA (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ cl.V Botig Iulia Maria, Ciur- 
das Dariana Eneida, Mereut, Andrei Ramon, Mereuti Cristina Daiana, Nicoara Larisa 
Maria, Pilanciu Cecilia Maria. 

FAUREI (BRAILA) Gr.gc.ind. ,,George Valsan “ cl. VI Gheorghe Stefania Aniela. 
FETESTI (IALOMITA) 8.9. 7 ,, Aurel Viaicu“ cl. VI Ivan Bianca Diana, Petrache 
Gabriela Andreea. 

FOCSANI (VRANCEA) 8.9. ,,Duiliu Zamfirescu“ cl.III Tibrea Tudorel; $.g. 
,lon Basgan“ cl.VIII Jelea Andrei; $.g. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Grigore Diana 
Nicoleta. 

GALATI (GALATI) S.9. 28 ,,M. Eminescu“ cl.IV Ghioca Ioana; C.N. , Costache 
Negri“ cl.IV Buleti Daria Alexandra. . 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Vladimir Streinu“ cl.IX Anghel Petrigor, cl.X 
Anghel Victor Valentin. 

HATEG (HUNEDOARA) C.N. ,I.C.Brdtianu“ cl.XII Duna Alexandru Dan. 
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IASI (IASI) $.9. ,,B. P. Hasdeu“ cl.V Cioat& Ioana Larisa, Melinte Antonia 
Sabina; $.9. ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris; $.g. ,,Stefan 
Barsdnescu“ cl.III Rozmalin Smaranda Ana, cl.IV Astefanei Octavian; Lic. Teoretic 
»Dimitrie Cantemir“ cl.VI Mocanu Bianca; Colegiul National cl.V Dodun Dan, 
Gherghel Stefan, cl.VI Birliba Andrei, Gradinaru Ana Alexia, Stefan Tudor, cl. VII 
Balanescu Tudor, Curpan Robert Gabriel, Pasadric&’ Alexandru Ionut, Petrescu Bian- 
ca, Prioteasa Ioana Cristina, cl. VIII Astefanei Cosmin; Colegiul ,,Costache Negruzzi “ 
cl.V Olaru Raluca, cl. VII Popescu Theodora; C.N. ,,Emil Racovité“ cl.V Caguneanu 
Alin Stefan, Harja Diana, Vlad Adriana, Smoc George Marian, cl. VI Oleniuc Iulian, 
Opariuc Rares Ioan, Tamaciuc Ioana, cl.IX Lazar Cristian Sebastian. 

JIBOU (SALAJ ) Lic. Teoretic ,,I. Agarbiceanu“ cl.XI Veres Ionut. 
MAGURELE (ILFOV) Lic. Teoretic ,,Horia Hulubei“ cl. VI Hedes Andreea Irina. 
MOTRU (GORJ) $.g. 2 cl.VI Busoi Ion Dragos, Cutui Simona Cristina, Glavan 
Daniela Mariana, Tomescu Adrian Gabriel; C.N. ,,George Cosbuc“ cl.X Ionete Delia 
Roxana. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) 9.9. ,Mihat Eminescu“ cl. VI Dobricean 
Ioan Dorian, Dumitru Cosmin, Mocanu Laura, Solovastru Mihai Gabriel, Suciu Vlad 
Mihai; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ cl.V Iuga Ciprian, cl. IX Axinie Razvan, Caldarea 
Cristian Daniel. 

NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. 1 cl. VIII Iantuc Bianca. 

NEGRESTI (VASLUI) 9.9. ,,Mihai David“ cl.VI Butnaru Marius Angel. 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,.D. Zamfirescu“ cl.V Vilcu Aniela Mi- 
haela, cl. VI Boboc Andrei, Savanopol Andreea, cl. VII Nan Valentin, Palade Alina, 
cl. VIII Barbu Victor, Ionescu George, Lepadatu Romeo, Mogaldea Ionut Gabriel. 
ORADEA (BIHOR) Lic.Teologic Baptist , Emanuel“ cl.VII Tiutin Andrada 
Georgia, cl.IX Tiutin Cristina; C.N. ,,. Emanuil Gojdu“ cl.XI Zsisku Mihai. 
PASCANI (IASI) C.N. ,,Mithail Sadoveanu“ cl.V Vintur Antonia, cl.X Vintur 
Cristian. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) 9.9. 2 cl.VII Apetrei Catalina. 

PITESTI (ARGES) $.9. 11 ,,Mihai Eminescu“ cl.VI Petculescu Alexia, Popa 
Stefania, cl. VII Iancu George, Miu Alexandra Claudia; $.g. 19 cl. VI Zamfir Radu; 
9.g. lon Pilat“ Banu Miruna; C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.V Avram Alexandru, 
Cuceanu Catalin Andrei, Florea Andrei, Georgescu Bogdan Ionut, Jianu Alexan- 
dru, Marin George Alexandru, Pandelica Lucian, Petrescu Maria Adelina, Popa 
Dan Razvan, Raducu Elena Nicolae, Smeu Andrei, cl. VII Cotolan Mihai Iulian. 
PLOIESTI (PRAHOVA) $9.9. ,,Sf. Vasile“ cl.V Oprea Vlad Ioan, Tirchila 
Miruna; $.g. ,,J.A. Basarabescu“ cl. VI Dobre Octavia Teodor, cl.[X Zecheru Daniela 
Cristina; C.N. ,,J. L. Caragiale“ cl.TV Alexandru Daria Ruxandra, Andronache 
Madalina Georgiana, Andronic Arthur Mihai, Barac Maria Iulia, Barbu Alessia 
Gabriela, Badoiu Robert Stefan, Botea Marian, Cadar Elena Manuela, Cirnici David, 
Ditiu Cezar, Doroftei Andra Vanessa, Dragomir Mihai, Gavril Alessia Alexandra, 
Ghiculescu Andrei Flavius, Ionescu Petra Alexandra, Mihalcea Maria Alexandra, 
Mirita Ioana Raluca, Miroiu Andrei Claudiu, Nicolescu Alexandru Constantin, Nico- 
lescu Ioan Teodor, Onut, Andrei, Petcu Eduard Gabriel, Petrescu Mihnea, Popa 
Ana-Maria, Popa Andrei, Preda Gabriel Razvan, Radu Stefan Alexandru, Savelovici 
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Teodor, Stanciu Diana Catalina, Suvaiala Andreea, Timofte Andrei Cristian, Vin- 
tili Diana Andreea, Vlasceanu Andrei, cl. VI Deaconu Tudor Andrei, Foransbergher 
Tanya, Pipoi Ionescu Andrei, Savulescu Stefan, cl.IX Pintea Teodor Stefan, cl.X 
Badea Andrei, Nedelcu Tamara, Savu Mihnea, cl.XI Andrei Adrian, Andronescu An- 
drei Daniel, Barbu Iulian, Ionita Bogdan Constantin, Matache Cristian, Paraschiv 
George, Raicu Madalina, Roman Alexandru, Rogu Octavian; C.N. ,, Mihai Viteazul “ 
cl.XI Birsan Andrei, Dragulin Radu. 

RAMNICU VALCEA (VALCE A) §.9. ,, Take Ionescu“ cl.V Dimitriu Andrei, 
Gheorghe Liviu Armand, Panaitescu Mihnea, cl.VII Papa Valentin; C.N. ,, Mircea 
cel Batran“ cl.IV Arnautu Raluca, Tudorin Radu. 

REGHIN (MURES) Gimnaziul de Stat ,»Augustin Maior“ cl. VI Oprea Florin 
Octavian, cl. VII Pilca Tudor. 

RESITA (CARAS SEVERIN) 9$.9. 2 cl.V Boloca Madalina Maria, Dumitru 
Maria Alexia, Fara Eduard Petru, Jula Diandra Melinda, Terfeloaga Mario Andrei, 
Tuca- Willinger Andra-Beatrice. 

ROMAN (NEAMT) $9.9. 1 cl.V Leanca Ioana Ana Maria; $.g. 5 cl. VI Irimia 
Ana-Maria; C.N. ,.Roman Voda“ cl. VI Macinca Paul Alexandru. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,,Anastasescu“ cl.VI Stefan 
Alexandra Maria. 

SATU MARE (SATU MARE) 8.9. ,,Grigore Moisil“ cl. VII Mihai Miriam; 
C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.[X Mihai Marcian. 

SIBIU (SIBIU) 9.9. 4 cl. VI Mihailescu Luana; CN. ,,S.v.Brukenthal“ cl.X Matei 
Cristian, Oprea Camelia, Toader Vlad Alexandru. 

SIGHISOARA (MURES) C.N. ,,Mircea Eliade“ cl.XII Mihaly Vlad Mihai. 
SLATINA (OLT) 9.9. ,,Hugen Ionescu“ cl. VII Ignat Andrei Horia, Staicu Alexan- 
dru, cl. VIII Gheorghe Cristina Ioana, Mircescu Malina; C.N. ,,Radu Greceanu“ cl. VI 
Ionel Andrei Razvan. 

SLOBOZIA (IALOMITA) C.N. ,,Mthai Viteazul“ cl. VI Panait Andreea. 
TAUTII MAGHERAUS (MARAMURES) Lic. Tehnologic ,, Traian Vuia“ cl.V 
Blede Ligia, Ghiga Alexandru, Petrovan Antonio Vasile, Sdsaran Adelina, cl. VI Iosif 
Serban, Nechita Corina, Scoarta Tudor. 

TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Constantin Carabella“ cl.XI Brojbeanu 
Andi Gabriel; C.N. ,,Jendchitéd Vacdarescu“ cl.V Cristea Daria Ileana, Popescu Anca 
Maria, cl. VI Costache Alexis Mihai, Erculescu Teodora, Mihailescu Ioana, cl. VII 
Barbu Ioana Alina, Bobaru Alexia, Petre Denis Cristian, cl.X Angelescu Alina, 
Duna Ancuta Georgiana, cl.XI Catana Adrian. 

TARGU JIU (GORJ) 9.9. 8 ,,C-tin Savoiu“ cl.VII Soare Mihai; C.N. ,,Spiru 
Haret" cl.IX Becheru Alexandra Valentina, Muru Cosmina, cl.XI Bodislav Clau- 
dia, Taifas Elena Alina; C.N. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.V Bunget Andreea Maria, 
Mirea Ana-Maria, cl. VI Popescu Maria Mateea, cl.[IX Stroie Alesandra Monica, cl. XI 
Popescu Mihai. 

TARGU MURES (MURES) 9.9. ,, Tudor Vladimirescu“ cl. VIII Tenie Anda. 
TECUCI (GALATI) 9.9. 5 ,,Elena Doamna“ cl.IV Butunoi Alexandru, Tudor 
Irina Maria; C.N. ,,Spiru Haret“ cl.V Tudor Dan Mihai, cl.VI Tasca’ Maria, Tudor 
Andreea Maria. 
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TIMISOARA (TIMIS) 3$.9. 18 cl. VIII Babaldu Alexandru; §$.g. 24 cl.VIII 
Grigore Ionut; Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IX Malekshahian Alexandru; C.N. Band- 


tean cl.[X. Oneci Codrin Paul; C.N. ,,C.D. Loga“ cl.IX Damian Doru, cl.XII Iocga 
Valentin Ionut. 


VIDELE (TELEORMAN) 5.9. 2 cl.IV Ionescu Petru Vlad. 

VULCAN (HUNEDOARA) 8.9.5 cl.VII Hirsch Alexandra. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 
vantes“ cl. VI Lavric Mihail. 


Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematica gi ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmatorii 
profesori: 


ADJUD (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Emil Botta“ Dorneanu Angela. 
ALBA-IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic , Apulum“ Lircan Mihaela. 
ALEXANDRIA (TELEORMAN) 9.9. ,,Mihai Viteazul“ Cristea Tudor; §.g. 
Stefan cel Mare“ Ionescu Floriana Violeta. 

ARAD (ARAD) Lic. Teoretic ,, Adam Miller Guttenbrunn“ Stoica Mircea Mario; 
C.N. ,,Moise Nicoara“ Bodrogean Ovidiu, Buzgau Dorin. 

BACAU (BACAU) GN. ,Gh. Vrénceanu“ Lazar Lucian. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,George Cosbuc“ Ienutas Vasile; C.N. 
1, Gh. Sincai“ Bojor Florin. 

BARLAD (VASLUI) $.g. 11 ,,George Tutoveanu“ Rotaru Marcel. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Ioan Ciordas“ Bercovici Crina. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) S§.g. 1 Sabu Miriuca; S$.g. ,,Lucian Blaga“ 
Pop Stela; $.g. ,,Stefan cel Mare“ Morar Horatiu; C.N. ,, Liviu Rebreanu“ Mititean 
Ancuta, Sanda Nicolae. 

BLAJ (ALBA) C.N. ,,.I.Micu Clain“ Ghita Ioan. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) S.g. 1 Solcanu Vasile. 

BOTOSANI (BOTOSANI) S.g. 17 Chirilé Andreea; C.N. ,,Mihai Eminescu“ 
Oniciuc Gheorghe. 

BRASOV (BRASOV) §$.9. 2 Ciocirlan Ioana; $.g. 5 Minea Delia; $.9. 15 Co- 
calea Rodica; Lic. ,,Andret Muresanu“ Cataron Adriana; Lic. Teoretic ,, Johannes 
Honterus“ Pop Gentiana; C.N. ,Andrei Saguna“ Canu Marinela; C.N. de Infor- 
matica ,,Grigore Moisil“ Oltean Mariana, Popescu Radu. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,,Faénus Neagu“ Damian Marius, Tilinc&’ Daniela; 9.9. 
, Mihai Eminescu“ Damian Marius, Frincu Nicolae; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ Covaci 
Daniela; C.N. ,, Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel. 

BUCINISU (OLT) S.g. Chiroiu Jitianu Floarea. 

BUCURESTI §S.g. 12 Fainisi Dorela; $.g. 55 Niculescu Cornelia; $.g. 56 ,,Jose 
Marti“ Radu Dana; S.g. 67 Palici Aurelia; $.g. 79 Burlan Camelia, Marin Ion; $.g. 
81 Donciu Mihaela, Ichim Cristina; $.g. 84 ,,Nicolae Bdlcescu“ Sfia Andreea; $.g. 
96 Cicu Valentina, Rosca Viorica; $.g. 97 Olteanu Cristian; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ 
Baciu Florina, Georgescu Bogdan, Preda Traian; $.g. 195 Ivan Florentina Daniela; 
S.g. 198 Georgescu Bogdan; $.g. 205 Micloi Emilia; $.g. 307 Iancu Georgeta; 
Scoala Europeand Scraba Maria; $.g. ,,Constantin Brancusi“ Dumitrescu Teodora; 
Lic. International de Informaticé Romascu Sergiu, Nicolae Elena; Lic. ,,Marin 
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Preda“ Baciu Florina; C.N. ,,Gheorghe Lazaér“ Nicolae Victor Ioan, Petre Simion; 
C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Simionescu Raluca; C.N. ,, Tudor Vianu“ Chites Costel, 
Mangra Cristian, Popa Marin. 

BUZAU (BUZAU) §.g. 16 Stratan Irina. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Tehnologic ,, Decebal“ Corici Carina; 
Lic. Teoretic ,,Tratan Doda“ Dragomir Delia. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) S.9. 3 ,,.Nanu Muscel“ Fleancu Mariana; 
Lic. National cu Program Sportiv Popescu Ionela; C.N. ,,.D. Golescu“ Lieca Adina. 
COMANESTI (BACAU) §. g. Liviu Rebreanu“ Gloambes Toma. 
CONSTANTA (CONSTANTA) §.9. ,,Dan Barbillian“ Arventiev Maria; Scoala 
Spectrum Carnaru Mioara; Lic. International de Informatica Vacarescu Cristina; 
Lic. Teoretic ,, Ovidius“ Gurgui Adriana Daniela; C'.N. Pedagogic ,,Const. Bratescu“ 
Cavachi Niculae, Sibana Rodica; C.N. ,, Mircea cel Batran“ Constantinescu Gabriela. 
CRAIOVA (DOLJ) S.9. 2 ,, Traian“ Marculescu Mariana; $.g. 24 ,Sf. Ghe- 
orghe“ Patragscu Mariana; $.g. 32 ,,Alerandru Macedonski“ Margineanu George; 
Lic. Teoretic ,,Henrt Coanda“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Carol I“ Bucur Maria Liliana, 
Ciurcea Raluca, Talau Nicolae; C.N. ,,Frati Buzesti“ Dicu Mihai, Nanu Ion, Popa 
Maria, Tutescu Lucian; Palatul Copiilor Iovan Valeriu. 

CUGIR (ALBA) §.g. 3 Mitea Mariana. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Dorin. 

DOROHOI (BOTOSANI) S.9. 8 ,, Mihail Kogdlniceanu“ Vlaescu Valerian. 
DRAGASANI (VALCEA) §.g. , Tudor Vladimirescu“ Vieru Gheorghe. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 8.9. 3 Vasile Florica; C.N. 
, Lratan“ Antonie Mihaela Rodica, Cainiceanu Gheorghe, Paponiu Dana, Prajea 
Manuela. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,, Radu Negru“ Betiu Felicia. 

FARCASA (MARAMURES) S.9. ,, Lucian Blaga“ Pop Monica. 

FAUREI (BRAILA) Gr.Sc.Ind. ,,George Valsan“ Nastase Gina Irina. 
FETESTI (IALOMITA) S.g. 7 ,, Aurel Viaicu“ Nicolescu Ion. 

FOCSANI (VRANCEA) §.g. ,,Duiliu Zamfirescu“ Dochioiu Gicuta; $.g. ,Jon 
Basgan“ Cucu Anca; §.g. ,,$tefan cel Mare“ Slujitoru Florin. 

GALATI (GALATI) $.9. 28 ,, Mihai Eminescu“ Berdila Anica; C.N. ,,Costache 
Negri“ ‘Tataru Radu. 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Vladimir Streinu“ Ionescu Georgeta, Turcu 
Tuliana. 

HATEG (HUNEDOARA) C.N. ,I.C.Bratianu“ Pascotescu Camelia. 

IASI (IASI) $.g. ,,B.P.Hagdeu“ Boboc Romela Elena; $.9. ,, Mihail Kogdlniceanu“ 
Sirbu Lenuta; §.9. ,,$tefan Barsdnescu“ Dorosinca Catalina; Lic. Teoretic ,, Dimitrie 
Cantemir“ Munteanu Daniela; Colegiul National Anita Alice, Lazar Cristian, Pasa 
Narcisa, Popa Gabriel; Colegiul ,,Costache Negruzzi“ Sava Radu, Zanoschi Adrian; 
C.N. ,,Emil Racovité“ Bucataru Mihaela, Budeanu Catalin, Buzac Doru, Loghin 
Raluca, Pitu Leon. 

JIBOU (SALAJ) Lic. Teoretic ,,I. Agérbiceanu“ Sampilean Liviu. 
MAGURELE (ILFOV) Lic. Teoretic ,,Horia Hulubei“ Dinc& Florian. 

MOTRU (GORJ) §$.9. 2 Balan Gabriel; C.N. ,,George Cosbuc“ Drul& Valeriu. 
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NASAUD (BISTRITA-NASAUD) 9.9. ,Mihai Eminescu“ Muresan Mariana, 
Solovastru Vasile; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ Iovita Edith Rozalia. 

NAVODARI (CONSTANTA) S.9. 1 Voicu Daniel. 

NEGRESTI (VASLUI) S.g. ,, Mihai David“ Ciovnicu Alina. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist ,,.Emanuel“ Cicortag Marius, Medan 
Eugenia; C.N. ,,E.Gojdu“ Sadoveanu Viorel. 

PASCANI (IASI) C.N. ,, Mihail Sadoveanu“ Craciun Dorinel Mihai. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) 5S.g. 2 Asandei Rodica. 

PITESTI (ARGES) $.9. 11 ,,Mihai Eminescu“ Haiducu Marian; $.g. 19 Costea 
Catalina; $.g. ,,Jon Pilat“ Peligrad Sorin; C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 
PLOIESTI (PRAHOVA) $8.9. ,,Sf. Vasile“ Pana Tatiana; 9.9. ,,J. A. Basarabes- 
cu“ Sitaru Niculae; C.N. ,,J. L. Caragiale“ Nachila Petre, Nita Eugen, Stoica Cezar 
Corneliu, Vasile Emil; C.N. ,,Mihai Viteazul“ Simion Radu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) $.g._,,Take Ionescu“ Smarandoiu Stefan; 
C.N. ,,Mircea cel Batran“ Bolovan Victoria. 

REGHIN (MURES) 8.9. ,, Augustin Maior“ Bozdog Constantin, Daraban Paula 
Maria. 

RESITA (CARAS SEVERIN) $S.g. 2 Draghici Mariana. 

ROMAN (NEAMT) S.g. 1 Gheorghiu Maria; $.g. 5 Leoreanu Anca; C.N. 
»foman Voda“ Husaru-Nechita Petronela. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,, Anastasescu“ Enache Paul. 
SATU MARE (SATU MARE) §.9. ,,Grigore Moisil“ Braica Petru; C.N. ,, Mihai 
Eminescu“ Maiorescu Dan. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetschi Rodica; C.N. ,,S.v.Brukenthal “ Bottesch Martin. 
SIGHISOARA (MURES) C.N. ,,Mircea Eliade“ Lupsor Maria. 

SLATINA (OLT) 9.9. ,,Eugen Ionescu“ Nasui Mariana, Popa Gratiela Ludmila; 
C.N. ,,Radu Greceanu“ Popa Dorin. 

SLOBOZIA (IALOMITA) C.N. ,,Mihai Viteazul“ Margarit Marian. 

TAUTII MAGHERAUS (MARAMURES) Lic. Tehnologic ,, Traian Vuia“ Pop 
Cristina Maria. 

TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Constantin Carabella“ Popa Teodora; 
C.N. ,lendchitd Vdcdrescu“ Catana Alin, Catana Daniela. 

TARGU JIU (GORJ) S.g. 8 ,,C-tin Savoiu“ Stoichitoiu Mircea; C.N. ,,Spiru 
Haret“ Vilau Emilian; C.N. ,, Tudor Vladimirescu“ Bunget Mihai, Prunariu Cris- 
tiana. 

TARGU MURES (MURES) S.g. ,, Tudor Viadimirescu“ Belean Carmen. 
TECUCI (GALATI) 9.9. 5 ,,Elena Doamna“ Gata Ionica, Marcu Chirila Tincuta; 
C.N. ,,Spiru Haret“ Grecu Ion, Miron Adrian. 

TIMISOARA (TIMIS) 9.9. 18 Stanciu Mariana; $.g9. 24 Mihet Maria; Lic. 
»Grigore Moisil“ Georgescu Ruxandra; C.N. ,,C.D. Loga“ Nemeg Adrian. 
VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 2 Rababoc Elena. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 


vantes“ Postu Rodica 


Ultimele aparitii: 
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Realizarea suplimentului este coordonata de: 


5:P14.29. Peste 4 ani ag avea o treime din varsta de acum a tatalui 

meu. Dac& impreunad avem 52 de ani, cati ani va avea tatal meu cand eu voi 
avea varsta lui de acum? 

Ana Popa, 23 August, Constanta 


5:P14.30. Pe o tabla ca cea din figura se aseaza 
9 fluturi albi si negri, fiecare pe culoarea lui (fluturii albi 
pe patratelele albe, cei negri pe patratelele negre). La un 
moment dat isi schimba locurile, cei albi trec pe negru, cei 
negri trec pe alb. Aratati cd un fluture ramane in aer. Ce 
culoare are el? 
* *K Xx 
S:P14.31. Aradtati cd nu exista numere de doua cifre pentru care suma 
cifrelor impartita la diferenta cifrelor s& dea catul 3 si restul 1. 
Camelia Viddutu, Bucuresti 


§:P14.32. Calculati: 
A=10~x {(9+8) x [7+6x (65+ 4: 2)]}+2 x (14+2+4+34...+ 2009). 


Nicolae Ivéschescu, Craiova 


S:P14.33. Intr-o urn& sunt 15 bile albe, 16 bile negre si 17 bile verzi. 
Care este cel mai mic numaéar de bile pe care trebuie sa le scoatem, fara a le 
privi, pentru a fi siguri c&é am scos o bila neagra? 


S:P14.34. Completati spatiile 
goale din piramida alaturata cu numere 
potrivite, stiind ca in fiecare cdsuta se afla 
un numar care este diferenta celor doua 
numere care se afla sub el. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.35. Se stie ca patru ascutitori, douad caiete si doud creioane 
costa cat o ascutitoare, cinci caiete si cinci creioane. Care dintre cele trei 
obiecte are cel mai mare pret? 

Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.36. Un grup de turisti intentioneaza sa ia pranzul la o cantina 
forestiera. Daca s-ar aseza cate 3 persoane la 0 masa ar ramane 9 persoane 
in picioare, iar daca& s-ar aseza cate 4, la ultima masa ar ramane un singur 
turist. Cati turisti erau? 

Ana Popa, 23 August, Constanta 


S:P14.37. Am albume pentru fotografii si fotografii. Daca in fiecare 
album aranjez cate 8 fotografii ramane o fotografie. Daca in fiecare album 
araniez cAte 11 fotografii. atunci raman 3 albume goale si intr-un album am 


$:E14.45. Determinati numerele naturale xz, y, z pentru care 


7” + 34 +27 = 293. 


* ok OX 
__ 5:14.46. Cate numere de forma abc, cu cifre diferite, au proprietatea 

ca (abc — cba) : 11 este patrat perfect? 
Cristian Mangra, Bucuresti 
S:E14.47. Fie xz, y, z numere naturale astfel incét x + 2y = 15 si 

3y + z= 20. Calculati 4x + 14y + 2z. 
* kX 
S:E14.48. Gasiti numerele de forma ab care sunt multiplu al unui cub 

perfect diferit de 1 si au suma cifrelor un patrat perfect. 

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu 
S:E14.49. Determinati numarul natural n care impartit la 42 da restul 


21, iar suma caturilor impartirilor lui n la 42 si la 14 este 25. 
Maria Popescu, Bucuresti 


_ $:B14.50. Aratati ca nu existé numere de forma abc astfel incat 
abc = a: be. 
Cristian Mangra, Bucuresti 


Clasa a VI-a 


S:E14.51. Determinati numerele prime abc stiind c& este 


2 
a+b*+c3 
numar natural. 


Luca Tuté, Buzau 
Brae das EO ae Te ae 
S:E14.52. Fie fractile — gi 5 ireductibile, astfel incat - + ae Ii, 
q 


Aratatl ca p+r=q=s. 
Ion Neata, Slatina, Olt 


S:FE 14.53. Gasiti numerele naturale ab astfel incat ab = a® + b°. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.54. Gasiti cifrele nenule a, b, c, astfel incat 


22,9 ° (a,6(¢) — @,€ + b,c(a) - b,a ale c,a(b) a cb) =1. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.55. In triunghiul ABC avem m(<A) = a@° si m(XB) = 
=m(<«C) = 2a?°. 


a) Aflati valoarea lui a. 
b) Daca (BD este bisectoarea unghiului ABC’, D € (AC), aflati ma- 
surile unghiurilor triunghiurilor ABD si BDC. 
Vladimir Marina, Bucuresti 


S:E 14.56. Fie xz, y si n numere naturale astfel incat 2x + 3y = 5 - 6”. 
Aratati ca 
a) S| a —y; b) 6 | (x& + 3)(y + 2). 
I. Safta, Pitesti 
S:E14.57. Numerele naturale nenule z, y, z verificad egalitatile 


So yi 
4y+5z 52z+32 4y+3a 


eis Z 2 : 
Aratati ci — + —5 + 5 este patrat perfect. 
x y 2 
Relu Ciupea, Oltenita 


S:E14.58. Demonstrati ca (x, y, z) sunt direct proportionale cu (2, 3, 5) 
daca si numai daca (x,y, z) si (15, 10,6) sunt invers proportionale. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:E14.59. Se dau punctele aes A, B, C, D in aceasta ordine. 
AB CD _ 2013 
Stiind cé —~ 


AG = BD = oni’ calculati — 


<a 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.60. Determinati cifrele z si y pentru care ott = 0;(2). 
x 
Alexandru Cebuc, Slatina, Olt 


Clasa a VII-a 


S:E14.61. Se consideré multimea A = {1,2,3,...,14,15}. Dati un 
exemplu de douaé submultimi B, C ale lui A, astfel incAt sa fie indeplinite 
simultan conditiile: 

i) BNC =9,; ii) BUC=A,; iii) cardB = 7 gi cardC = 8; 

iv) Suma patratelor elementelor lui B este egal& cu suma p&tratelor 
elementelor lui C’. 

Gheorghe Molea, Curtea de Arges 


S:E14.62. In triunghiul ABC, AM este mediana, M € (BC). Paralela 
prin G, centrul de greutate al triunghiului, la BC intersecteaza laturile AB 
si AC in E, respectiv F. Daci m(XE MF) = 90°, aratati ci [AM] = [BC]. 


Luca Tuté, Buzaiu 


S:E14.63. Determinati numerele Zy cu proprietatea c& exista p numar 
; ZY 
prim, astfel incat ' / a TP sa fie natural. 
LY —p 
Romanta Ghita si Ioan Ghitd, Blaj 


S:E14.64. Fie trapezul ABCD (AB||\CD) cu AB<CD siADNBC= 


= {P}. Dreptele AC si BD intersecteazd paralela prin P la CD in M, 
1 1 


2 
MN AB CD 


respectiv N. Demonstrati ca —— 

I Safta, Pitesti 

S:E14.65. Prin varful C al paralelogramului ABC'D se duce o dreapta 

care intersecteazi pe BD, AB si AD in P, N, respectiv M. Aratati ca 
PC? = PN - PM. 


Luca Tuté, Buzau 


S:E14.66. Lungimile laturilor unui triunghi sunt a = 3"+37-!+3"-?, 

b = 37414 3% 4 37-1 6 = 262-3"? n > 2, numar natural. Stabiliti natura 
triunghiului. 

Andrei Boros, Baia Mare 


S:E£14.67. Aflati numerele rationale a si 6, stiind ca 


ja — 2| + / (1 — 2V2)? = |b + 3|V2. 


Nicolae Ivéschescu, Craiova 


S:E14.68. Fie ABC’D un parallelogram. O dreapta d care trece prin 
C’ intersecteaza dreptele AB si AD in M, respectiv N. Aratati ca: 
MB NC MB NC 
a) =1 b= > 
AB MC AB MC 
Luca Tuté, Buzau 
S:E14.69. Fie expresia E(a, b,c) = 11a? +11b? + 8c* — 14ab—8ac—8bc, 
cu a, b, cnumere reale. Folosind inegalitatea mediilor aratati ci E(a, b,c) > 0, 
pentru orice a, b, c numere reale. Cand are loc egalitatea? 
Romanta Ghitaé si Ioan Ghitd, Blaj 


A 2 
S:E14.70. In triunghiul ABC, AB = AC = BS yt =. 


m(<B) 3 
a) Aratati ci m(<«A) = 45° si m(<B) = 67°30’. 
V2— v2 
2 


Stefan Iloaie, Sangeorz-Bai, Bistrita-Nasaud 


b) Aratati c& sin 22°30’ = 


Clasa a VIII-a 


S:E 14.71. Intr-o prism& dreapta, cu baza triunghiul dreptunghic ABC 
(m(<xA) = 90°), cu muchia lateralai h si catetele bazei b respectiv c, se ia 
pe [BC] un punct mobil M din care se duc proiectiile E si F’ pe catete. 
Construim planul care trece prin EF si F' care este perpendicular pe planul 
(ABC). Determinati pozitia lui M pentru care aria sectiunii este minima si 
determinati aceasta arie. 

Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.72. Fie a, b, c, d numere reale astfel incét a+ 6 = 67 si 
c+d= 30. Calculati ad + bc + ac + bd. 


Cosmin Nitu, Bucuresti 


S:E14.73. Aflati toate numerele naturale x pentru care xz + 2014 este 
patrat perfect, iar x + 14 este puterea a patra a unui numéar natural. 
Vasile Berghea, Avrig, Sibiu 


S:E14.74. Se dau functiile f,g: R > R, f(z) = ar+b)si g(x) = 
= —ax +b, unde a,b € (0,00). Reprezentarile grafice ale celor doua functii 
sunt dreptele d; si dz. Daca P si Q sunt proiectiile lui O pe dj, respectiv do, 
calculati lungimea segmentului PQ. 

Marin Chirciu, Pitesti 


S:E14.75. Determinati numerele naturale n pentru care numerele 
3n+4si 5n+1 sunt patrate perfecte consecutive. 
Dumitru Grigore, Macin, Tulcea 
S:E14.76. a) Aratati ci n° —n = (n—1)n(n +1); 
b) S& se arate c& numarul 


a=1-2-3+2-3-4+4+... + 2009 - 2010 - 2011 + 202105 
se poate scrie ca suma a 2010 cuburi perfecte nenule si diferite. 


Rodica Pop si Ovidiu Pop, Satu Mare 


S:E14.77. Se consider’ numarul n = 27018 +4 32013 4 42013, 
a) Aflati restul impartirii lui n la 5. 
b) Aratati ca 9 | n. 


Ionel Tudor, Calugareni si Viorica Dogaru, Oinacu, Giurgiu 


S:E14.78. Aflati numarul natural x din egalitatea 
att! _ ¢. 4” — 34 = 55. 


Marin Chirciu, Pitesti 


S:E14.79. Determinati trei numere reale pozitive stiind ci mediile 
geometrice a cate douad dintre ele sunt egale cu 35, 50, respectiv 70. 
Mircea Mario Stoica. Arad 


numerele de locuri de pe randuri sunt in progresie aritmetica, aflati cate 
locuri sunt pe cel de-al 15-lea rand al amfiteatrului. 


S:L14.48. In centrul orasului s-a deschis 0 bibliotec& destinat& elevilor. 
O fundatie de caritate a sprijinit in primul an aceasta biblioteca, pentru a 
cumpira carti, cu 20000 de lei. In fiecare din anii urmatori, fundatia va 
sprijini financiar biblioteca cu 85% din suma data in anul anterior. Aflati ce 
suma totala va dona fundatia in primii 8 ani. 


S:L14.49. O persoana inchiriaza o masina de la o companie de inchiri- 
eri auto. Propietarul companiei il informeaza cé dac&é va conduce 100 de 
kilometri, trebuie s& plateascda suma de 80 de lei, iar daca va conduce 150 de 
kilometri, trebuie sa plateascda suma de 100 de lei. 

a) Gasiti functia de gradul intai, f(z) = ax + b, care exprima depen- 
denta dintre suma de plata si kilometrii parcursi. 

b) Folosindu-va de functia gasita la punctul anterior, aflati costul inchiri- 
erii masinii pentru a parcurge 250 de kilometri. 


S:L14.50. La inceputul unui joc de fotbal arbitrul arunca o moneda 
pentru a stabili ce echip& va efectua lovitura de deschidere. Ina&ltimea la 
care ajunge moneda (in secunda t € [0,5]) este data de valoarea functiei 
h(t) = —0,3t2 +1,2t+ 1,5. Care este inadltimea maxima la care ajunge 
moneda? 


Clasa a X-a 
S:L14.51. Daca a,b € (0,00) \ {1}, cu ab £1, rezolvati ecuatia 
a” log, a+ b” log,, b = a®b”. 


Mihai Dicu, Craiova 

S:L14.52. Dac& a,b € (1,00), cua > b, iar mn EN, cu2<m<n, 
comparati numerele ‘/a” si Vb”. 

Mihai Dicu, Constanta 


$:L14.53. Aratati ci singurele numere complexe z de modul 1 care 


verifica relatia 


iz. 2 as 
; + = = 2, sunt radacinile de ordin 4 ale lui —1. 

Aurel Dobosan, Lugoj 
S:L14.54. Daca a,b,c € [0,2], aratati ca 


a+b+c— (ab+be+ca) + abc € [0, 2]. 


George Stoica, Canada 


S:L14.55. In anul 1935 seismologul american Charles Richter a definit 
att . ; , I 
magnitudinea M, a unui cutremur, prin ecuatia M := lg T unde J este 
0 


intensitatea cutremurului, iar Jp este intensitatea unui cutremur standard (cu 
amplitudiunea de 10~* cm). In 2009 un cutremur cu magnitudinea de 6,3 
pe scara Richter a devastat localitatea L’Aquila din Italia. In anul 2010 un 
cutremur, cu 0 intensitate de 5 ori mai mare, a devastat localitatea Léogane 
din Haiti. Ce magnitudine a avut cutremurul din Haiti? Justificati. 


S:L14.56. pH-ul (lat. pondus hydrogenii) a fost introdus in anul 1909 
de chimistul danez Séren S6rensen pentru a exprima cantitativ aciditatea (sau 
bazicitatea) unei substante si a fost definit ca logaritmul zecimal cu semn 
schimbat al concentratiei ionilor de hidrogen (pH = — lg[H*]). Calculati pH- 
ul unei solutii de HCL de concentratie 0,07 M. (Concentratia molara a acizilor 
tari este egal& cu concentratia ionilor de hidrogen. ) 


S:L14.57. Functia P(t) = Poe~*™ modeleaz& descompunerea unei sub- 
stante radioactive. Po este cantitatea de substanta in momentul initial iar 
P(t) este cantitatea de substanta ramas& in momentul t. Constanta k se nu- 


In2 
meste rata de descompunere si are valoarea egalaé cu ——, unde T' este tampul 


de injumatdtire a substantei. Elementul radioactiv carbon-14 are timpul de 
injumatatire de 5750 de ani. Procentul de carbon-14 prezent in resturi poate 
fi utilizat pentru a determina varsta pe care o are materia respectiva. In anul 
2013, in localitatea suceveana Baia, arheologii au descoperit cea mai mare 
locuint& din prima faz& a perioadei pre-Cucuteni. In momentul descoperirii 
s-a constat ci ramasitele au pierdut 57,9% din cantitatea de carbon-14. Ce 
vechime are asezarea de la Baia? Justificati. 


S:L14.58. Valoarea pe piatéa a unui model Lamborghini 350 GT a 
crescut de la 66000$, in 1999, la 220000$, in 2009. Presupunand ca pretul 
a avut o crestere exponentiald, de tipul P(t) = Poe* (unde Pp este pretul 
initial iar P(t) este pretul dupa ¢ ani), estimati valoarea autoturismului in 
anul 2014. 


S:L14.59. Viteza liniaré v a unui punct situat la distanta r fata de 
centrul de rotatie este data de relatia v = r-w, unde w este viteza unghiulara 
a corpului, exprimata in radiani per unitate de timp. Un satelit de pe orbita 
circularai a PaémAantului, situat la distanta de 1100 km fata de acesta, face o 
rotatie completa la fiecare 120 de minute. Care este viteza sa liniara? 

S:L14.60. Doua rezistoare sunt legate in paralel. Daca rezistenta lor 
echivalenta este de 4 ohmi iar rezistenta unuia este cu 6 ohmi mai mare decat 
rezistenta celuilalt, aflati valorile rezistentelor celor doua rezistoare. 


Clasa a XI-a 


S:L14.61. Aradtati c& exist o infinitate de valori pentru numarul na- 
tural n, pentru care exista matrici n x n cu elemente din multimea 1, 2,3,..., 
...,2n—1, in care, pentru fiecare k = 1,2,...,n, linia k impreuna cu coloana 
k contin toate numerele: 1,2,...,2n —1. 


S:L14.62. Sirurile (tn)n>0, (Yn)n>0 sunt definite recurent prin Zo, yo € 


6 (=1, 00), fag = Si Yn41 = . Studiati convergenta lor. 
a l+2z 


1+y 


Tm 
Cezar Apostolescu, Ploiesti 


S:L14.63. Se considera sirul (an)n>1, pentru care 
lim agn =a, lim agn41 = 6, lim agni2 =, 
nN— Oo N— OO nN— Co 


unde a,b,c € R. Calculati 


Florin Rotaru, Focgani 


S:L14.64. Aflati numerele reale a pentru care ecuatia 2” = x +a are 
oO unica solutie reala. 
Andrei Comdneci, elev, Targu Jiu 


S:L14.65. a) Fie X € M,(R) 0 matrice cu proprietatea tr(X -X*) = 0. 
Aratati ca X = On. 
b) Ar&tati ci o matrice A € M,(R), ortogonala (ie. A-A* = I,), 
pentru care tr(A? + A~?) = 2n, este idempotenta (i.e. A? = I,,). 
Andrei Coméneci, elev, Targu Jiu 


S:L14.66. Este sirul ({ v4n? +3n+ rt) o convergent? 
mr 


({a} reprezinta partea fractionara a num4@rului real a.) 
S:L14.67. Aratati cd existd o functie f : (0,0co) > R, cu jim f(x) =0, 
astfel incat 
gts =x2+(1+ f(z)) Ing, 
pentru orice x > 0. Deduceti de aici c& pentru n, numar natural suficient de 


mare, avem aproximarea Vn™t! = n+ Inn. 
George Stoica, Canada 


$:£14.68. Aratati c& un disc de raza 100 dispus la intamplare in planul 
axelor de coordonate contine aproximativ 31000 de puncte de coordonate 
intregi iar eroarea absoluta care se face este de cel mult 1000 de puncte. 


$:L14.69. Functia lui Heaviside este definita astfel: 
0, pentrut <Q 
1, pentru t > 0. 

Functia este folositaé in teoria prelucrarii semnalelor pentru a reprezenta 
un semnal care este pornit la un moment dat si rémane pornit pe termen 
QO pentru t < to 


H(t) = 


nedefinit. O generalizare a lui H este functia H,(t—to) = 
c pentru t > fo, 


unde c este 0 constanta si tg > 0. Functia de unda f(t), corespunzatoare unui 
numar k > 0, poate fi exprimata ca 


f(t) = A,(t) — AH, (t — k) + Ay (t — 2k) — Ay, (t — 3k) 4+... . 
Aratati cai, pentru orice numar natural n, nu exista limita Jim Pa) 
—n 


S:L14.70. Intr-un stat, legea prevede ci impozitul pe venit ce se retine 
din suma impozabila de zx euro se calculeaza prin functia: 


Haye 0,152, daca O<2z< 10000 
~ ) 13800+0,22, dac& 2x > 10000. 


Calculati lim J(x). Ce avantaj are formula? 
xz—0t 


Calculati isi I(x). C te in regula? 
ulati ; (x) gi eae (x). Ce nu este in regu 


lim TI 
—+10000- 
Clasa a XIl-a 


S:L14.71. Fie f : (0,00) + R o functie cu proprietatea x7 f(x) > ec, 
pentru orice x € (0,00). Aratati ci f nu admite primitive. 

Florin Nicolaescu, Bals 

S:L14.72. Fie polinomul P(X) = X°+X+c € Q[X]. Rezolvati 

ecuatia P(x) = 0, stiind c& doua dintre radacinile ei verificé 71] + %o = 1122. 

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


S:L14.73. Fie f : RR o functie continua si monotona. Calculati 


1 


Jim ; (nx)dax. 


n+l1 


Florin Rotaru, Focsani 


S:L14.74. Folosind, eventual, o metoda graficaé, determinati minimul 
sumei a? + b?, stiind c& ecuatia x4 + ax? + bx? +azr+1=0, cua,bER, are 
solutii reale. 

Ion Pirse, Campulung-Muscel 


S:L14.75. Rata de crestere a numarului J (exprimat in milioane), al 
utilizatorilor de Internet din lume din anul 1991 pana in anul 2004, poate fi 
modelata prin I’(t) = —0, 2t? +5t? — 20t+ 20, unde t este timpul (exprimat in 
ani) iar ¢ = 1 corespunde anului 1991. Numéarul utilizatorilor de Internet in 
2004 era egal cu 863 de milioane (sursa: ITU). Utilizati acest model pentru 
a aproxima numarul de utilizatori din anul 2014. 


S:L14.76. Rata cu care familia Georgescu utilizeazad, intr-o zi, energia 
electric& (in kW/ora&) este dat& de relatia K'(t) = 8te~’, unde t € [0; 24] 
este timpul, exprimat in ore. Cati kilowati-ora foloseste familia Georgescu in 
primele 12 ore ale zilei? 


S:L14.77. Intr-un experiment referitor la memoria studentilor, s-a 
gasit c& rata de memorare a cuvintelor vocabularului limbii franceze este 
dat& de relatia M’(t) = 0, 15t — 0,002t?, unde M(t) este numirul de cuvinte 
memorate in ¢ minute. 

a) Aflati functia M(t), in ipoteza M(0) = 0. 

b) Cate cuvinte memoreaza un student in 10 minute? 


S:L14.78. Costul total de cumparare si intretinere a unui aparat medi- 
4 by 
cal pentru x ani poate fi modelat prin C(x) = 4000 (s0 +2 : £3 dt). Aflati 
0 
costul total pentru 8 ani de folosire a aparatului. 


S:L14.79. O piatra este aruncata in sus cu viteza initiala de 15 m/s 
de la inaltimea de 2 m. Viteza pietrei in momentul t (exprimat in secunde) 
este modelata de functia v(t) = —t+15. Aflati inadltimea pietrei in momentul 
t = 4 secunde. 


S:L14.80. a) Pentru z € R* fie f : (0,00) > R, f(t) = t7+#*z. Aratati 
c& pentru orice n € N*, existé c € (n,n +1) cu f(n+1)— f(n) = rc®™1 4 2cz. 
b) Utilizati eventual puncul a) pentru a rezolva in R ecuatia 


2014* + 20117 + 4x2 = 2012* + 2013”. 


Carmen-Victorita Chifor, Drobeta-Turnu Severin 
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Problema 3 de la Olimpiada Judeteana de Matematica din anul 2008, 
clasa a XIJ-a, autor Mihai Piticari, a fost urmatoarea: 


Fie A un inel comutativ cu un numar impar de elemente. Dacd n este 
numdrul solutiilor ecuatiei zc? = x, x € A, iar m este numdrul elementelor 
inversabile ale inelului A, sa se arate cad n divide m. 


In continuare vom prezenta o generalizare a acestui rezultat si cateva 
consecinte. 

Peste tot, inelele le vom considera finite, cu un numar impar de elemente 
si comutative. Fireste, daca A este un astfel de inel, nenul, iar n este ordinul 
elementului 1 in grupul aditiv (A, +), rezulta n divide ord(A), de unde n > 3. 
Mai mult, se stie ca subgrupul generat de elementul 1 in grupul aditiv (A, +) 
este chiar un subinel al inelului A, izomorf cu Z,. Prin identificare putem 
presupune, facand abstractie de un izomorfism, c& Z, C A si Z, este un 
subinel al inelului A. In felul acesta 0 = 0 € Zn este elementul nul iar 
1= Te Zn este elementul unitate al inelului A. 

Intrucat inelul A este comutativ, U2 = {x € A | 2? = 1} este un sub- 
grup al grupului multiplicativ U(A) al elementelor inversabile ale inelului A. 


1)Profesor, Colegiul National ,,Mihai Eminescu“, Botosani 
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Deoarece 1 # —1, rezult& ord(U2) > 2. Fie p un divizor prim al ord(U2). 
Din teorema lui Cauchy, exista a € U2 astfel incét ord(a) = p. Cum a € Up, 
rezult& a* = 1, de unde p divide 2. Dar p este prim, deci p = 2. Asadar 
2 este singurul divizor prim al ord(U2), adicad exista k € N* pentru care 
ord(U2) = 2°. S& notam 
I,y(A) = {x € A| (x —a)(x — 6) =0}, a,bE A. 
Propozitia 1. Dacé a* — b* € U(A), atunci card(Ig4(A)) = ord(U2). 
Demonstratie. Deoarece a* — b? = (a—b)(a+5) si a? — b* este inversabil, 


deducem ca elementele a — 6 gi a+ 5 sunt inversabile. Intrucat n este impar, 
rezulta 2 € U(Z,) C U(A). Fie 
a=2%(a—b)", B=-(a—b)*(a+b). 
Pentru orice x € I,.,(A), obtinem x? = (a + b)x — ab, de unde 
(az + B)* = a*x* + 2aBz + B? = a? ((a + b)x — ab) + 2aBxr + 6? = 
= (a7(a + b) + 208) x + B - aba? = 
= ((a + b)a + 28) ax + B* — aba’. 
Dar (a + b)a + 28 = 2(a — b)1(a ee ie l(a+b) = 0 si 
6? — aba? = (a — b)-*(a + b)* — 4ab(a — b)~* = = (a — b)~? ((a + b)? — 4ab) = 
= (a — b)~2(a — b)? = 1, de unde (az + 8)? = 1, Vz € I,,(A). Prin urmare, 
axr+BP€U2,Vzr€ Ta4(A). 
Deoarece a este inversabil, functia ¢ : Ig.4(A) — Ue, o(z) = ar+ B 
este injectiva. Aratam ca ¢ este surjectiva. Intr-adevar, pentru orice t € U2, 


exista x = a '(t — B) € A astfel incét ¢(x) = t. Mai raémane sa probam ca 
a =a7'(t— B) € Ig4(A). Avem 


(x — a)(x — b) =2"- (a + b)z + ab = a 2(t — B)?— (a + ba‘ (t — 8B) + ab= 
= q~?(1 — 26t + 8?) — a 7(a + b)(at — a8) + ab= 
=a-? (7 — 26¢ + 6? — at(a +b) + aB(a+b)) +.ab = 
= q-? (7 -+(26 + (a +b)a) + 8 (6 + (a + b)a)) +ab. 
Dar 28 + (a + b)a = 0, de unde 8 + (a + b)a = —f. Atunci 
(x — a)(x— b) = a~?(1 — 6?) + ab = 2-7(a — b)*(1 — (a — b) -2(a + b)*) + ab = 
= 2-?[(a — b)? — (a + b)?] + ab = —ab + ab = 0, 


adic& x € I,4(A). Astfel, aplicatia ¢ este surjectiva’, deci bijectiva. Rezulta 
card(I,4(A)) = ord(U2), ceea ce incheie demonstratia. 0 


Intrucaét U> este un subgrup al grupului multiplicativ U(A), conform 
teoremei lui Lagrange, ord(U2) divide ord(U(A)). Asadar avem: 
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Consecint&. Dacd a,b € A astfel incaét a* — b? © U(A), atunci 
card(Ig4(A)) divide ord(U(A)). 

Pastrand notatia de mai sus, in virtutea propozitiei 1) reiese ca numarul 
elementelor multimii J,,(A) nu depinde de alegerea elementelor a si b. Cum 
0? — 1? = -1 € U(A), gasim card(I,4(A)) = card(Jg7(A)), unde 


Ij7(A) = {2 € A| a(x -1) = 0} = {x € A| 2? = 2} act (A) 


reprezinta multimea elementelor idempotente ale inelului A. Notand cu m 
numarul elementelor idempotente ale inelului A, obtinem m > 2 si m divide 
ord(U(A)). Asadar 2 < m < ord(U(A)). 

In continuare ne propunem sa studiem unele proprietati ale inelului A 
in cazurile m = 2 respectiv m = ord(U(A)). 


Propozitia 2. Fie A un inel cu0 € A unicul element nilpotent $1 
a,b € A astfel incdt a* — b* € U(A). Atunci urmatoarele afirmatii sunt 
echivalente: 

i) A este corp. 

ii) Singurele solutii ale ecuatiet (x — a)(x — b) = 0, 2 € A, sunt r=a 
six = 0. 


Demonstratie. Fie A un corp si xz € A astfel incat (x — a)(x — b) = 0. 
Cum A nu are divizori ai lui zero, rezulta « = a sau x = b. 

Reciproc, s& presupunem ca z € A si (x — a)(x — b) = 0 implic’ cz =a 
sau + = b. Atunci I,.,(A) = {a,b}, de unde card(I(A)) = 2. Dar 0,1 € I(A), 
deci I(A) = {0, 1}. 

Fie acum y € A\{0}. Conform ipotezei, rezult& y” € A\{0},Vr € N* 
si, cum A\{0} este o multime finita, exista pqaeN*cup<qsiy? = y’!. 
Inmultind succesiv cu y?~?, ultima egalitate conduce la y*@-(*#-l)p = yf, 
Vk € N*. Alegem k € N estiel Theat 6 = kq — (k —1)p > 2g. fauna 
acum egalitatea y? = y*cu y*—79, gasim y’-9 = = ae q), Notand cu z = y‘~4, 
obtinem z* = z, de unde z € I (A). Dar z # 0, deci z = 1. Prin urmare 

y'—4 = 1, adica y este inversabil, Vy € A\{0}. 


Propozitia 3. Dacd numarul elementelor idempotente ale inelului A 
coincide cu numarul elementelor inversabile, atunci inelul A nu are elemente 
nilpotente nenule. 


nipteraile 4 Cum U2 C U(A) gi ord(U2) = card(I(A)) = ord(U(A)), 
rezulta U(A) = 

Notam cu n aie inelului A. Din 2 € U(Z,) C U(A), gasim 
2? = 1. Astfel 3 = 0, de unde n = 3. 

Sa presupunem ue ca existaé un element x € A\{0} si un numar 
ke N, k > 2, astfel incat ak = =0. Fie p cel mai mic es din N*pentru care 
xP = 0. Atunci p > 2 siz?! 4 0. Fie y = 2?! Din y? = 1??? = yPyP-2 — 0 
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rezulta (1 — y)3 = 1 — y? = 1, de unde 1 — y € U(A). Dar U(A) = Ua, deci 
(1 ~ y)? =1. Astfel T-— y = (1 — y)3(1 — y)~? = 1, adic& y = 0, contradictie. 
In definitiv, inelul A nu are elemente nilpotente nenule. O 

Desigur, intereseaz& un exemplu de inel de caracteristica 3 ce verifica 
conditiile propozitiei 3. Un astfel de exemplu este inelul Z3 x Z3, In care 
avem patru elemente idempotente: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) si patru ele- 
mente inversabile: (1,1), (1,2), (2,1), (2,2). Un exemplu mai general este 
urmatorul. 


Propozitia 4. Fie A un inel cu 9 elemente astfel incat 1+14+1=0. 
Dacé A nu este corp si 0 € A este unicul element nilpotent al inelului A, 
atunci numarul elementelor inversabile ale inelului A coincide cu numarul 
elementelor idempotente. 


Demonstratie. Din ipoteza rezulta ca A este un inel de caracteristica 
3, deci Zz C A. Fie a € A\Z3 un element neinversabil. Procedand ca in 
propozitia 2, rezulta ca exista un numar k € N* astfel incat ak = a*, 

Fie 8 = a*. Atunci 8 nu este inversabil si 8? = 8. Cum 8 # 0, rezulta 
B € A\Z3. Fie Z3[6] = {2 + yB | x,y € Z3} C A. Aratam ca aplicatia 
@: Z3 x Z3 + Z(G], o(z,y) = x + yf este injectiva. Intr-adevar, din 
o(21, 41) = $(X2, y2); Cu 71, Y1, 22, y2 € Z3, obtinem L1+ yiB = 72+ y2B, de 
unde (yi — y2)8 = 22 — 21. 

Daca y1 # y2, atunci B = (y; — yo)! (re — 21) € Zs, contradictie. Deci 
yi = yo si totodata 71; = 2, adica ¢ este injectiva. Conform modului ei 
de definire, aplicatia ¢ este si surjectiva, deci bijectiva. Din Z3[6] C A si 
card(Z3[8]) = card(Z3 x Z3) = 9 = card(A) gasim Z3[6] = A. 

Astfel, pentru orice z € A putem scrie z = 1+ yf, cu z,y € Zz, 
de unde z® = 2? + y°6° = ++ yf = z. Firegte, pentru orice z € U(A) 
rezult& 22 = 23z~! = zz~! = 1, de unde U(A) C U2. Dar U2 C U(A), deci 
U2 = U(A). Atunci card(I(A)) = ord(U2) = ord(U(A)). 
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WEILL’S POINT IN MIXTILINEAR INCIRCLES 
Hal TRAN Bacu)) 


Abstract: This article shows some examples where Weill’s point can be 
used. 


Keywords: Weill point, mixtilinear incircle, Poncelet porism. 
MSC :; 51M04. 


1. Definitions 


The miztilinear incircle of a triangle AABC relative to A is the circle 
internally tangent to the circumcircle of AABC and to AB, AC. 


Here are some notations that will be used further in the article. Note 
that all the pole-polar are used in respect to the incircle of AABC. 

a,b,c = lengths of the sides of the AABC 

O = circumcenter of AABC; 

I = incenter of AABC; 

R,r = lengths of radius of circumcircle and incenter; 

p = semiperimeter of AABC 

D, E, F = the contact points of the incircle with the sides BC, AC and 
AB; 

W = centroid of ADEF (also known as Weill’s Point); 

p(X) = the polar line of point X. 


2. Main Results 


Theorem 1. Weill’s point of a non-equilateral triangle lies on the line 
determined by the incenter and circumcenter and satisfies 


WI or 
WO 3R+r 
Proof. Definitions and simple calculation yield 


MW = 5 (25° +2") Mas 2 (? “+ 2=*) mB 
+5 (2 +25) me 


3 


R?2 2 2 
MO = 25 sin(2A)MA + xs i ip ia sin(2C)MC, 


oe MA PC 


reer aoe a+b+c 


Elev, Liceul Teoretic International de Informatica, Bucuresti 
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Combining these relations and through elementary algebraic manipula- 
tion (which will remain to the reader, because this is not the purpose of the 
article) we can get 

MW = (3R+r)MI—rMO 
2r+3R 
Taking M = W we get the desired result. 

Corollary 1. Let AABC and AA’ B’'C’ be two triangles with the same 
circumcircle and incircle. Then W = W’. 

Proof. It follows from the second part of Theorem 1. 


Corollary 2. Let AABC and AA'B’C’ be two triangles with the same 
circumcircle and incircle. Then the line determined by the midpoints of FE 
and F’E’ is parallel to DD’. 


Proof. From Corollary 1 we know that W = W’. Let us denote M and 


M, the midpoints of FE and F’E’. From the fact that W is the centroid of 


MW Mw 1 oe 
ADEF one AD'E’F, we get DW pw? Now from similarity we 
get the desired result. 


3. Applications 


We will firstly state some basic properties of pole-polar and Poncelet’s 
closure theorem, which will be used in the sequel. 

Property 1. If X lies on p(Y), then Y lies on p(X). 

Property 2. The angle formed by the points X, Y and the center of 
the circle has the the same measure as one of the angle formed by the lines 
p(X) and p(Y). 

Property 3. If two tangents can be drawn from point X, then p(X) 
passes through both points of tangency. 

Theorem 2 (Poncelet’s closure theorem). Let 7; and y2 be two 
circles in the plane. If there exists a triangle which is inscribed in 7, and 
circumscribed about 72 then every point on ‘7; is a vertex of a triangle which 
is inscribed in -y; and circumscribed about 72. 


Problem 1. Let ABC be a triangle with incircle 7 tangent to BC at 
D and circumcircle [. The circle 2 passing through B,C and tangent to + 
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touches 7 at D’. The tangent to 7 at D’ meets I at B’,C’. Let the second 
tangents to y from B’,C’ intersect at A’. Prove that the lines AD and AA’ 
are isogonal with respect to <BAC. 


Proof. Let D’, E' and F’ be the contacts of the incircle with A.A’B’C’, 
{T,} = EFOBC, {T!} = E'F'N BC’, {P} = BCNB'C’, {T} = E'F'N EF. 
Note that, from Poncelet’s porism, A’ lies on I. From Property 3, 
p(A) = EF, p(F) = AB, p(D) = BC, p(A’) = E'F’ and p(E) = AC. 
From Property 1 we get that p(T;) = AD and p(T) = AA’. Finally, using 
Property 2, the conclusion translates into m(<FIJT,) = m(XTIE), that is 
AEIT = AFIT, that is TJ = Ty, I. 
TB DB 


Menelaus’ theorem for triangle ABC and line EF yields TC DO’ 


so (T;,D, B,C) is a harmonic division, or T; B: DC = BD-T,C. From the 
power of the point P with respect to 2 we get PD? = PB- PC. By the 
two mentioned relations we easily get that P is the midpoint of 7;D. Using 
a similar argument we also get that P is the midpoint of T;D’, implying 
(together with PD = PD’) that DD'T;T, is a rectangle. Because I lies on 
the perpendicular bisector of DD’, it means that T;I = T;I. So it remains 
to prove that I is the center of the circumcircle of ATT,Tj. 


Denote by M,, M; the midpoints of EF and E'F’. By Corollary 2 we 
have that MM; is parallel to DD’, so M,Mj is parallel to T,T/. Because 
I is on the perpendicular bisector of T;T], using Carnot’s lemma!) we get 


that M,T? — M,T,? = MIT" = MiT!?. Combining this with the fact that 


1) If the orthogonal projections of point onto the sides BC, CA, AB of a triangle are 
D, E, respectively F, then DB? + EC? + FA? = DC? + EA? + FB?. 
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MT - MiT 
MT, M{T!’ 
which the result follows. 


we get that 4,,Mj; are the midpoints of TT, and TT7, from 


Problem 2. The incircle y of a triangle ABC touches the sides AB, 
AC in F, respectively E. Let 2 be the circle tangent to ABC’s circumcircle 
I at A’, to AB and to AC. The tangents from A’ to 7 touch it at E’ and F’. 
Prove that the centroid of the quadrilateral F’ E’F E lies on OI. 


Proof. Denote B’ and C’ the second intersection with I of A’F’, res- 
pectively A’E’; Poncelet’s porism shows that B’C’ touches + at a point D’. 
Denote M,, M; the midpoints of FE, F’E’ and P the midpoint of M, Mj. 
We have to prove that P lies on OJ. 

We will use the following results. 

Lemma 1.” A’/ is the bisector of BA’C. 

Lemma 2. The midpoints of the parallel sides of the trapezoid and 
the intersection of the diagonals are collinear. 


Lemma 1 shows that A’I is the bisector of C'A’B, but it is also the 
bisector of C’ A’ B’, from which follows that C’B’ is parallel with BC’. Since 
BC and B’C’ are parallel tangents to y at D and D’, I is the midpoint of 
DD’. Using Lemma 2 and Corollary 2 we get that P, W and J are collinear. 
The result follows now from Theorem lI. 
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CATEVA SOLUTII ALE PROBLEMEI E:14557 
TRAIAN PREDA)), 


Gazeta Matematica ofera permanent tinerei generatii probleme fru- 
moase de matematica. 

In acest sens, am propus elevilor de la Centrul de Excelenta in Matema- 
ticé Bucuresti rezolvarea problemei E:14557 din G.M.-B nr. 10/2013, autor 
Bogdan Pisai, Bucuresti. 

Prezentam aici cateva solutii apartinand unor elevi din acest Centru de 
Excelenta, precum si autorului articolului de fata. 


Se considera triunghiul ABC in care m(xB) = 40° si m(<C) = 30°. 
Pe latura (BC) se considera punctele D si E, astfel incét m(x DAB) = 40° 
si m(XEAC) = 30°. Fie G intersectia paralelei prin D la dreapta AB cu 
latura (AC). Daca {J} = AEN BG, aratati cé [JB] = [JC]. 


Toate solutiile au o parte comuna, care consta in aflarea masurii <J BC. 
Pentru aceasta, observam ca: 

e m(<BAC) = 110°, m(xDAE) = 40°, m(<DGA) = 70°, (GD || AB, 
iar XDGA gsi <BAC sunt interne de aceeasi parte a secantei, deci suple- 
mentare). Analog m(x<GDB) = 140°. 

e ADAG este isoscel (m(<DGA) = m(xDAG) = 70°), deci 


[DA] = [DG]. (1) 
e ADBA este isoscel (m(<DBA) = m(xDAB) = 40°), deci 
[BD] = [DA]. (2) 


Din (1) si (2) rezulta ci ADBG este isoscel, deci 


180° — m(xBDG 180° — 140° 
Na ta = = = 20°. (3) 


Solutia 1 (Catanea Vlad, §. g. 56, Bucuresti). Aflim masura < JCB. 


m(<xJBC) = m(xDGB) = 


1) Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Sf. Andrei“, Bucuresti. 
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Observam c& m(x<ABG) = m(x DBA) —m(xDBG) = 40° — 20° = 20°. 

Fie BGO AD = {F}. Punctul F este centrul cercului inscris in AABE, 
deoarece AF’, BF sunt bisectoarele «BAE respectiv <ABE. Deducem ca 
FE este bisectoarea «BEA, deci 


m(<AEF) = m(<BEF) = =mn(AEB) = 30°. 


Apoi m(<AFJ) = m(<F BA) + m(x< FAB) = 20° + 40° = 60°. 

Deducem cé JEDF este patrulater inscriptibil ({DFJ + «JED = 
= 180°), deci m(¢ FJD) = m(XFED) = 30° si m(XF DJ) = m(<FEJ) = 
= 30°. 

De asemenea, DJGC este patrulater inscriptibil (deoarece m(xDC'G)+ 
+m(xDJG) = 180°) sim(« DGB) = 20° implica m(xJGD) = m(xJCB) = 
= 20°. Astfel, ABJC este isoscel, deci [JB] = [JC]. 


Solutia a 2-a (Ana-Daria Hendoreanu, 1.C.H.B.). Analog solutiei 1 se 
arata ci F este centrul cercului inscris in AABE, m(XFEB) = m(<FEJ) = 
= 30° sica F DEJ este patrulater inscriptibil. 

Construim JMLBC, M € BC si DNLAB, N € AB, deci DN este 
mediatoarea segmentului (AB). Fie NDN JM = {O} si OEN AC = {P}. 
Cum AADB este isoscel, DN este inaltime, deci si bisectoare, rezulta 


m(4NDA) = m(4NDB) = 50° = m(XEDO). 


Dar m(XJDM) = 50°, adicé in AJDO inaltimea DM este gi bisectoare, 
deci AJDO este isoscel, si deci MD este mediatoarea lui (JO). Astfel si 
AJEO este isoscel, deci EM este bisectoarea {J EO. 

Deducem m(4JEM) = m(XOEM) = 60° = m(< PEC), deci EP este 
bisectoare gi inadltime in AAEC. Astfel AAEC este isoscel, EP este media- 
toare in AABC, punctul O este intersectia a doud mediatoare ale triunghiului 
ABC, deci este centrul cercului s{u circumscris si deci JO este mediatoarea 
segmentului (BC), de unde [JB] = [JC]. 
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Solutia a 3-a (Ioan-Andrei Nicolae, I.C.H.B. si Stotan Mihail, C. N. 
,»Gh. Lazar“, Bucuresti). Construim BB’ astfel incét m(xCBB’) = 30° si 
B’e€ AC. 

Atunci xABB’ si xGBB’ au masuri de 10°, deci BB’ este bisectoare 
in triunghiul isoscel ABAJ. Rezulta ci BB’ este mediatoarea segmentului 
AJ, deci triunghiul AB’AJ este isoscel, iar B’B este bisectoarea unghiului 
XAB' J. 


B' 
G 


B D i C 


Deoarece din AABB’ rezulté m(AB’B) = 60°, deducem m(AB’B) = 
= m(JB’B) = m(JB’C) = 60°, deci B’J este bisectoarea unghiului xBB'C. 

Pe de alta parte, triunghiul AB’BC este isoscel (deoarece m(B’BC) = 
= m(B’/C'B) = 30°), deci J este pe mediatoarea segmentului (BC), de unde 
concluzia. 


Solutia a 4-a (Miruna Mitu, §. g. ,,Sf. Andrei“, Bucuresti — varianta a 
solutiei a 3-a). Fie B’ ca mai inainte, {T} = B‘JN AB si {S} = BB’N AE. 

Din m(XADB) = 100° si m(XGDC) = 40° rezulta m(x ADG) = 40°, 
deci (DG este bisectoarea x ADC. 

Apoi m(xCAD) = m(XCAT) = 70° arata ca (AC este bisectoarea 
<~ DAT, deci G este centrul cercului exinscris triunghiului ABD, de unde 
reiese ca (BG este bisectoarea < ABC. 

Atunci m(<ABG) = 20° si, cum BB’ = B'C, deducem m(<B’/ BC) = 
= 30°. 


Rezulté m(<GBB’) = m(xABB’) = 10°, deci (BS este bisectoare 
in triunghiul ABJ. Cum AABJ este isoscel de varf B, BS este media- 
toarea segmentului (AJ), deci AAB’J este isoscel, de unde m(<AB’B) = 
= m(<xBB'J) = 60°. Deducem m(xJB’C) = 60°, apoi ABB’ J = ACB'J 
(L.U.L), de unde [JB] = [JC]. 
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Solutia a 5-a (Badea Alerandru, §.g. 97, Bucuresti). Fie O centrul 
cercului circumscris AABC. 

Atunci x<AOB este unghi la centru, iar «ACB este unghi inscris in 
cerc, deci m(xAOB) = 2m(xAC'B) = 60°. 

Dar [AO] = [OB], deci AAOB este echilateral. Cum AABJ este isoscel 
cu [AB] = [BJ], reiese [BJ] = [BO]. Din m(XABJ) = m(<EBJ) = 20° si 
m(<xABO) = 60° reiese m(XOBE) = 20°, deci (BC este bisectoarea <JBO, 
de unde BC_LJO. 


Dar ABOC este isoscel, deci JO este mediatoarea lui [BC], de unde 
[JB] = [JC]. 

Solutia a 6-a (trigonometrica, Traian Preda). Din teorema cosinusului 
in triunghiurile BE J si CEJ, avem respectiv 

BJ? = BE’ + EJ* — 2BE- JE -cos60° = BE* + EJ* — BE- JE, 

CJ? = JE* + EC? — 2CE- JE cos120° = JE? + EC? +CE- JE. 

Astfel, BJ = JC revine la BE? — BE- JE = EC* + JE: EC, sau 
(BE — EC)(BE + EC) = JE(BE + EC), adica BE = JE + EC. 


Pa . JE _ sin 20° 
Din teorema sinusurilor in ABEJ obtinem BE ~ sni00° eci 
sin 20° 
ee sin 100°’ 
iar din AABE obtinem 
EC _ AE _ sin 40° 
BE BE. sin80°’ 
deci EC=BE.- sia iu : 
sin 80° 
Deducem 
: (e) . (eo) bd oO 10° 
JE+EC = BE. 2n20_+ sin 40 _ pp. 281030 Cos _ BE. 
sin 80° cos 10° 


Solutia a 7-a (constructie ajutatoare, Traian Preda). 
Vom arata ci m(XEJC) = 40°. Consideraém punctul X € (BG) astfel 
incat m(X BEX) = 20°, deci BX = XE gi JX = JE. 
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arattm os 2X — BE saica XE _ BE 
ratam c& > = Faq adica TE AE’ 


Fie K € (XJ astfel incat m(4X KE) = 80°. Atunci AABE ~ AKXE 


(U.U.), de unde = = ad deci ae = — deoarece EJ = EK (AJEK 
este isoscel). 

Retinem urmatoarele proprietati ale configuratiei geometrice: 

1) AABJ este isoscel (AB = BJ). 

2) AADG este isoscel (AD = DG) . 

3) ABDG este isoscel (BD = DG). 

4) ABJC este isoscel (BJ = JC). 

5) FDEJ este patrulater inscriptibil. 

6) JGCD este patrulater inscriptibil 

7) G este centrul cercului exinscris in AABD. 

8) F este centrul cercului inscris in AABE. 

9) BE= JE+ EC. 


EXAMENE SI CONCURSURI 


OLIMPIADA LOCALA DE MATEMATICA, 
Bucuresti, 23 februarie 2014 


prezentare de MARIAN ANDRONACHE) si DINU SERBANESCU2) 


Clasa a [X-a 


1. a) O progresie aritmetica de ratie pozitiva contine numerele 14, 26, 
42. Sa se arate ca numarul 2014 este termen al progresiei. 

b) Fie (bn)n>1 0 progresie geometricé avand termenii pozitivi. Sa se 
arate ca (b; + bg + b3 +... + ba014) (b1 + bo014) > 4028 by b2014. 

2. In triunghiul ABC se noteazd cu M, N, respectiv P punctele de 
tangenta ale cercului inscris in acesta cu laturile (BC), (C'A), respectiv (AB). 


a) Sa se arate ci 2aAM = (a+b—c)AB+(at+c—b)A 


1) Profesor, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti. 
2) Profesor, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti. 
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“4 ~4 = Ww e e Ww e e 
b) Sa se arate ca AM + BN + CP = 0 daca si numai daca triunghiul 
ABC este echilateral. 
3. a) Fie a > 0 un numér real. Sa se arate ae atunci valoarea maxima 


a functiei f : R > R data de f(x) = a5 este —— SJE 


b) Sa se arate ca a, be < € + = + *), oricare 
a*+be b?+ac c?+ab~ 2\a_ 6b 
ar fi numerele reale strict pozitive a,b si c 

4. Se numeroteaza varfurile unui cub cu cate un numar natural de la 
1 la 8, astfel incat oricaror douad varfuri distincte sa li se atribuie numere 
diferite. 

a) Se atribuie fiecdrei fete numarul egal cu suma numerelor atribuite 
varfurilor care o determina. Sa se arate ca exista patru fete cu suma nu- 
merelor atribuite egala cu 72. 

b) Se atribuie fiecarei muchii numarul egal cu suma numerelor atribuite 
varfurilor care o determina. Exista o numerotare a varfurilor pentru care 
numerele atribuite muchiilor sunt distincte doua cate doua? 

Justificati raspunsul! 

Ovidiu Sontea si Mihail Baluna 


Clasa a X-a 


1. Fie un numar real a > 0. Sa se arate ca functia f : N — N data de 
f(n) =n+ [a/n] este injectiva si nesurjectiva. 

2. Fie z un numar complex. Sa se arate c& /2|z + 1| = |z +i] + |z—-ij 
daca si numai daca |z| = 1 si Re(z) > 0. 

3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 


gsin 3D gsing _ sin® r. 


4. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 


0/76 +773 = a4 + 82 — 2. 
Eugen Radu 
Clasa a XI-a 


1. a) Este adevarata afirmatia : ,,dacd un sir de numere naturale este 
nemarginit atunci el are limita +oo” ? Justificati raspunsul! 

b) S& se determine toate functiile continue f : R — R care au propri- 
etatea f?(x) — 2f(x) = x* — 2z, oricare ar fiz € R. 

2. S& se determine numerele reale a > 1 si 6 pentru care 


bar? +2 


lim (V2? + ax — 2) w+" =e, 


r—0o 
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3. Sa se determine matricele A € Mo(Z) care au proprietatea 


3 (5 8 
ie ¢ is) 
4. Fie A si B matrice 2 x 2 cu elemente intregi, astfel incat matricele 
A+B, A+2B, A+3B, A+4B si A+ 5B sa fie inversabile, iar inversele lor 
sa aiba elemente intregi. Sa se arate ca matricea A + 6B este inversabila, iar 


inversa ei are elemente intregi. 
Clasa a XII-a 
1. Pentru fiecare p € N* considerém multimea U, = {z € C|z? = 1}. 
a) Sa se arate ca exista w € U, astfel incdt Up = {1,w,w*,... Pt}, 
b) Sa se arate ca daca m,n € N* si multimea U,, UU, este parte stabila 
fata de inmultirea numerelor complexe, atunci m divide n sau n divide m. 
Marcel Tena 
2. Fie (G,-) un grup si H un subgrup al lui G, cu H #G. 
a) Sa se arate ca daca x € A si y € G\H, atunci zy € G\H. 
b) Sa se arate ca daca orice doud elemente din G\H comuta, atunci 
grupul (G, -) este comutativ. 
Marian Andronache 
3. Fie0<a<bsi f : [a,b] > (0,00) o functie continua. 
a) Sa se arate ca pentru fiecare n € N* exista gi este unic numarul 
In € (a,b) astfel incat 


nf ree = f seve 


b) Fie (an)n>1 sirul definit la punctul a). Sa se calculeze lim zp. 
_ lM— Co 
' oe x ; 
4. a) Sa se arate ca sin > x — —, pentru orice z > 0. 


b) Fie f : R > [0, co) o functie continua. Sa se arate ca 
1 
= 1 .(k 
hi inj —f{— = , 
cD Dies (if (=)) | seae 
= 0 


Solutii 
Clasa a IX-a 
1. a) Existaé m,n € N astfel ca 26 — 14 = 12 = mr, 42-26 =16=nr, 
deci 4 = (n—m)r, cun—m=p natural. Atunci numarul 


2014 = 14+ 500-4 = 144 500pr 


Marcel Tena 


apartine progresiei. 
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b) Dupa impartire cu b?, inegalitatea devine 
(1 4 q oe q°°'s) (1 ie q??)8) > 4028q70!8 
ceea ce rezulta prin adunarea inegalitatilor 


g® + q1026-* > 997013, k= 01,..., 2013. 


2. a) Avem AM = (Fa) a8 + ($e 


aa) aC. Cum MB = p-b, 


MC = p—c, rezulta concluzia. 
b) Avem 


alia inteectingins 
P—* 4B +?—"Be 


Cum AB + a + oe -0 , relatia este saad cu 


p-a@_p—b_p-ce 
c..+=636raa—(‘(‘<C; S 


deci cua =b=c. 
3. a) Avem f(z) < we <> (x—/a)* > 0, cu egalitate pentru z = /a. 


b) Conform punctului anterior, este suficient s& aratam ca 
1 1 
so =. 
eo 


1\2 
Aceasta se reduce la > (+ ———]} >0. 
va wb 


4. a) Suma numerelor de pe doua fete opuse este suma tuturor nu- 
merelor folosite, adica 36. Cu doua perechi de fete opuse obtinem patru fete 
cu suma numerelor atribuite egala cu 72. 

b) Suma numerelor atribuite muchiilor este 3(1 + 2+ ...+ 8) = 108. 
Daca muchiile au numere diferite, atunci ele trebuie sa fie 12 numere dintre 
3,4,...,15. Cum 34+ 44...+ 15 = 117, trebuie ca numerele muchiilor sa 


fie 3,4,...,8,10,11,...,15. In acest caz, trebuie s& existe simultan muchiile 
8 — 7, 8 — 6, (8 — 5 sau 7 — 6) si (7 — 5 sau 8 — 4), ceea ce este imposibil. 
Clasa a X-a 


1. Functia f este suma functiei strict crescdtoare n +> n si a functiei 
crescatoare n +> [a,/n], prin urmare este o functie strict crescatoare. De- 
ducem ca functia este injectiva. 

Deoarece sirul (a,/n),,5. este nemarginit, exista m astfel incat 


[a/m] < [avm +1]. 


Atunci f(m+1) > f(m) + 2, deci functia nu ia valoarea f(m) + 1. 
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2. Pentru z=a-+ bi, a,b € R avem 
lz +1) = J/(a+ 1)? + 8, |z +i] = Va? + (6+ 1)?, |z —i] = Va? + (b— 1)?. 
Egalitatea initiala este echivalenta cu 
2(a + 1)? + 2b? = a? + (6+ 1)* +. a? + (b— 1)? + 2y/(a? + b2 + 1)? — 462, 
adic’ 2a = ,/(a? + b? + 1)? — 4b?. Aceasta este echivalent’ cu a > 0 si 


4a? + 4b? = (a2 + b* + 1)?. Ultima egalitate revine la (a? + b? — 1)* = 0, adica 
a? + b? = 1, q.e.d. 

Observatie. Problema poate fi rezolvata bazandu-ne pe interpretarea 
geometric’. Intr-adevar, dac& definim punctele A(—1), B(—i), C(i) si M(z), 
atunci |z + 1) = MA, |z+i| = MB, |z-—i] = MC, AB = AC = V2 
si BC = 2. Avem astfel /2|z + 1] = |z +i] + |z — i] dac& si numai daca 
Q\z +1) = V2|z +i] + V2|z — i], adicda dac& si numai daca 


MA-BC=MB.-AC+ MC.-AB. 


Conform inegalitatii lui Ptolemeu, ultima relatie este echivalenta cu 
faptul ca patrulaterul M BAC (cu varfurile in aceasta ordine) este inscriptibil. 
Cum A, B,C se afla pe cercul unitate C, inscriptibilitatea este echivalenta cu 
OM = 1si cu faptul ca M se afla pe semicercul lui C care nu-! contine pe A, 
adica |z| = 1 si Re(z) > 0. 


3. Cum sin 3z = 3sin xz — 4sin® z, ecuatia se scrie echivalent 
gsin3x , Sin a o3sinz 3 sin © 
4 


, J t ’ ’ 
Fie functia strict crescatoare f(t) = 2’+-—,t € R. Atunci ecuatia se scrie 


f(sin 3x) = f(3sinz) si, din monotonia functiei f ecuatia este echivalenta cu 
sin 3x = 3sinz. Obtinem sin? x = 0, cu solutiile « = k7,k € Z. 

4, Expresiile sunt definite pentru x € (—oo, —2] U [0, +00). 

Observam ca o solutie este 0. Pentru x # 0, ecuatia se scrie 


ae 8x 
3 3 = 
Ne Vz* + 82 4 2?" 


de unde Vz? +7 (v x4 + 8x4 + x”) = 8. Pentru x > 0 expresia din membrul 
stang defineste o functie strict crescatoare, deci in acest caz solutia evidenta 
x = 1 este unica. Pentru x < —2 expresia din membrul stang este negativa, 
deci solutiile ecuatiei sunt 0 si 1. 


Clasa a XI-a 


1. a) Nu, de exemplu z, = n(1+ (—1)"). 

b) Avem f(r) = 1+ (x —1), deci f(x) € {x, 2 — x} pentru orice x € R. 

Daca exista 21,22 > 1 astfel incat f(x1) = 2) si f(x2) = 2 — ze, atunci 
f(zi) > 1, f(z2) < 1 si nu exista x intre x, gi x2 astfel incdt f(r) = 1, ceea 
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ce contrazice faptul ca functia are proprietatea lui Darbouz. Astfel f(x) = x 
pentru orice x > 1, sau f(x) = 2— 2 pentru orice z > 1; analog pentru z < 1. 

Obtinem patru functii: f(z) = z, x € R, f(x) = 2-2,7€E R, 
f(x) =1-|r-1|, ce Rsi f(x) =14+|z-1], 7 eR. 


A 5 br? + 2 
2. Notand f(r) = Vz? + ax — z si g(x) = , avem 


+1] 
im, f(x he 2 5 i = ng (2 Vr too, b# 0. 


Daca a £ 2, ee ceruta este e pentru b = 0 si a = 2e. 
Daca a = 2, atunci f(z) #1, Vr > 0 si 


. g(z) —* _ 9(z)(f(z)- 1) 
jim f(z)" = lim ((1+ f(e) -1)72=) 


) 


1 
j —1)f(x)-1 = 
jim (1 + f(x) —1)f@-i =e 
lar 
—(bx? + zx) b 
jim x) (f(x) -1 =H," 
aI MF(2) —)) = > ee Ge Forse 1) 2 
deci limita este e pentru b = —2. 
3. Din (det(A))? = det(A®) = 1 obtinem det A = 1. Notand cu ¢t urma 
matricei A, atunci A? = tA — Ip. Rezultaé A® = tA? — A = (t? —1)A—th, 


de unde 18 = tr A? = ¢? — 3t. Rezultat =3 si A= ( : , care convine. 


1 
1 2 

4. Relatia (det M)(det M—!) = 1 arat& c& o matrice inversabilia M cu 
elemente intregi are ca inversa o matrice cu elemente intregi daca si numai 
daca det M = +1. 

Ipoteza spune ca pentru functia f : R > R, f(z) = det(A + Br), una 
dintre ecuatiile f(z) = 1 sau f(x) = —1 are cel putin trei solutii. Cum aceste 
functii sunt polinomiale de grad cel mult doi, rezulta ca una dintre functii 
este constanta. Deducem ca f(6) = det(A + 6B) = +1, de unde concluzia. 


Clasa a XII-a 
a) Up = {008 ois sin a K=O) 152): “> Cerinta se 


T T 
realizeaza, de exemplu, pentru wp, = cos — + isin — 


Pp 
b) Daca U,, U Up, este parte stabila, atunci U., U U,, contine elementul 


Wass: In acest caz avem, de exemplu, WmWn € Um, deci Wmwn = we, 
20 2(s —1)x ae 
s € {1,2,...,m}. Rezult& w, = ws>!, de unde a= ~~. adica 
m = (s — 1)n, deci n|m. 
2. a) Dac& zy = z € H atunci, deoarece x! € H si H este parte 
stabila, y = z~!z € H — contradictie, deci zy ¢ H. 
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b) Daca x € A si y € G\H, atunci y(cy) = (ry)y si, prin simplificare 
cu y, zy = yx. Daca x € A si y € A, atunci luam z € G\H si obtinem 
(xz)(yz) = (yz)(xz), deci xyz? = yrz*, de unde ry = yz. 

3. a) Daca F este o primitiva a lui f, atunci cerinta este 

(n+ 1)F (tp) = F(b) + nF(a). 
Functia F' este continua gi strict crescatoare, iar 
(n+ 1)F(a) < F(b) + nF(a) < (n+ 1)F(b), 
deci exista gi este unic x, € (a, b) astfel incét (n+ 1)F(ar,) = F(b) + nF(a). 


b) Avem 
F(b)+nF(a)  F(b)+(n+1)F(a) _ F(b) - F(a) 6 
n+1 n+2 (n+1)(n+2)°> ° 


n+1 


toare, rezulta ca sirul Cee este strict descrescator, deci are limita. Apoi 
F(b) .. nF(a 
EM), ) + lim Ee) ) 


con+]l noo n+] 


) este descrescator. Cum F este strict cresca- 
n>1 


im F (gn) = jim = F(a) implica im P= a. 


3 
4. a) Consideraém functia g : R > R, g(x) = sing —x+ + Atunci 


g(x) = cosz—1+ 2, g(x) = 2x—sinz > 0 pentru x > 0, g’ este cresc&toare 
si g'(0) = 0, deci g’(x) > 0 pentru x > 0, de unde g este crescatoare pe (0, 00), 
iar g(0) = 0 conduce la concluzie. 

b) Din sin xz < x pentru z > 0 obtinem 


Be) E40)- 


Cum f este integrabila, Jim: = / f(x)dz. Din punctul a) rezulta ca 


1 k 1 
62> “t(- )- 5 oat (R) =! gaat 
1 


cu im Un = / f?(x)dzx. Din criteriul clestelui rezulta concluzia. 
0 
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PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 9/2013 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 
Clasa a V-a 


E:14533. Determinati numerele ab, a < b, pentru care numdrul 
= (abba — abab) : (b — a) + ab 
este cub perfect. 


Gheorghe Iacob, Pagcani 
Solutie. Folosind scrierea zecimala obtinem N = 9+ ab, deci N are doua cifre. 
Cuburile perfecte de doua cifre sunt 27 si 64. Din 9+ ab = 27 obtinem ab = = 18, iar 
din 9 + ab = 64 obtinem ab = 55, care nu convine. 
E:14534, Demonstrati cd 350°! + 4400! < 73001, 
Ion Safta, Pitesti 
Solutie. Relatia se scrie 3 - 3°00 + 4 . 44000 < 7.7300 sau 
3 - 35000 4 4. 44000 ~ (3 4 4) . 73000 
sau inca 3 - 35000 4 4. 44000 < 3 . 73000 + 4.73000. Vom demonstra c&, 3°00 < 73000 
gi 44000 < 73000 Avem 35000 — (38) °° — 2431000 gj 73000 — (73) — 3431000, 


de unde deducem 3°00° < 73000, Din 44000 — (440° = 2561000 gj 73000 — 3431000 
deducem 41000 < 73000, 


E:14535. Ardtati cé numérul a = 13 + 27°18 este multiplu al lui 7. 
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu 
Solutie. Avem 


Ve 


a= 13+ (23)) =134+ 8°? = 13+ (741) =134+M74+1= M7. 


E:14536. Fie a = 8222 si b= 242'4. Ardtati cd a > b. 
Elefterie Petrescu, Bucuresti 


Solutie. Avem a = 8222 > 812! = (34)? = 384. Pe de alta parte 
b = 24214 < 24314 = (3°) = 3. 
Din cele doua relatii deducem ca a > b. 


Clasa a VI-a 


E:14537. Se consideré un numdr natural n care impartit la 10 da restul 4 32 
impartit la 7 da restul 5. 
a) Aratati cd n+ 2 se divide cu 14. 
b) Ardtati cd numarul 2013” — 1 este divizibil cu 2014. 
Dana Paponiu, Drobeta Turnu-Severin 
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Solutie. a) n = 10k+4 implicd n+ 2 = 10k +6, adica 2|n+2, (1). n= 7p+5 
implica n + 2 = 7p + 7, adic&d 7 | n+ 2, (2). Cum (2,7) = 1, din (1) gsi (2) rezulta 
14|n+2. 

b) Avem 2013” — 1 = (2014 — 1)” — 1 = M2014+ (—1)” —1. Din a) deducem 
c& n este numar par gsi atunci 2013" — 1 = M20144+ 1-1 = M2014. 


E:14538. Determinati numerele naturale ab care au proprietatea ca 
ab ? = 6(3b + 2)(b + 1). 


Gheorghe Iacob, Pascani 


Solutie. Egalitatea se poate scrie ab = 2(3b + 2)(3b + 3). Deoarece 
(3b + 2)(3b + 3) este produsul a doud numere consecutive, ultima lui cifra poate 


fi 0, 2 sau 6 si atunci ultima cifra a lui ab poate fi 0, 2 sau 4. Daca ab are ultima 
cifra 0, atunci b = 0, dar egalitatea a0’ =12 nu poate avea loc. Daca ab. are ultima 
cifra 4, atunci b = 2 sau 6b = 8. Pentru b = 2 obtinem a2 = 144 si aunci ab = 12, iar 
pentru b = 8 obtinem a8 = 1204 care nu poate avea loc. Alte cazuri nu mai sunt, 
deoarece ultima cifra a lui ab nu poate fi 2. 


E:14539. Trei elevi, Mosanu, Niculescu si Popescu, avaénd prenumele Alez, 
Barbu si Costel, au participat la un concurs de matematicad, unde au primit cate 
15 probleme. La final, Mosanu a avut cel mai mic numar de probleme rezolvate 
corect. Barbu $i Costel au rezolvat impreuna cu 12 probleme mai mult decdt Alez, 
Alex $i Costel au rezolvat impreuna cu 4 probleme mai mult decat Barbu. Aflati care 
sunt numele complete ale celor tret copti si cate probleme a rezolvat fiecare, sttind 
ca numdrul problemelor rezolvate de Niculescu este tret septimt din suma numerelor 
problemelor rezolvate de ceilalti dot. 

Adrian Zanoschi, Iasi 


Solutie. Fie a, b, c numarul problemelor rezolvate de Alex, Barbu, respectiv 
Costel. Din relatiile b+c=12+asia+c=4+ 6 rezulté cac=8 sib=4+a. 
Cum numarul problemelor rezolvate de Niculescu se divide cu 3, rezulta ca numarul 
problemelor rezolvate de Moganu sau de Popescu este 8. Singurele numere intregi 
pozitive, cel mult egale cu 15, care adunate cu 8 dau un multiplu de 7 sunt 6 si 
13. Numéarul 6 nu convine, deoarece, in acest caz, doi elevi ar avea cate 6 puncte 
si atunci ei ar fi la egalitate, pe ultimul loc. Deci, cei trei elevi au rezolvat 8, 9, 13 
probleme. Prin urmare, Mosanu este Costel si are 8 probleme rezolvate, Niculescu 
este Alex gi are 9 probleme rezolvate, iar Popescu este Barbu si are 13 probleme 
rezolvate. 


E:14540. Numerele naturale a, b, m verifica relatia 2a+6b—5m =0. Aratati 
cd a* + b? se divide cu 5. 
Ion Safta, Pitesti 
Solutie. Relatia data se scrie 2a+b+5b = 5m de unde deducem ca 5 | 2a+b sau 
5 | 2ab+b?, (1). Relatia initiala se mai scrie 5a—3a+6b = 5m sau 5a—3(a—2b) = 5m 
de unde 5 | a—2b sau 5 | a? —2ab, (2). Din (1) si (2) rezulta 5 | (a? —2ab)+(2ab+57), 
adicaé 5 | a? + b?. 
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Clasele a VII-a si a VIII-a 


E:14541. Fie z > 0 un numar real. Aflati solutiile ecuatiei {rx} — {201327} = 

=z, unde {a} reprezintd partea fractionara a lui a. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
Solutie. Se gtie cA x = [xz] + {x}, de unde {xz} = x — [z]. Ecuatia devine 
x — [x] — {20132} = x sau [z] = —{2013z}. Dar [z] € Z, iar {20132} € (0,1) gi de 
aici [x] = 0 si {20137} = 0, ceea ce inseamn’ c& x € [0,1) si c& 20132 = k unde 


k € Z, deci x = unde k este numar intreg de la 0 la 2012. 


2013’ 
E:14542. Punctele E, F $i G sunt mijloacele laturilor AB, CD 31 respectiv 
AD ale paralelogramului ABCD. Punctul H este intersectia dreptelor CE si BG, 
tar punctul M este intersectia dreptelor AF si BG. Paralela dusé prin punctul B la 
dreapta DH intersecteazd dreapta CE in punctul N. Demonstrati cé dreptele MN 
st AB sunt paralele. 
Elefterie Petrescu, Bucuresti 
Solutie. Notam {P} = BNO AF si {Q} = DHO AF. In AAPB, EN || AP si 
EF mijlocul lui [AB] implica N mijlocul lui [BP], (1). Acum, in AAMB, EH || AM 
si E mijlocul lui [AB] implic’ H este mijlocul lui [BM]. In AMBP, HQ || BP si 
H mijlocul lui [BM] implica Q este mijlocul lui [MP]. In ADHC, QF || HC si 
F mijlocul lui [CD] implicd Q este mijlocul lui [DH]. Din Q mijlocul lui [MP] si 
mijlocul lui [DH] rezult8 DPH™M paralelogram gi atunci DP || MH. In AADP, 
GM || DP si G mijlocul lui [AD] implica M este mijlocul lui [AP], (2). In sfarsit, 
din (1) gi (2) rezulta MN linie mijlocie in AABP, de unde MN || AB. 


E:14543. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incadt abc = 1. Demonstrati 


1 ‘. 1 m 1 eatbite 
a+b b+e atc 2 


Traian Preda, Bucuresti 


ry r+ 


< = pentru orice z, y numere reale pozitive. 


Solutie. Vom arata ca 
x 


Relatia este echivalenta cu (x+y)* > 4ry = (r—y)? > O care este evident adevarata. 
Acum 
1 1 1 Cc a b — ac-be | ab-ac_ , ab-be 


ee ees = + < 
ae ee ae qeeber abeae ace be ac+be ab+ac ab+bc 


ae eee 
Z ene got ae ab + bc _ ab + be + ac 2 a“ +b*+c | 
— 4 4 4 2 2 
ultima relatie fiind binecunoscuta. 
E:14544. Fie A = {[nV/2]|neN*} i B = {[(2 + V2)n] | n € N*}, unde [2] 
reprezinta partea intreaga a lui x. Calculati AN B. 
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 
Solutie. Vom arita ci AN B = @. Sa presupunem ci zt € ANB, deci 
g = [nV/2] = [m(2+ V2)}. Atunci ¢ < n/2<2+1 siz < m(2+ V2) < ct], 
inegalitatile fiind stricte, deoarece numerele /2 si 2+ /2 sunt irationale. Deducem 
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n Z 1 ae _ om is 1 ae faa Ee 1 de 1 Priel: 
—_— < — < - si —— —, — < —+ —— < ——__, 
zr+1 $2 zr atl DAS? zr+1 $ V2 24/2 r 


ceea ce intra in contradictie cu —= + ——= =l1sim,n,z EN". 
we Dee” 


Observatie. Se poate arata si ca AU B = N*. 


E:14545. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat abc = 2013. Aratati ca 


on, DAC 4. o4G - Vat vbt+ve 
a2+b2 °° b24+c2 ° c2&+a2 — f2013 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


Solutie. Folosim inegalitatea a = ate care se demonstreaza foarte 
usor. Cu aceasta Ss + pS 4 ST < tot 
Dar 5 < = a = ne si la fel are § as. respectiv 
2 a 2 2 2 a b Cc 
re ~~. De aici totes et ae 


E:14546. Fie paralelogramul ABCD cu AD 1 AC. Notdém cu N proiectia 
luiC pe BD si cu P stmetricul lut B fata de AC. Demonstrati ca AN L NP. 

Eugen Predoiu, Calarasi 

Solutie. Din CP || AD, [CP] = [AD] si m(x DAC) = 90° rezult&é ACPD este 

dreptunghi. Triunghiul DC'N este dreptunghic in N si fie NE mediana (E € DC); 


rezulta EN = = Cum [DC] = [AP] obtinem EN = ~ In triunghiul APN 


AP 
avem EN mediana si EN = > rezulta ca triunghiul este dreptunghic in N. Prin 
urmare AN 1 PN. 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasele a IX-a si a X-a 


26803. Fie triunghiul ABC si mg lungimea medianei din A. Sa se arate ca 
aria triunghiului este mai micdé sau egalé decét m2tg—. 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


; A 
Solutie. Inegalitatea mates > S este succesiv echivalenta cu 


A be A A A 
2a —. > ss : —— va 2-0 
m< sin T= 5 sin A - cos 3 bc sin ° cos 5 & 


2 2 2 2 
b*+c*-—a 
ae b Bes ae SES 
aie 5 = O° +C 5 > be + 5 
 b? +c? > 2be & (b—c)*? > 0. 


Concluzia rezulta. 


136 PROBLEME REZOLVATE 


26804. Sd se determine functiile f : N* — N* care satisfac relatia 
f2(n) is n 14+ f(n+1) 
n+f(n)  f(n) 2 j 
oricare ar fin € N*. 
Catalin Cristea, Craiova 


Solutie. Pentru n = 1 obtinem f(2) = 2f(1) —3 Fae ay Notand 


f(1) =a eN*%, din f(2) € N* rezulta a? +a|4a+2>a+4+1|4a+2=4(a+1) —-2, 
deci a+1|2. Deducem ca a = 1 gi, prin inductie, f(n) =n, oricare ar fi n € N*. 


26805. Numerele reale pozitive x, y, z au proprietatea ca xy, yz, zx <1. Sa 
se demonstreze ca 
(l+a7)(1+y?)  (1+y?) (142?) (L+2*)(1+2*) | 3t+aytyzt20 
24274 y? 24+ y?2 + 2? 242452 2 
Ionut Ivanescu si Lucian Tutescu, Craiova 
Solutie. Avem 


(1+ 2?) (1+ y?) Z l—2*y? \ 
Sy a” 
_ 3- (1 — zy) Ew 3 ee 


2+27+y? 2(1+ zy) 
1 
=3- 5 (l-sytl—yz+1—2a)= Stay tee 


26806. Sa se arate cd un triunghi in care OH = R este dreptunghic. 
Marcel Tena, Bucuresti 


Solu{te. Ridicand la patrat relatia lui Sylvester OH = OA+0B +06 , obtinem 
R? = 3R? + 2R? (cos XAOB + cos XBOC + cos COA) © 
< 1+c0s2A+cos2B + cos2C =0 © 4cos Acos BcosC = 0, 


de unde rezulta concluzia. 


26807. Sa se rezolve sistemul 
Vale-Yofi=" 
Sl 4/z./a + aly ly /y = 


Traian Taémdian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Sistemul se scrie x2 —ys =7si ré +y# = 3. Notandu= r8,u= ys, 
avem v = 3—usi u?—(3—u)? = 7. Ultima ecuatie se scrie (u—2) (2u? — 5u + 17) = = 0, 
de unde u = 2, v=3-—2=1siz2 = 2° = 256, y = 1. 


26808. Fie a, b, c numere compleze distincte de acelagi modul. Sa se arate ca 
punctele de afize a, b, c sunt varfurile unui triunghi echilateral daca $1 numai daca 


a?(b — c) +. b°(c — a) + c° (a — b) = 0 
Marian Cucoanes, Marasesti 
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Solutie. Din identitatea 
a>(b—c) + (ec — a) + c*(a— b) = (a—b)(b—c)(a—c)(at+b+C0) 
rezulta a+b+c = 0. Cum a+b+c este afixul ortocentrului, cerinta este demonstrata. 


26809. Sa se determine functiile injective f : R* > R* astfel incét f(0) =0 
st f(f(z)y) + zy = 2f(x) f(y), oricare ar fi x,y € R*. 
Florin Rotaru, Focgani 
Solutie. Avem f(f(r)y) = 2f(z) fly) — zy = 2f(y)f(z) — yx = f(f(y)z), de 
unde f(x)y = f(y)xz, conform injectivitatii functiei f. Atunci fo = f(1), prin 
urmare f(x) = xf(1), oricare ar fiz € R*. Functiile f : R* > R*, f(x) = az verifica 
cerinta, Va € R*. 
26810. Considerém un poligon cu n laturi avand varfurile in puncte de co- 


ordonate intregt si avdnd toate laturile de aceeasi lungime. Sa se arate ca n este 
numar par. 


* ok OF 

Solutte. Fie A; Ag... A, poligonul dat si consideram vectorii A, A; = rrr + 
re AAs = @21+boj,..., AnAi = Qn +p 7 Unde Q1,+-+;4n,B1,<0+5Bn EZ. 
Avem a? + 6? = a2 + b2 =...=a? + b? = L, L € N*. Evident L este de forma 4k 
sau 4k +1. Daca 4 divide L, atunci toate numerele aj,...,an,61,...,b,Ssunt pare. 


Impartind prin 4 si repetand procedeul, putem presupune ca L este impar. 
nr nr 
—_  —-+ —_ ~~ > 
Deoarece A; Ag + A2A3 +...+AnAi = 0, avem So 4: = >> bi = (0. Cum 
1=1 i=l 
n Tm 
m* = m (mod 2), avem nL = > (a? + b7) = S~ (a; + b;) = 0, deci nL este par, 
i=1 i=1 


de unde rezulta concluzia. 


Clasele a XI-a si a XII-a 


26811. Fie n > 3 un numar natural. Sd se determine n+ 1 numere naturale 
care au proprietatea ca sumele de cate n numere dintre ele formeazdé multimea 


{n? + 2,n? + 4,n?+6,...,n?+2n—2,n? 4 2n}. 


Marcel Chirita, Bucuresti 
Solutie. Fie 21, 22,...,%n+1 cele n+ 1 numere gsi S suma lor. 
Avem S — fn41 = n*+2n, S—apn =n? +2n-2,...,S—a22 =n? 42 si 
S—2,=a€M = {n* + 2n,...,n?+4,n? +2}. Prin sumare obtinem 


(n+1)S—-S=n?4+n?4+n+<4, 


de unde a= n(S —n?-—n-1). 

Daca n este impar, in M exista un singur multiplu al lui n, anume n? + 2n. 
Rezult& a = n* + 2n si S = n? + 2n+ 3, de unde obtinem numerele 3,3,5,7,..., 
2n—1, 2n+1. Daca n este par, avem si cazul a = n?+n. Obtinem S = n?+2n+2 
si numerele sunt 2,4,...,2n si din nou n + 2. 
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26812. Considerdm sirul de numere reale (rp),,5, definit prin x; = 1 31 


In n+l 7 ee 
Intl = —+—>5-, Nn] 1. Sa se arate ca lim nz, = 1. 
mr Tm n—oo 


Catalin Cristea, Craiova 


ae as oh to = 3 # tn < 3, oricare ar fin > 2. Intr-adevar, prin inductie, 
n+ n+ 3 1 
Tati S 7 + aa age <3, Vn > 2. Cum z,, > 0, din guar $24 2H, 


4 v e e 1 
rezulta ca girul (z,),, converge la 0. Atunci (n+ 1)tn41 = = In + (* a =) 
n n 


converge la 1, ceea ce trebuia aratat. 


26813. Fie matricele inversabile A,B,C € M,(R) cu AC = CA si B?C? = 
= I,,. S& se demonstreze ci det (ABC +CBA+ A? +1I,) > 0. 
Traian Tamdian, Carei, Satu Mare 
Solutie. Din B?C? = I,, rezulta ci. B~! = BC?. Atunci BC*B = I, si 
(ABC + I,,)(CBA+I,) = A(BC’B) A+ ABC + CBA+I, = 


= A?+ABC+CBA+ In. 
Cum AC = CA, avem 
det (ABC + I,) = det A- det (B + A~*C™') - det C = 
= det C - det (B+ A~'C™") - det A = det (CBA+ I), 
deci det (ABC + CBA + A? + I,,) = det? (ABC + I,) > 0. 


26814. Sd se rezolve ecuatia 37 + 287 = 8* + 277. 
Aurel Dobogan, Lugoj 
Solutie. Observam ci x = 0 si x = 2 verifica ecuatia. Fie r = 2y. Ecuatia 
devine 784¥ — 729¥ = 64¥ — 9¥. Consideram functia f : (0,co) > R, f(t) = t¥, cu 
f'(t) = yt¥—!. Conform teoremei lui Lagrange, exista c, € Sie 784) gi co € (9,64) 
astfel incat 784¥ — 729¥ = 55-y-c¥* si 649 —9¥ = 55-y- ch” *, de unde y = 0 sau 
y = 1. Prin urmare z = 0 sau x = 2. 


26815. Sd se determine functiile derivabile f : [0,co) > R cu proprietafile: 

a) f’ este functie strict crescatoare; 

b) 27 f'(x) = f2(f(z)), oricare ar fi x € [0, 00). 

Florin Stanescu, Gaesti 

Solutie dat& de profesorii Vlad Cerbu si Mihai Piticari, din Campulung 
Moldovenesc. Vom rezolva problema in ipoteza mai slaba: 

a’) f' este crescatoare. 

Vom folosi urmatoarele proprietati ale functiilor convexe. 

Lema 1. Daca f : ee oo) — R este o functie crescdtoare, convera $t necon- 
stantd, atunci Jim f(z) = 


Lema 2. Daca f : i oo) + R este o functie converd si f(0) = 0, atunct 
functia g : (0,00) +R, g(z) = 

Lema 3. Fie I un interval si f : I 3 R o functie derivabila. Atunci f este 
convexra daca si numai dacé f(x) > f (xo) + f' (Zo) (2 — Zo), Vz, Zo € I. 


este crescatoare. 
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S& trecem acum la rezolvarea problemei. Pentru inceput, observam ca, deoa- 
rece f’ este functie crescatoare, rezulta ca f este functie convexa. 

Din b) obtinem f’(x) > 0, Vx € (000), deci f este functie crescatoare. 

Daca f(0) = a > 0, facdnd x = 0 in b), obtinem f(a) = 0, iar cum f este 
crescatoare, deducem ca 0 < a = f(0) < f(a) =0, absurd. Prin urmare f(0) = 0. 

Fie M = sup{z| f(z) =0}. Daca M = oo atunci, datorita monotoniei, 
f(x) =0, Vx > 0. Functia identic nula satisface cerintele problemei. 

Aratam acum ca situatia M € (0,00) este imposibila. Intr-adevar, dac&’ M € 
€ (0, co), atunci, cum f este continua gi crescatoare, rezulta ca f (x) = 0, Vz € [0, M] 
si f/(z) = 0, Vaz € [0,M]. Deoarece im. f(x) = 0, rezulta cad existé b > M 
astfel incat f(b) € (0,M) si atunci f(f(b)) = 0. Din b) obtinem f’ (b) = 0 si, 
cum f’ este crescatoare si pozitiva, rezulta ca f’(r) = 0, Vx € [0,6], iar de aici 
deducem ca f(x) = 0, Vz € [0,6]. Avem b > M gi f(b) = 0, ceea ce contrazice 
M = sup {x | f(x) = 0}. 

In sfarsit, daca M = 0 atunci f(z) > 0, Vz > 0. Aratam ca, in acest caz, 
f(z) = z, Vx € (0,00). Pentru aceasta, consideram functia 9g : (0, 00) — (0,00), 

/ 

g(x) = - — Fay: Evident g este derivabila, g’ (rx) = SE Va € (0,00) 
si Jim | g(x) = 0 (din lema 1). 

Daca f(z) > z, Vz > 0, atunci g(x) > 0, Vz > 0. Dar f(z) > x implica 
f? (f(z)) > f?(z), adica x? f'(x) > f(x), deci g! (x) > 0, Vz > 0. Prin urmare 
functia g este crescadtoare si, cum Jim | g(x) = 0, obtinem g(x) < 0, Vz > 0. Asadar 
g(x) = 0, Vz > 0, deci f(x) = z, Vx > 0. 

Functia identica verifica cerintele problemei. 

Daca exista a > 0 astfel incdt f(a) < a atunci, conform lemei 2, pentru orice 


fl) < fla) 4 deci f(z) < z, Vz € (0, al. 

Fie xp = tay f(z) < x}. Daca zo € (0, 00), atunci f (zo) = zo si din 
conditia b) obtinem f’(zo) = 1. Aplicdnd lema 3 rezulta f(x) > xz, Vx > 0, 
contradictie. Ramane ca Zp = oo, adica f(x) < z, Vax € (0,00) si atunci g(x) < 0, 
Va > 0. Dar f(x) < x implicé f?(f(z)) < f?(x), adicd x? f’(x) < f?(x), deci 
g'(z) <0, Vx > 0. Prin urmare functia g este descrescatoare si cum lim g(x) = 0, 

t&—>0O 
obtinem g(x) > 0, Vx > 0, absurd. 

In concluzie, daca folosim ipoteza a) a problemei nu exist& nicio functie cu 
proprietatile cerute, iar daca inlocuim a) cu a’) obtinem functia nula gi cea identica. 


x € (0,a] avem —— 


26816. Fie (G,-) un grup finit de ordin impar si H un subgrup propriu, 
necomutativ, al lui G. Sd se arate cd eristd doud elemente distincte din G \ H care 
comuta. 

Romeo Raicu, Blaj 

Solutie. Fie xz € G\ H. Atunci c-' € G\ H si x 4 x—!, deoarece grupul are 
ordin impar. Cum z si z~! comuta, problema este rezolvata. 
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PROBLEME PROPUSE 


PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE) 


Prezentam mai jos un model pentru proba de matematica a Evaluarii 
Nationale a elevilor din clasa a VIII-a. 


SUBIECTUL I 
1. Rezultatul calculului (—2° + 10) : 3 — 2 este egal cu ..... 


2 
2. Daca . =a) atunci a — ae 


3. Media aritmetica a trei numere este 7. Suma celor trei numere este 


4. Un triunghi dreptunghic isoscel are ipotenuza egala cu 6 cm. Aria 
triunghiului este egala cu ..... cm?. 


5. Lungimea diagonalei unei fete a unui cub este egal’ cu 5/2 cm. 
Volumul cubului este egal cu ... cm’. 


6. In tabelul din Figura 1 sunt redate rezultatele obtinute de elevii unei 
clase la proba de matematica a Evaluarii Nationale. 


= 
> 
© 
— 
© 


0 2 4 5 6 8 10 note 
Figura | 
Numarul elevilor care au obtinut note mai mici decat 6 este ...... 
SUBIECTUL al II-lea 
7. Desenati pe foaia de examen un tetraedru regulat gi notati-i varfurile 
A, B, C, D. 
8. Cu 29 de lei se pot cumpara 7 creioane gi 5 pixuri. Cu 12 lei putem 


cumpara 3 creioane gsi 2 pixuri, de acelagi fel. Cat costa un creion gi cat costa 
un pix? 


1) La problemele din aceasta rubric’ nu se primesc solutii. (N.R.) 
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9. Calculati media aritmetic’ a numerelor a = 4/ (2/2 — 3)?+(/2-1)” 


si b = \/(V6 — 1)(V6 +1) — 1/ (2 — V5). 


10. Se considera functia f : R— R, f(x) = 2x +m, unde m este un 
numar real. 

a) Pentru m = —4 reprezentati grafic functia. 

b) Determinati pe m stiind c&i punctul P(m, 2m+ 3) apartine reprezen- 
tarii grafice a functiei. 

11. Aratati cd numarul a = ,/(n + 1)(n + 3) +1 este natural, pentru 
orice n numar natural. 


SUBIECTUL al III-lea 


12. Figura 2 reprezinta schita unui teren de joaca. Punctul M este 
mijocul lui [AB], punctul N € (BC) astfel incat BC = 3-CN, iar punctul 


P € [CD] astfel incat Po = as Triunghiul MNP este acoperit cu nisip. 
Daca AD = 32, z € R‘ si AB = 16 m, se cere: 


P C 
N 
A M B 
Figura 2 


a) Exprimati in functie de x aria triunghiului MNP. 

b) Aflati valoarea lui x stiind c& aria triunghiului MNP este cu 64 m? 
mai mica decat aria dreptunghiului ABCD. 

c) Pentru x = 2 aflati ce procent din aria dreptunghiului ABCD repre- 
zinta aria triunghiului MNP. 


13. Un acoperis are forma piramidei VABCD din Figura 3. Stiind ca 
AV =6 msi VO = 3v2 m se cer: 


Vy 
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a) Aria laterala si volumul piramidei. 
b) Masura unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei. 
c) Distanta de la O la o fata laterala a piramidei. 


Clasa a IX-a 
14, Sa se calculeze sina stiind ca tes = 2: 


15. Sa se precizeze semnul numarului 


sin 1 -sin2-sin3-...-sin13. 


16. Sa se arate ca in orice triunghi ABC’ avem 
(sin? B + sin? C) (cos* B + cos” C)> sin? A. 
17. Sa se determine numerele reale x stiind ca — sin z, sinz, sin 2x sunt 
In progresie aritmetica. 
18. Numerele rele a si 6 verifica 
sina + sinb = cosa+cosb = V2. 
Sa se calculeze cos(a — b). 


19. Sa se arate ca sin 1° este numar irational. 


Clasa a X-a 


20. S& se arate ci V3 € (V2, logy, 64). 
2a+ 3b Iga+lgb 
a 


21. Numerele reale a gi 6 verifica lg 
Sa se calculeze 7 


22. Sa se determine numerele naturale a pentru care 


logs n+ logs n< 0. 


23. Sa se rezolve ecuatia sinz = sin2z, rE R. 
24. Sa se rezolve ecuatia sinz + 2cosz = 4, 7 ER. 
iw ° ; y2 
25. S& se rezolve ecuatia 2°"7 + 20S? = 2'*2 «eR. 


Clasa a XI-a 


a,b,cER 


Corea 
Ke QO Oo 


1 
26. Se considera multimea M = 0 
0 


a) Sa se calculeze det A, unde Ac M. 
b) Sa se arate ca (A — I3)*°'* = Os, oricare ar fi AE M. 
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c) S& se arate ci A7' € M, oricare ar fi A € M. 
_ 1 
27. Fie functia f: R—-R, f(x) = Maa 
a) S& se calculeze lim x? f'(x). 
L—?OO 
b) S& se determine punctele de extrem local ale lui f. 


2 
c) S& se calculeze lim (x*f (x))” La) 
r—>OO 


Clasa a XII-a 


28. Se considera’ polinomul f = X4 — 4X 4+ 1 si 21,22,73,24 € C 
radacinile lui. 


1 1 1 1 
a) Sa se calculeze (: — ~) (: — =) (: — ~) (: — ~). 
HM bel 22 Z3 D4 


b) Sa se arate c& 2? + 23 + 23 +23 =0. 
c) S& se determine numarul de radacini reale ale lui f. 


29. Fie functia f : (0,00) > R, f(x) = cos(Inz). 
a) Sa se calculeze / ~ dz. 
1 


b) S& se determine aria suprafetei marginite de graficul lui f, axa Ox 
si dreptele zr = 1 si 7 = €. 


2 


c) Sa se calculeze lim / f"(x) da. 
n—>0o 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR? 


P:668. Jumatate dintre elevii unei clase merg la un concurs de mate- 
matica. Un sfert dintre cei ramagi merg la un club sportiv, iar restul de 9 
elevi merg la biblioteca. Aflati numarul elevilor din clasa. 

* * Ox 


P:669. Veveritele Dodo gi Didi au scorburile la o distanta de 240 m 
una fata de cealalta. Ele au plecat in acelasi timp, una spre cealalta, pentru 
a se intalni. Dodo se deplaseaza cu viteza de 25 m/minut, iar Didi cu 35 
m/minut. Dupa cate minute se intalnesc si la ce distanta de scorbura lui 
Didi? 


Iuliana Dragan, Bucuresti 


1) Se primesc solutii pana la 31 iulie 2014 (data postei). (N.R.) 
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P:670. Cate numere naturale de patru cifre au suma dintre cifra zecilor 
si cifra unitatilor egala cu 7? 
Ion Cicu, Bucuresti 


P:671. Cu 29 de lei se pot cumpara 7 creioane si 5 pixuri. Cu 12 lei 
putem cumpara 3 creioane gi 2 pixuri, de acelasi fel. Cat costa un creion si 
cat costa un pix? 

* * X 


P:672. Daca fiecare copil primeste cate 4 caiete raman 2 caiete neim- 
partite. Daca se dau cate 6 caiete catorva copii, atunci 3 copii raman fara 
caiete. Cati copii sunt? 

* * Ok 


P:673. © albina si un fluture pleaca in acelasi timp de pe o crizantema, 
zburand pe acelasi traseu, albina avand o viteza de doua ori mai mare decat 
a fluturelui. Dupa 3 ore distanta dintre cei doi era de 6 km. Care este viteza 
medie a fiecaruia? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:674. Tonel scrie 626 de numere de cate patru cifre, folosind cifrele 1, 

2, 3, 4, 5. Gasesc totdeauna printre numerele scrise de Ionel douaé numere a 
caror diferenta sa fie 0? Justificati raspunsul dat. 

Ion Cicu, Bucuresti 


P:675. Intr-un cog erau de 5 ori mai multe prune decat pere. Dupa ce 
se mai adauga 2 pere si se consuma 4 prune, in cog au ramas de 3 ori mai 
multe prune decat pere. Cate prune si cate pere erau la inceput? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:676. Marind de doud ori un numar obtinem triplul altui numar. 
Aflati numerele, stiind ca diferenta lor este 5. 
Ok Ok 


P:677. Pentru 4 creioane si 3 stilouri s-au platit 40 de lei. Cu 56 de lei 
s-au cumparat 6 creioane si 4 stilouri, de acelasi fel. Ajung 138 de lei pentru 
a cumpara 10 stilouri si 15 creioane? Justificati raspunsul! 

* kK * 
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PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU!) 


Clasa a V-a 


E:14621. Determinati numerele naturale abcd, stiind ca 
2- abcd = (acd — 2) - 19. 


Petru Todor, Sebes, Alba 


E:14622. La un concurs de matematic& au participat 30 de elevi. 
Fiecare dintre ei a avut de rezolvat cate patru probleme. Dintre concurenti, 
22 au rezolvat prima problema, 23 au rezolvat a doua problema, 24 au rezolvat 
a treia problema si 25 au rezolvat a patra problema. Aratati ca cel putin patru 
elevi au rezolvat toate problemele. 

* Ox 


E:14623. Pe masa A sunt asezate 13 cartonase rosii numerotate de 
la 1 la 13, iar pe masa B sunt asezate 13 cartonase albastre numerotate de 
la 14 la 26. Numim mutare inlocuirea unui cartonag rogu de pe masa A cu 
cate un cartonas albastru de pe masa B, astfel incat suma numerelor de pe 
cartonasele de pe masa A sa@ creasca cu un numar patrat perfect. 

Aratati ca putem inlocui toate cartonasele rosii de pe masa A in 13 
mutari. 

* * xX 


E:14624, Trei frati, A, B si C, au impartit intre ei nucile dintr-un 
sac. Fratelui cel mai mare i-au revenit cu 8 nuci mai multe decat fratelui cel 
mai mic. Fratele mijlociu a primit un numéar de nuci egal cu jumatate din 
numarul de nuci primite de ceilalti doi frati la un loc. Fiecare dintre cei trei 
frati igi imparte nucile primite in grupe de cate 5 nuci. Lui A i-a ramas o 
nuca in plus, iar lui B i-au mai ramas 3 nuci. 

a) Determinati numarul de nuci care i-au mai ramas in plus lui C. 

b) Aflati care dintre cei trei frati este cel mai mare. 


Clasa a VI-a 


E:14625. Determinati numerele naturale abcd cu proprietatea c3, im- 
partind numarul abcd la numarul dcba se obtine catul 2 si restul 74. 
Lacramioara Iuliana Techiu, Salcia Tudor, Braila 


1) Se primesc solutii pan& la 31 iulie 2014 (data postei). (N.R.) 
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EF:14626. Se considera numerele rationale strict pozitive x, y si z care 
satisfac relatiile 


a ee ee 
2009y + 2010r 2010z24+ 201ly 20112 + 2009z° 


Aratati ci numarul y este media aritmetica a numerelor z si z. 
Florin Antohe, Galati 


E:14627. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care E € (AB) 
astfel incét CE LAB gi existé D € (AC) astfel incét m(xABD) = 30° si 
BD=CE. Demonstrati ca AD = C'D. 


Ion Neatd, Slatina 


E:14628. Se considera triunghiul ABC in care m(«A) = m(<B) + 
+60°. Fie (CD. bisectoarea unghiului «ACB, D € (AB), si (DE bisectoarea 
unghiului «BDC, E € (BC). 

a) Determinati masura unghiului ¢<BDE. 

b) Demonstrati cé AE LCD. 


Daciana Lovin, Braila 


Clasa a VII-a 


E:14629. Determinati numerele naturale n pentru care numarul 
n* + 9n+94 


este patrat perfect. 
Marin Chirciu, Pitesti 


E:14630. Se considera numerele rationale nenule a, b, c si d. 
Daca 


— to 8 
atb+c+d b+c+d ctdt+ta d+a+b’ 


aratati ca abcd < 0. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


E:14631. Se considera triunghiul ABC in care m(<BAC) = 50° gi 
m(<xACB) = 30°. Punctele D si E sunt situate pe segmentele (AB) si res- 
pectiv (AC) astfel incét m(xAC'D) = 10° si m(XABE) = 20°. Determinati 
masura unghiului xADE. 

Marius Stadnean, Zalau 


E:14632. Se considera punctele A;, Ao, ..., A2ois pe o dreapta cu 
proprietatea ci distanta intre oricare dintre aceste doua puncte este mai 
mica decat 1. Aratati c& suma tuturor distantelor dintre oricare doua puncte 
este mai mica decat 1007 - 1008. 

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin 
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Clasa a VIII-a 


E:14633. Aratati cdi max (|3 — x], 2 +2) = 


: a oricare ar fi 
7" 9) 7 2 


numarul real z. 
Nicolae Ivdgchescu, Craiova 


E:14634. Se considera a un numar intreg prim gi impar, cu propri- 
etatea ci numarul a — 4 este un numar intreg prim. Aratati ca exista cel 
mult patru valori intregi ale lui n pentru care numarul n? — an +a este 
patrat perfect. 

Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 


E:14635. Se considera un tetraedru cu toate fetele triunghiuri drept- 
unghice si cu trei muchii congruente. Aratati ca inversele distantelor dintre 
muchiile opuse ale tetraedrului sunt numeric egale cu lungimile laturilor unui 
triunghi dreptunghic. 

Adrian Zanoschi, lasi 


E:14636. Determinati perechile de numere intregi (a, b) cu propri- 
etatea c& (a* — b*)* = 1+4 12b. 
Dan Nedeianu, Drobeta Turnu Severin 


PROBLEME PENTRU LICEU) 
Clasa a [X-a 


26887. Sa se arate ca exista o infinitate de numere intregi a, b, c astfel 
Incat 
a+b+c—2=(a—b)(b—c)(c— a). 


Felician Preda, Craiova 


26888. Fie ABC un triunghi inscris intr-un cerc de centru O. Fie P si 
Q simetricele ortocentrului si a varfului A fata de mijlocul laturii BC. Sa se 
arate ca O ~OB+0C + OP. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
26889. Sa se determine numerele reale x, y, z ce verifica 
1 x 1 1 
—_ = — ‘ —_ = y + ; —_ = & 1. 
ry 2z yz o£ Zz 
George Stoica, Canada 
26890. Fie sirul (Qn) n>0 de numere naturale definit prin ag = a; = 1 
$1 Qn42 = 5an41 — An —1, n> 0. Sa se arate ca a,, divide 7 + Qn41 +1, 
oricare ar fi n > 0. 
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu 


1) Se primesc solutii pand la 31 iulie 2014 (data postei). (N.R.) 
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Clasa a X-a 


26891. Fie numerele naturale pozitive x si y astfel incét 2°+y* = xy. 
Sa se arate ci z* + 1ly* < 1. 


Lucian Tutescu, Craiova si Ion Nedelcu, Ploiesti 
26892. Fie a, b, c numere reale strict pozitive. Sa se arate ca 
(a+b+c) 


he see 
a+b cta Ob+e 


a? + b°§ + c3 +a%c4+ b7a4+ cb > 
34 


Alexandru Mihalcu, Bucuresti 


26893. Fie M un punct in interiorul unui triunghi ABC si Ra, Ry, Re 
razele cercurilor circumscrise triunghiurilor MBC, MCA, respectiv MAB. 
Sa se arate ca 


1 i: 1 rn 1 Ee 1 i 1 = 1 
R, Rh R. MA MB MC 
Nicusor Minculete, Brasov 


26894. S35 se arate c& exista o infinitate de numere naturale n astfel 
incat n? + n+ 1 divide nl. 
Lucian Tutescu, Craiova 


Clasa a XI-a 


26895. Fie numerele reale strict pozitive a,b,ag,bo astfel incat a € 


E Definim sirurile de numere reale (an),,59 si (On) n>0> Qn+1 = 


1 
2° 
b 
=a(b.+ 2) sibn41 =a («, + z) ,n > 0. Sadse arate ca sirurile (an),59 
nr 


1 bn) bie convergente daca si numai daca ao = Uo. 
8 )n>0 & 8 
Mihai Dicu, Craiova 


26896. Fie matricile A, B € Mo2(C) astfel incat (tr(AB))* = tr (A?B?). 
Fie numerele reale x si y cu x? + y* = 1. Sa se arate ca 


det(xzAB + yBA) = det(AB). 


Marius Stadnean, Zalau 


26897. Fie p un numar natural nenul. S& se demonstreze ca girul cu 
termenul general y, = {/4n + 2p} — {./n + /n + p} este convergent daca 
si numai daca p este impar. 

Ioan Béetu, Botosani 
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Clasa a-XII-a 
26898. Fie f : [0,1] > (0,00) o functie continua. Sa se arate ca 
1 1 1 1 


[esas [oP sez > [sees ; [esac 
0 0 0 0 
Florin Rotaru, Focgani 


26899. Fie n un numar natural par gi 2), 22,..., Zp radacinile ecuatiei 
mr 


a” +a"-!_1=0. Aratati ca Soak =n+1. 
° k=] 
Sfetoslav Cremarenco, Buzau 

26900. Pentru orice numar natural nenul n si orice numere reale 
U1,--.,Un notam cu Q[uj,..., un] multimea expresiilor polinomiale in wu}, u2, 
..+,Umn, adica a sumelor finite de monoame au’? ul? ...u, unde a € Q si 
11,12,.--,In EN. 

Demonstrati ca pentru orice doua numere rationale pozitive a, b are loc 
egalitatea 


Q| va, Yo] =Q| ¥a+ Vo]. 


Toma Albu, Bucuresti 
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Au trimis solutii la problemele propuse urméatorii elevi: 
AIUD (ALBA) 9.9. ,,Azinte Sever“ cl.V Olteanu Alexandru (110). 
ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ cl.V Ursa Andra Gabriela (80), 
cl. VI Berindeie Alexandru (130), cl.X Borza Nicoleta (100), cl.XI Giorgavean Ioana 
(50), Lupsa Ioana (90), cl.XII Stanus Flavia (140). 
ARAD (ARAD) 9.9. 5cl.V Varga Robert (80); Lic. ,,Adam Miiller Guttenbrunn “ 
cl.V Buda Paul (270), Lile Tudor (100), cl.VI Telegdi Sarah (100), cl. VII Balita 
Andrada (100), Madoga Camelia (100), Suciu Laura (100), cl. VIII Tibre Robert 
(110); C.N. ,.Moise Nicoara“ cl.V Draghici Denis Daniel (100), cl. VII Ciubotaru 
Sabin Andrei (100), cl.X Buzgau Serban (10); C.N. ,,Samuel van Brukenthal“ cl. VIII 
Stancu Hanna (240). 
BACAU (BAC AU) 9.9. Al. I.Cuza“ cl.V Chicea Bianca (170), Damatarca 
Francesca (80), Hardea Radu (120), Melecciu Ioana (150), Pintilescu Razvan (150), 
Puiu Ioana (110), Puscasu Stefan (120), Saran Antonio (100), Tanas& Alexan- 
dru (160), Untea Diana (120), Vezeteu Delia (170), cl. VI Crioveicé David (120), 
Corabona Vlad (200), cl. VII Baston Radu (170), Busuioc Stefan (140), Corcoz An- 
dreea (150), Draganescu Narcisa Loredana (150), Medvetei Vladimir (120), Pascu 
Corina (130), Pugscagu Melisa (150), Rusu Alexandra Ioana (150), Ungureanu George 
(250), cl. VIII Balaban Teodor (90), Floarea Radu (70), Lupu Andrei (80), Lupu 
Stefan (90), Mecheci Tiberiu (60), Munteanu Robert (100), Popa Marius (60), Surdu 
Bogdan (80); $.g. ,,Alerandru cel Bun“ cl.V Fantu Teodora (390). 
BAIA DE ARIES (ALBA) Lic. ,,.Dr. L. Chirild“ cl.[X Bunea Alexandra (80). 
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BAIA MARE (MARAMURES) 8.9. ,,Nicolae Iorga“ cl.VII Ionut Bogdan Doru 
(100); C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl.V Ardelean Paula (30), Avram Irina (80), Rad Radu 
(90+80), cl. VI Francioli Daria (100), Trif Andrei (80), cl.IX Moraru Emanuel (80). 
BARLAD (VASLUI) $.g. ,,Jorga Radu“ cl.V Solcd Andreea Raluca (100); C.N. 
,Ghe. Rosca Codreanu“ cl. VII Apostu Alexandru Mihai (180). 

BALANA (ARGES) 9.9. cl.VI C&lina Ana Maria Adelina (100+50). 
BICHIGIU (BISTRITA-NASAUD) 8.9. cl.V CAtiul Ica (70), Mititean Florina 
(70), cl. VII Catiul Andreea (80), Pop Victoria (80). 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) S.g. ,Stefan cel Mare“ fard mentiune de 
clasd: Vaida Adrian (20); C.N. ,,Andrei Muresan“ cl.VII Tigauan Claudia (150); 
C.N. ,,Liviu Rebreanu“ cl. V Somegan Paul (100). 

BOTOSANI (BOTOSANI) CN. ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Ababei Madalina (90). 
BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl.IV Sureeti Adrian 
(180+190), cl.V Anton Iulia Andreea (150), Boldea Patricia Maria (130), Bololoi 
Valeria (160), Gherasim Marius (190), Oniga Nicoleta (190+240), cl. VI Albu Iosefina 
(130), Albu Ioana Iulia (120), Popescu Ion (130), Stanec Timeea Maria (120), Rova 
Patricia Madalina (120), cl. VII Pascariu Anda (90); fara mentiune de scoala si clasd: 
Matei Lusiano Adriano (90). 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 ,,Diaconu Coresi“ cl.V Radu Raul (230), Vaida 
Radu Andrei (370), cl. VII Ion Robert (90+140), Nedelcu Vlad (50); $.g. 5 cl.V 
Andrita Alexandru (130), Chifu Daria Ioana (150), Cotea Alexia (120), Cucu Tu- 
dor (150), Dobrin Vlad Mihai (150), Dugaiagu Luca (180), Ficard Antoniu (150), 
Gherghina Ioana (190), Ion Antonia (170), Jecza Alexandra (170), Neagu Rares 
(120), Negulescu Ioana Casandra (200), Popa Bianca (150), Suciu Mara (220), Suciu 
Teodora (170), cl. VI Boeriu Bianca Maria (200), Gavrila Loredana (90), Moldovan 
Oana (100), Vasilescu Ioana (40), cl. VII Baiu Vlad (100), Ganea Alexandra (100), 
Gozob Tudor (100), Guranda Maria (100), cl. VIII Nita Anca (100); $.g. 11 ,,S¢. O. 
Tosif “ cl. VI Iova Olga (170), Suciu Bogdan (30), cl. VIII Olaru Cristian (110), Var- 
vara Raluca (110); S$.g. 15 cl.V Pavelescu Alessandra (90), cl. VI Bratu Oana (90), 
Cristea Vlad (80); $.g. 27 ,,Anatol Ghermanschi“ cl.VI Pop Alexandru (200+190), 
cl. VIII Dumitrescu George (140); Lic. ,,A. Muresan“ cl.VI Buzea Alina (30); Lic. 
»J. Honterus“ cl.VI Ciupala Ana (60); C.N. ,, Andrei Saguna“ cl.V Galea Vicentiu 
(200), Mandai Catalin Dan (80), Manta Daria (150+130), Pandaru Mara (100+50), 
cl. VI Isaia Elena (140), Platano Cesare (170), Popa Sandra (90), cl. VII Cataron An- 
drei (30), Lupsor Ana (90+150-140), cl. IX Bumbu Alexandru (100); C.N. ,,Aprily 
Lajos“ cl.VI Jéresa Kriskta (70); C.N. ,,Dr. Ioan Megsoté“ cl. VIII Manea Cosmin 
(210); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V Andone Alexandru (150), Bucur Denisa Andreea 
(230), Ciofalau Dragos (150+150), Iaru Calin (150), Pintiliciuc Ana Maria (300), 
Trusca, Daria (150). 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,J. Creangaé“ cl.V Bratosin Alexandru (130), Ciuperca 
Isabel (100), Cozma Alexandru Andrei (90), Stefan Roberto Ionut (90), Tabarca 
Alexandra (80); C.N. ,,Gh. Munteanu Murgoci“ cl.V Ursache Maria Aurelia (190), 
cl. VI Andreev Maria (40), Jianu Andreea Alexandra (40), Munteanu Alexandru 
(50), Popescu Teodora Maria (110), Socol Diana Oana (120), Tarau Maria Georgiana 
(70); C.N. ,,Nicolae Bélcescu“ cl.V Diaconescu Luana Alexandra (130+180), cl.VI 
Anghel Andreea Maria (210+230), Anghelug Andreea (90), Bogatu Andrei (250), 
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Bujor Andreea (200), Burlacel George (200+210), Buruianad Albert (160), Caraivan 
Ricardo (170), Cioroiu Ioana (170), Ciurea Bogdan (190+210+60), Constantinescu 
Roxana (110), Cristache Ionut Gabriel (130), Dihter Emilian (50), Done Mihnea 
(200+60), Donescu Irina (80+280+180), Dragomir Razvan (40), Draghici David 
(60+80), Enache Radu (160), Fotin Andrei Stefan (200+160+90), Fudulu Dennis 
(70+160+90), Giultec& Maria (240), Gligoce Irina (190), Iliescu Maria (150), Is- 
trate Vlad (60), Lupascu Irina (200+170), Mitache Alexandru (250), Munteanu 
Irina Mihaela (190), Naidin Teodora (80+190), Negrisan Argaluis (50), Paraschiv 
Teodora (140), Pavel Marinel (220), Petcu Alexia Octavia (120), Petrache Silviu 
(190), Popescu Maria (50), Roadevin Stefan (200), Sasu Elena (80+160), Sofrone 
Mihnea Andrei (220+170), Staicu Andrei (150), Surdu Cristian (160+190+190), 
Taflan Maria (230), Tanase Maria (220), Turcu Stefan (200), Turtoi Robert Stefan 
(150+240), Tovarnac Tudor (140), Uzureanu Gabriela (60), Varlan Andrei (270+ 
+ 1704280), Zeles Miruna (60+120), cl.VII Antoche Andreea (110+60), Bazan 
Alexandru (70), Balan Mircea (70), Boeru Briana (100), Ciineanu Andrei (50), Decu 
Tudor (50), Lupgsa Sabina Florina (40+130), Marin Anda Irina (100), Mihailescu 
Cristian (120), Neagu Andrei (100), cl. VIII Valeanu Alexandra (130), fara mentiune 
de clasd: Asan Ana Maria (100+70+240); fard mentiune de scoala si clasd: Neculau 
Cristian (160+130). 

BUCURESTI $.9. 11 ,,J.H. Radulescu“ cl.V Dumitriu Alexia Maria (50); $.g. 12 
,,Herdstrdu“ cl. VI Fota Michelle (190); $.g. 56 cl. VI Mihai Andrei Cristian (220), 
Pargaru Radu Andrei (80), Vintila Maria Theodora (170); $.g. 79 cl.III Albu Victor 
(100+180); $.g. 97 cl.V Badea Bianca Maria (170+130+150), Ghizdavu Irina An- 
dreea (110), cl. VII Badea Alexandru Ioan (160+240+180); $.g. 111 ,,G. Bacovia“ 
cl.III Buican Irina (80), cl.[V Ghinescu Andreea Teodora (200+100+70); $.g. 113 
Geamanu Andreea (90+70), Geamanu Elena (60+70), Irimia Andreea Elena (70), 
Murgoci Viviana Gabriela (60+70), Streche Andreea (70+70), Zdrenghea Bianca 
(70+70); $.g. 128 cl. VII Dragu Ana Maria (10); $.g. 150 Streche Ilia (250); $.g. 170 
Geo Bogza“ cl.III Vladutu Vlad (150); $.g. 195 cl. VII Gherghe Ioana Delia (100); 
S.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ cl.V Oprea Alexandru Octavian (180); $.g. ,, Anastasia 
Popescu“ cl.V Ban Briana (110), Cuzuc Anastasia (120), Dogaru Tatiana (110), 
Dumitrescu Andrei (110), Olteanu Andreea (120), Pana Marius (100), Sandu Crina 
(110), Sanduc Maria (110), Vlaicu Ana Francesca (110), Udrescu Ailin (120), cl. VI 
Ciurea Claudia (50), Mehedintu Andra (60), Pasca Ana (100), Pogan Thea (100); 
9.9. »J.H. Radulescu“ cl.V Dumitru Alexia (130); Colegiul Economic ,, Lauder-Reut “ 
cl.IX Cojocaru Diana (50), Toader Alice Maria (50); Lic. ,, Nicolae Iorga“ cl. Vt Du- 
mitru Toader (140); Lic. International de Informatica cl. VII Hendoreanu Ana Daria 
(100); Lic. ,,Marin Preda“ cl.IV Stasiei Maria Iulia (150), Alexa Andrei Valentin 
(170), Bancheg Karina (100), Kovaci Andreea (100), Lingureanu Alexandra Gabriela 
(100), Martin Bianca (100), Neacgu Kara Ingrid (200+100), Niculae Nicoleta Flo- 
rentina (190+100), Nita Andrei (200), Petre Alexandru (200+100), Sindrilaru An- 
dreea (280+250), Voicu Ana Maria (50); Lic. ,,Stefan Odobleja“ cl.V Chiriac Marius 
Alexandru (90), Dilirici Mihai (50), Precupenco Ilinca Maria (70), Tianu Georgiana 
(70), Trifan Celia (70); C.N. ,,Gheorghe Lazdér“ cl.V Demian Popescu Ana (60), 
Marin Ana Daria (60), cl. VI Ceparu Andrei (60), Roman Damian (110), Vladu Di- 
ana Ioana, (60), cl. VIII Stoian Mihail (80), Zamfirescu Ruxandra (230); C.N. ,,Mihai 
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Eminescu“ cl.[IX Dan Monica Andreea (100), Mancili Doru Bogdan (80), Petre 
Daniel (100), Tataru Andreea (100), Tudoric& Maria (100); C. N. ,, Tudor Vianu“ 
cl. VII Andrei George Codrut (70); fard mentiune de scoald si clasé: Chiritescu 
Maria (80). 

BUZAU (BUZ AU) $.9. 15 ,G.E. Palade“ cl.VII Balocan Andrei (60), Benea 
Remus Bogdan (50), Busuioc Andreea (50), Constantin Elena (60), Dedu Roxana 
(60), Modoran Andrei (50), Moldoveanu Adriana (80), Neancu Alexia (40), Nitu 
Anca Elena (60), Voinescu Adrian (40), fdérd mentiune de clasd: Sandu Cosmina 
(60). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) $.9. 3 ,,Bogdan Vodd* cl.VI 
Holuta Maria (800). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) S.g. 3 ,,Nanu Muscel“ cl.V Popa Antonia 
(100), cl. VI Broscoteanu Mihaela (120), Lazdroiu Lucas (100), Modan Eduard (260); 
Lic. cu program Sportiv cl.V Carstea Eduard Andrei (130). 

CALARASI (CAL ARASI) 9.9. ,,Carol I“ cl.V Dragan George (90), cl. VI Ivan- 
ciuc Bianca (150). 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ cl.V Sziics Francisc (120). 
CILIENI (OLT) Lic. ,,Jon Popescu“ cl.V Dragu Laurentiu (100), Jianu Daniel 
(100), Mitran Alina (90), Nicolaescu Andreea (100), Nicolaescu Adelin (100), Papa 
Cosmin (100), Scrieciu Adrian (70), Zaharia Mihaela (90). 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Nicolae Balcescu“ cl.IV Pacurar Irina (100). 
CONSTANTA (CONSTANTA) S.g. 29 ,,Mihai Viteazul “ cl. [IV Dorneanu Cezar 
(400); $.9. 30 ,,Gheorghe Tifteica“ cl.VI Pogerba Dragos (80); Lic. ,,Ovidius“ cl.V 
Beghim Gen Ghiz (100), Branzoi Emilia (90), Cocargeanu Vanda Maria (40), cl.IX 
Emurla Onur (50); C.N. Pedagogic ,,Constantin Brdtescu“ cl.V Balagiu Darian 
(230+200); C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl.IX Gaidaragiu Victor Marius (60), Stanciu 
Sabina (50); C.N. ,, Mircea cel Baétrén“ cl.V Albu Sabina (60), Carp Alexandru (130), 
Darlaiani Marielena (60), Oancea Victor (60), Stoica Teodora (60), Zaharia Alexan- 
dru (50+60), cl.VI Ibadula Ella Nelim (60+50), Popescu Theodora (50), cl. VII 
Caraghiorghe Elena (120+130), Coman Diandra (100), Dumitru Andreea Bianca 
(110), Jiga Maria Loredana (140), Orac Alexandru (120), Puscagu Radu Andrei 
(120), Sav Cristian Theodor (120), cl. VIII Bogdan Samira (110), Luntraru Duana 
(100), Sandu Tina Alina (120), Stanciu Adrian (100), Trandafir Alexandra (100), 
cl.IX Butcaru Razvan Ioan (50), cl.X Caraman Maria (50), Zavdleanu Laura (50), 
cl.XI Alexandru Monica Florena (70), Balba Patricia Daniela (70), Bragaru Ema 
(60), Calafus Sanziana (70), Craciun Irina Andrada (70), Dobrica Vlad (70), Gheor- 
ghe Madalina Maria (50), Grecu Silvia (60), Hairescu Andreea (70), Lazar Miruna 
Andreea (70+60), Mihalcea Rares (70), Podpaniuc Raluca (70), Prejbeanu Ioana 
(70), Stanat Andrada Nicoleta (70), Stanciu Florentina (60), Tifrea Miruna (70), 
Togui Andreea Elena (70), férd mentiune de clasd: Doicaru Radu (70), Titei Paula 
(60). 

COSBUC (BISTRITA-NASAUD) §.9. ,,G. Cosgbuc“ fara mentiune de clasa: 
Cira Aurica (100). 

CRAIOVA (DOLJ) $.9. 2 ,, Traian“ cl.VI Manolea Mihai Titus (60), Piciu Razvan 
Alexandru (80), Vladu Denis Marius (280); $.g. ,,Sf. Dumitru“ cl.IV Alecsie Ari- 
ana Gabriela (70); $.9. 24 ,,Sf.Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian (160); $.g. 
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Mircea Eliade“ cl. VII Matache Irina Mihaela (60); Lic. ,, Henri Coandaé“ cl.V Apos- 
tolescu Ruxandra (120), Capruciu Alexandru Mihai (90), Dorobantu Andrei (100), 
Magilea Gabriel (80), Negoeasa Adelina (100), Tone Andrada (90), Varzaru An- 
dreea (110); C.N. ,,Carol I“ cl.VI Bogdan Adrian Gabriel (150), cl.XI Ene Cristina 
(80); C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl.IX Armaselu Andrei (120), Balagel Oana (110), Blaga 
Raluca (130), Cremeneanu Alexandru (110), Balosu Mihai (100), Maximencu Mihai 
(80), Minciuna Eduard (100), Nista Nicoleta Beatrice (140), Nistor Nicoleta (180), 
Noana Bogdan (130), Pastita Catalin (100), Radu Bianca (160), Ristea Raluca (130), 
Stancioiu Costin (110), Stoenicé Andreea Daniela (100), Sutu Mihnea (140), Voicu 
David (100), cl.X Andrei Filip (90), Atakan Ayline (40), Barbu Octavian (100), 
Berendei Violeta (100), Bondei Serban (100), Burci Andra (100), Butoi Alexandra 
(100), Buse Dragomir (130), Ciuculescu Claudia (100), Ciulica Cristian (160), Con- 
stantin Adrian (80), Costescu Catalin (100), Duval Raluca Elena (120), Giju Marina 
(100), Hirnau Daiana (100), Lutan Ruxandra (100), Manea Anca (130), Mitru Adina 
(100), Mirseanu Mihnea (130), Oprea Denisa (100), Paun Bogdan (100), Pargscoveanu 
Cornelia (100), Regceanu Sofia (100), Stancu Clara (100), Tugoi Maria (120). 
CURTEA DE ARGES (ARGES) C.N. ,,Viaicu Vodé“ cl.X Cioboata Elena 
Amalia (60), lie Maria Alexandra (70), Nica Maria (70), Scdunel Alina Georgiana 
(70), Tuta Eliza Teodora (70), cl.XI Buric Roxana (70), Dovleac Stefania (90), 
Mihailescu Iulia (80). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda (430), cl. VI 
Borleaea Adela (80+140), Popovici Andreea (90), Stanescu Alexia Carla (80), Top 
Alexandru Vasile (110), cl.X Patea Octavian (70). 

DOROHOI (BOTOSANI) S.g. 8 ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl. VIII Hritcu Andrei 
Alexandru (40). 

DRAGANESTI OLT (OLT) Lic. » Ludor Vladimirescu“ cl.IV Ion Dumitru (80), 
Bianca Mihaela (300). 

DRAGASANI (VALCEA) §.9. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.VI Susanu Vlad Gabriel 


80). 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.9. 2 cl.IV Taiche Lauren- 
tiu (150); $.9. 3 cl.IV Mergea Erika Maria (300), Puiu Mihaela Maria (130+140); 
$.g. 11 cl.V Danoiu Violeta (250), Stanciu Amanda (120), Stanciu Andra (120), 
cl.VI Ambrug Georgiana (130), Chisalita Iasmina (120), Dragotoniu Corina (160), 
Remescu Rebeca (160), Vologciuc Andreea (130), cl. VIII Mudava Otilia Nicoleta 
(120); $.9. ,,Petre Sergescu“ cl. VIII Bobarsc Laura Marielena (160); C.N. Peda- 
gogic ,,gtefan Obreja“ cl.V Busoi Daniela (80), Mihtode Alina (80); C.N. ,, Traian“ 
cl.V Nitu Gabriela (100), Racianu Marian Gabriel (100), Ristea Radu (80), Vasile 
Daniel (100+100), cl.VI Almarichi Horia (80+80), Alupoaie Radu (80), Andrita 
Miruna (80+80), Balaci Alexandru (800), Benga Isabela (80), Bircu Monica (80+80), 
Bobei Cristina (80), Bondoc Andreea (80), Budasca Alexandra (80+80), Burnat 

Alexandra (80), Capitanescu Stefan (80), Ceaugene Patricia (80), Cebuc Marius (80), 
Cojocaru Armand (80), Coman Mihai Alexandru (240), Cretescu Maria (80+80+80), 
Daia Rareg Petrigor (80+80), Danoiu Constantin (80), Dragomir Iulia (100), Draghici 
Oana Silvia (160), Guran Sarah (160+80), Ilie Alexandru (80), Istodorescu Vlad 
(80+80), Lasculescu Alexandru Radu (80+80), Lasculescu Andreea Maria (80+80), 
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Manolea Astrid (80), Neagoe Razvan (80), Nedelea Victor Emmanuel (80), Nico- 
lescu Robert (80), Nitoiu Maria (160), Petrescu Alexandru (80), Popescu Maria Alis 
(80), Raceanu Catalin (80+80+80), Radulescu Roxana (80), Rosoga Alexandra (80), 
Sarbulescu Alexandra (80), Stucad Cristina (160+80), Tomescu Tiberiu Alexandru 
(80), Trailescu Ioana Alexia (160), Tudor Bogdan (80), Turturea Maria Bianca (16), 
Voicu Georgiana (80), cl. VII Fulga Fabian (10), Seitan Radu (30), Tabacu Teculescu 
Andra (100), cl. IX Balaci Andreea (100+100), Burtea Catalin (100), Chivara Diana 
(100), Divan Maria (100), Dorobantiu Andra (200), Dragomir Iulia (100), Dragoi 
Darius (100+100), Guina Iulia (100), Hogea Laura (100), Moraru Anastasia (100), 
Muchitsch Danube (200+200), Teodora (200), Priboi Malina (100), Radu David 
(230), Rupa Roxana (100), Sosea Andrei (100), Zimta Loredana (20), cl.X Albu 
Mihaela (100), Buzulicaé Arette (100), Florea Bianca (100), Filip Nadine (100+100), 
Melciu Alexandra (100), Nuhaiu Teodora (100), Popescu Cristina (100), Popescu 
Ruxana (100), Raceanu Monica (100), Saracin Denisa (100+100), Socolescu Andrei 
(100), Toma Denisa (100); C.N. ,,Gh. Tifeica“ cl.VII Stretcu Mihai Catalin (140). 
FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ cl.X Balu Alexandra Aida Madalina (50+70). 
FETESTI (IALOMITA) S.9. 7 ,, Aurel Viaicu“ cl.V Constantin Mihaela (100), 
Neicu Ionut (120), Radu Mihaela (100), cl. VI Busca Felicia (80), Ivan Bianca (120+ 
+180), Patilea Theodora (70+160), Sima Cosmin (180), cl. VII Babita Ioana (50), 
Chicet Ana Iulia (70+60), Clinciu Valentin (100), Gheorghe Luminita Gabriela 
(80+100+80), Gheorghe Maria Teodora (80+100+80), Gheorghescu Adriana (80), 
Gornea Bogdan (80), Ion Elena Mihaela (80), Naca Marian (60), Ovreiu Aurag Danut 
(310+340), S&celeanu Andrei (130), cl. VIII Hulubei Bianca Elena (110), Sacuiu 
Elena Florentina (70+60). 

GALATI (GALATI) fara mentiune de scoald: cl.IV Buleti Daria (290). 
GAESTI (DAMBOVITA) CN. ,, Vladimir Strdinu“ cl.VII Tudor Stefania (250). 
GIURGIU (GIURGIU) 98.9. 7 cl.V Costache Ionela (70), Decu Iulia Mihaela 
(50), G&lateanu Andreea Denisa (50), Polifron Iulia (80), cl. VI Beianu Bogdan Mi- 
hai (80+60); $.g. ,,Sf Gheorghe“ cl.V Balaga Gabriel (50), Botnaru Marius (120), 
Logofatu Alexandru (70). 

IASI (IASI) S.g. ,,Al. Viahuté“ cl. VI Blejuta Eduard Florin (120), Hriscu Alexan- 
dru Gabriel (120); S.g. ,,B. P. Hagdeu“ cl.IV Boboc Thea (70), Botezatu Diana 
(70), Butnaru Andreea (70), Chelariu Robert (70), Chiru Stefan (70), Cioata An- 
dreea (70), Ciuciuda Denisa (70), Dogaru Stefan (70), Donia Andrei (100), Dorneanu 
Andreea (100), Dragu Rareg (70), Gradinaru Tudor (80), Iancu Tudor (70), Iftode 
Codrin (70), Negrea Delia (70), Popa Alexandra (70), Sofian Delia (90), Soroceanu 
Sofia (70), Stan Cosmin (70), cl.V Ana M. (160), Cioata Ioana Larisa (250), Duceac 
Cristina Ioana (260), John Pitson Harrison (120), Motriuc Diana Isabela (90), fara 
mentiune de clasd: Craciunag Ana Maria (270); $.g. ,,G. Cdlinescu“ cl.VI Balan 
Alexandru (120), Lica Tudor (120), Popa Razvan (120); $.g. ,,Ghe.I. Bratianu® cl.V 
Chiril’ Eduard (100); Lic. ,,Miron Costin“ cl.VI Ispas Alexandru (90), cl. VII Bor- 
deianu Marian Cosmin (100), Radu Alina (60), cl. VIII Ion Nela (30); Lic. ,, Vasile 
Alecsandri“ cl.V Parasc& Calin (100); C.N. ,,Emil Racovita“ cl. VI Bigca Teona Elena 
(70); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.VII Acujboaei Cezar (350); C.N. ,,Costache Negruzzi" 
cl.V Bosianu Mara Bianca (40), cl. VII Blajut Maria Alexandra (100), Grigorag Sabin 
(80), Litu Miruna (170+110), cl. VIII Manolache George (220); Colegiul National 
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cl. VI Chiorescu Alexandru (280), Porcescu Ionut (190+90), cl. VII Maciuc Ana Maria 
(230), cl. VIII Chiritaé Ioana (100), Chirita Paul (100); C. N. ,,Richard Wurmbrand“ 
cl.X Frunza Stefan (260). 

IZBICENI (OLT) 9.9. cl.VI Patachia Simona Ionela (230+90), cl. VII Patachia 
Ghiorghita (150). 

JIBOU (SALAJ) Lic. ,,I. Agérbiceanu“ cl.XI Vereg Ionut, (110+20). 

LUDUS (CLUJ) S.g. ,,J. Viddugiu“ cl. VI Astalug Adrian (120). 

LUGOJ (TIMISOARA) §.g, 4 cl. VII Ciama Robert (110). 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl.VII Barbu Bianca Elena (100), Da- 
nila Teodora (140), Filip Andreea (110), Mosor Teodora (140), Posea Cristina (110), 
Stancu Viziri Irina (110), Toc& Vlad (130), cl. VIII Burlacu Diana Valentina (90), 
Cepolschi Teodora (90), Ciurca Eliza Georgiana (90), Oprica Dan (90). 

MEDIAS (SIBIUV) S.g. 5 cl. VI Hanc Darius (130);S$.g. ,,George Popa“ cl. VI Pop 
Tania (80). 

MOROIENI (DAMBOVITA) S.g. ,,Jon Ciordnescu“ cl.IV Rasnoveanu Ecate- 
rina (100). 

MOVILITA (IALOMITA) 8S.g. cl.V Banicad Ionela (60), Georgescu Adriana 
Tania (60). 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,, Duiliu Zamfirescu“ cl.III Giurgea Petru Andrei 
(60), cl. V Manole Florin (50), Neagu Georgiana (70), Onofrei Adelina Gabriela (80), 
Pepene Elena (40), Pepene Victor Catalin (110), Puscasu Mihai Florin (60), Valcu 
Aniela Mihaela (70), cl. VI Braulung Monica (100), Nan Ionela (250), Pepene Catalin 
(230), Vulcan Ana Maria (150), cl. VII Croitoru Cosmina (80), Ene Crina (90), Nan 
Valentin (70), Obreja Adina (60), Onica Ilona (70), cl. VIII Constantin Valentin (50), 
Crucianu Claudiu (50), Hurjui Mihai (40), Ionescu George Valentin (50), Miron 
Alina Maria (50), Mogaldea Ionut Manuela (60+50). 

ORADEA (BIHOR) $.g._ ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.V Bagdi Aron Patrik (450), 
cl. VIII Ungur Anda (240). 

OTOPENI (ILFOV) Lic. ,,Joan Petrus“ cl.XII Firaru Roxana (60). 

OTELU ROSU (CARAS SEVERIN) Lic. Bdndtean cl.VII Gander Patricia 
Theodora (110), Olteanu Antonia (40), cl.XI Stefanescu Andrei (110). 

PASCANI (IASI) Lic. Tehnologic ,,Mihai Busuioc“ cl.V Bortag Alexandra (50), 
Nestor Maria (50), Panaite Cristina (50). 

PITESTI (ARGES) S.g. ,,Jon Pilat“ cl.V Serban Stefania (170); C.N. ,,Alezandru 
Odobescu“ cl.IX Popescu Iulia Ileana (120); C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.V Constantin 
Madalina (50), Marin George (220), Marmandiu Loredana (160), cl. VII Bocancea 
Maria (40), Ciucu Cristina Alexandra (50), Soare Bianca Andreea (40), Spataru 
Catalin (50), Dumitrescu Raluca (50). 

PLOIESTI (PRAHOVA) S.g. ,,Sf. Vasile“ cl.V Ionescu Andrei Alexandru (100), 
Oprea Vlad (120), Tirchila Miruna (190), cl.VIII Voinea Eduard (80+80); 9.9. 
, Loma Caragiu“ cl.III Sandu Antonia Elena (20); C.N. ,,Al. I. Cuza“ cl.IX Zecheru 
Daniela (100); C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ cl.IV Alexandru Daria (200+200+180), 
Andronache Madalina (180), Andronic Arthur Mihai (200+180), Barac Maria Iulia 
(200+180), Barbu Alessia Gabriela (200+180), Badoiu Robert (200+180), Botea 
Marian (200+180), Cadar Elena (200+180), Cirnici David (200+180+200), Ditiu 
Cezar (180), Doroftei Andra Vanessa (200+180), Dragomir Mihai (200+180), Gavril 
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Alessia (200+180), Ghiculescu Andrei Flavius (200+180), Ionescu Petra Alexandra 
(190+180), Mihalcea Maria Alexandra (200+180), Miritaé Ioana Raluca (200+180), 
Miroiu Andrei Claudiu (200+180), Nicolescu Alexandru (200+180), Nicolescu Ioan 
(200+180), Onut Andrei (200+180), Petcu Eduard (200+180), Petrescu Mihnea 
(200+180), Popa Ana Maria (200+180), Popa Andrei (200+180), Preda Gabriel 
Razvan (200+180), Radu Stefan Alexandru (190+180), Savelovici Teodor (200+180), 
Stanciu Diana Catalina (200+180), Suvaiala Andrei (200+180), Timofte Andrei 
(190+180), Vintilé Diana Andreea (200+180), Vlasceanu Andrei (200+180), cl.V 
Dita Mara (90), Frunza Vladimir (130), Godeanu Anastasia (90), Merla Anto- 
niu Stefan (70), Mirogsu Alexandra (90), Nistor Elena (100+180), Nita Ana (80), 
Oprisescu Andrei Stefan (90), Paduraru Anaida (110), Radulescu Ana Maria (140+ 
+130), Savulescu Radu (70), Secreteanu Andreea (90+110), Tache Cristiana (140+ 
+100), Tiu Delia (120+90), cl. VI Hodinic Igor Mihail (50), cl.X Nedelcu Tamara 
(10); C.N. ,,. Mihai Viteazul“ cl. VI Musca Iustinian (80). 

RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 2 cl. VIII Toea Valentin (50); $.g. ,, Vasile 
Cristoforeanu“ cl.V Cristodor Andra Ioana (50), Solomon Andra Elena (50), Serban 
Tudor (70), cl.VI Sarbu Ionut (50), cl. VII Ivanciu Fabiana Ioana (120), cl. VIII 
Gheorghe Laura Elena (160), Macsinoiu Venera Elena (80), Vasilache Violeta Cata- 
lina (140); C.N. ,,Alerandru Vlahuté“ cl. VI Tatan Miruna Maria (280), cl.[IX Albina 
Oana Mihaela (100). ; 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) §.g._ , Take Ionescu“ cl.IV Nicula Maria 
(250), cl. VII Dumitrescu Dan (100). 

REGHIN (MURES) $c.g. , Alerandru Ceausianu“ cl.V Ivonas Iulia (140), cl. VIII 
Pescarus Ovidiu (60); $.g. ,,Augustin Maior“ cl.VI Oprea Florin (140). 

RESITA (CARAS SEVERIN) §.g. 2 cl.IV Boc Alissia Driada (320), Florea 
Ioana Patricia (300), Milcu Irina Teodora (160), Neveanu Alexandra (230), Rusu 
Adelin (300), cl.V Boloca M&dalina (430+290+210), Dumitru Maria (300+260), 
Fara Eduard Petru (290+200), Jula Diandra (220+240+270),Terfaloaga Mario An- 
drei (300+280+220), Tuc&é Andra Beatrice (170+80), cl.VI Milencovici Radoliub 
Vlad (100), cl. VIII Milencovici Merima Nicole (20). 

ROMULI (BISTRITA-NASAUD) S.g. cl. VI Timoce Diana (100), cl. VII Scu- 
turici Claudia (80), fdrd mentiune de claséd: Bulz Raluca (100), Ivan Alexandru 
(100). ; 

SALVA (BISTRITA-NASAUD) S.g. ,Tiberiu Morariu“ Linul Cristian (90), 
Oprea Ramona (90), cl.V Foslui Oana Georgiana (90), Pavele Maria Ioana (50). 
SIBIU (SIBIU) $.g. 4 cl.VI Mihailescu Luana (260); $.g. 18 cl.V Muntean Codrin 
(90), cl. VI Muntean Flavia (80), cl. VII Larionescu Adrian (60); C.N. ,,Gheorghe 
Lazar“ cl.V Coarfa Andreea (120), cl. VII Fleseriu Ruxandra (140), Ghige Mihai 
(190), cl. VII Colceriu Tudor (90). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) §$.g. , Dr. Ioan Mihaly de Apsa“ 
cl. VI Maciuc& Ana (80), Ulici Denisa (50); Lic. Pedagogic ,,Regele Ferdinand™ cl.V 
Bogdanovici Andreea (60), Ilies Bianca (60). 

SIMERIA (HUNEDOARA) €.T.T.F. ,,Anghel Saligni“ cl.VI Matis Radu (140). 
SLATINA (OLT) S.g. ,,Eugen Ionescu“ cl.V Barbu Simina Andreea (100), Dan 
Eliana (110), Ganeganu Ionela (180). 
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SMARDAN BRADEANU (BUZAU) §.g. cl.V Anghel Mihaela (280), Fur- 
tuna, Alin (280+140), Grigore Denisa (290), cl.VI Florea Madalina (80), Serban 
Larisa (80), cl. VIII Furtund Elena Madalina (60), Ilie Adina (60), Neagu Andra 
(60), Stanciu Catrinel (40). 

STANISESTI (BACAU) §.g. Balotesti cl.IV Andriescu Andrei (100+200+40). 
SANT (BISTRITA-NASAUD) §.g. , Enea Grapini“ cl.V Deatcu Andreea (50), 
Filipoiu Eleonora (70), Filipoiu Lucica (70). 

SIMLEU SILVANIEI (SALAJ) S.g. ,Horea“ cl.V Sandor Alexia (90+80). 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C. N. »lendchitd Vacdrescu“ cl.V Cristina Daria 
Ileana (50). 

TARGU JIU (GORJ) $19. , Al.Stefénescu“ cl.V Foanene David (130). 
TARGU MURES (MURES) §.9. , Dacia“ cl.VI Brustur Otilia (110); S.g. ,,Dr. 
Bernddy Gyorgy“ cl.VIII Zahan Mara (90); $.g. ,,Romulus Goga“ cl.V Bumbac 
Andreea (60+50), Flanja Tudor (30), Moldovan Sorana (90), cl. VI Mesia Loriana 
(20), Rusu Alexandra (10), fard mentiune de clasdé: Anca Georgiana (120); C.N. ,, Al. 
Papiu Ilarian“ cl.VII Florea Cristian (50); C.N. ,,Unirea“ cl. VIII Hilbert Dennis 
(60). 

TAUTII MAGHERUS (MARAMURES)) Lic. Tehnologic ,, Traian Vuia“ cl.V 
Blede Ligia (50), Ghiga Alexandru (50), Nechita Corina (60), Petrovan Antonio 
Vasile (50), Sdsdran Adelina (50+80). 

TEIUS (ALBA) Lic. cl.VIII Barsan Ioana (90), Bobely Roxana (90), Cleja Ioana 
Andrada (90), Dragoi Luisa (90), Furnea Diana (80), Marina Florina (90), Micu 
Larisa Alina (90), Perju Andreea (90), Popa Olteanu Cristina (90). 
TIMISOARA (TIMIS) §.9. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (170), Pert Radu 
Craciun (130), Rusu Denisa (40), fard mentiune de clasd: Fizedean Anna (170);39.g. 
24 cl. VI Cornea Radu (120). 

TULCEA (TULCEA) Lic. ,,Jon Creangé“ cl.VII Jipa Ada Maria (90); Colegiul 
Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl.VI Pisicéa Andrei (100). 

URZICENI (IALOMITA) §.9. 1 ,, Alezandru Odobescu“ cl.VI Bichir Daria (60), 
Dumitru Gabriela Roxana (80); $.g. 2 ,,J.H. Rddulescu“ cl.VI Ispir Oana Raluca 
(80); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V Petrache Elena Catalina (50). 

VASLUI (VASLUI) 9.9. 9 ,, Vasile Alecsandri“ cl. VII Tofan Crina Sabina (180); 
9.9. ,Dimitrie Cantemir“ cl. VII Stroiescu Paula Maria (60); Lic. ,,.M. Kogdlniceanu “ 
cl.V Tanasa Stefan (100), cl. VII Bordeianu Andrei (140). 

VISEU DE SUS (MARAMURES)) Lic. ,, Bogdan- Vodd“ cl.XI Simon Gheorghe 
Ionut (110). 

ZIMNICEA (TELEORMAN) §.9. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (210), Tancu 
Mihaela Isabelle (160), 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasa de urmatorii profesori: 


ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ Hodor Maria, Otelea Mariana, 
Tibea Maria, Urcan Mihaela. 

ARAD (ARAD) §$.g. 5 Schnakovski Catalina; Lic. , Adam Miiller Guttenbrunn “ 
Francz Adalbert, Stoica Mircea Mario; C.N. , Moise Nicoardé“ Buzgau Dorin, Negrila 
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Liliana, Potoceanu Octavia; C.N. ,,Samuel van Brukenthal“ Bunescu Spielhaupter 
Alexandru Marin. 

BACAU (BACAUD) $.9. ,,Al. I. Cuza“ Blajut Eugeniu; $.9. ,,Alecandru cel Bun“ 
Iancu Eugenia. 

BAIA DE ARIES (ALBA) Lic. ,,Dr. Lazér Chirilé“ Bunea Banica Aurel. 
BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Sabau Stefan, Sfara 
Gheorghe. 

BARLAD (VASLUI) C.N. ,,Ghe. Rosca Codreanu“ Mihalache Dumitru. 
BALANA (ARGES) S$.g. Balana Tudor Ion. 

BICHIGIU (BISTRITA-NASAUD) $.g. Bichigiu C&lini Liviu. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) S.g. ,,Stefan cel Mare“ Morar Horatiu; 
C.N. ,,Andret Muresan“ Berende Monica; C.N. ,, Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 
BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,, Mihai Eminescu“ Trisci Teodor. 
BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Bancila Marius, Rancu 
Pavel. 

BRASOV (BRASOV) 98.9. 2 ,,Diaconu Coressi“ Bocu Dorina, Ciocarlan Ioana, 
Santea Mihaela; $.g. 5 Dragan Cristina, Minea Delia; 9.9. 11 ,,St. O. Iosif “ Ghise 
Lucica; $.g. 15 Cocalea Rodica; $.g. 27 ,, Anatol Ghermanschi“ Bajan Mariana; C.N. 
»Andret Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel, Oanu Marinela; C.N. ,,Aprily 
Lajos“ Fulop Edith; C.N. ,,Dr. Ioan Mesota“ Satala Ciprian; C.N. ,,Grigore Moisil “ 
Olteanu Mariana. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,Jon Creanga“ Paun Viorica; C.N. ,,Nicolae Bdlcescu “ 
Botea Carmen, Botea Viorel, Danielescu Gabriel; C.N. ,,Gheorghe Munteanu Mur- 
goct“ Boicescu Nazali, Giurca Mihaela Florina. 

BUCURESTI 8.9. 11 ,,.H. Rddulescu“ Turlete Mioara; $.g. 12 ,,Herdstrdu“ 
Fainig Dorela; $.g. 56 Buzea Gabriela, Radu Dana; $.g. 97 Moldovan Laurentiu. 
Olteanu Cristian; $.g. 111 ,,G. Bacovia“ Iancu Maria, Miu Florica; $.g. 113 Verdes 
Ioana; $.g. 128 Sandru Mariana; $.g. 150 Dima Alina; $.g. 170 ,,Geo Bogza“ Mari- 
nescu Steluta; $.g. 195 Militaru Doina, Petrescu Maria;$.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ 
Raducan Gabriel; $.g. ,, Anastasia Popescu“ Corpaci Daniela; Colegiul Ec. ,,Lauder- 
Reut“ Revencu Ileana; Lic. International de Informatica Nicolae Elena; Lic. ,, Marin 
Preda“ Baciu Florina, Necula Mihaela; Lic. ,,Nicolae Iorga“ Chiose Manuela; Lic. 
»9tefan Odobleja“ Alexandrescu Ana, Dumitru Camelia; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Pe- 
tre Simion, Victor Ioan Nicolae; C.N. ,,Mihai Eminescu“ Savulescu Dumitru; C.N. 
» Ludor Vianu“ Chites Costel. 

BUZAU (BUZAU) S$.g. 15 ,,G.E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) 9§.9. 3 ,,Bogdan Vodé“ Ma- 
gurean Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. 3 ,Nanu Muscel“ Dobrescu Ar- 
gentina; Lic. cu program Sportiv Popescu Ionela. 

CALARASI (CALARASI) S.g. , Carol I“ Furtuna Sorin, Predoiu Eugen. 
CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ Neghina Ion. 

CILIENI (OLT) Lic. ,,Jon Popescu“ Gasculescu Mihaela. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Nicolae Balcescu“ Petean Ana. 
CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. 29 ,,Mihai Viteazul“ Toma Mihaela; 9.9. 
30 ,, Gheorghe Titeica“ Sarbu Diana; Lic. ,,Ovidius “ Maciuca Monica, Mihai Bogdan; 
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C.N. Pedagogic ,,Constantin Brdétescu“ Cavachi Nicolae; C.N. ,,Mihai Eminescu“ 
Brezeanu Mihai, Petrache Delia; C.N. ,, Mircea cel Batrén“ Constantinescu Gabriela, 
Contanu Mihai, Frecus Viorica, Gache Florian, Zarna Catalin. 

COSBUC (BISTRITA-NASAUD) S.9. ,,George Cosbuc“ Tebe Ioan. 
CRAIOVA (DOLJ) §.g. 2 ,, Traian“ Pometescu Valerica; 9.9. ,,Sf. Dumitru“ 
Oianu Lonetta Camelia; S.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ Patragcu Mariana; $.g. ,, Mircea Eli- 
ade“ Trincu Lavinia; C.N. ,, Henri Coandé“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Carol I“ Basarab 
Constantin, Georgescu Carmen; C.N. ,,Fratii Buzesti“ Nanu Ion, Popa Marin, Ra- 
dulescu Teodora, Tutescu Lucian. 

CURTEA DE ARGES (ARGES) C.N. ,, Viaicu Voda“ Bodaci Elena, Codeci 
Elena. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,, Decebal“ Golgotiu Flavia, Lint Dorin, Lint Maranda. 
DOROHOI (BOTOSANI) 9.9. 8 ,, Mihail Kogdlniceanu“ Vlaescu Valerian. 
DRAGASANI (VALCEA) $.g. ,, Tudor Vladimirescu“ Vieru Gheorghe. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 2 Puiu Luminita; $.9. 
3 Vasile Florica; $.g. 11 Sadceanu Victor; $.g. ,,Petre Sergescu“ Malineanu Gabriela; 
C.N. ,, Traian“ Antonie Mihaela Rodica, Cainiceanu George, Paponiu Dana, Praja 
Manuela; C.N. ,,Gheorghe Titeica“ Stretcu Daniel; C.N. Pedagogic ,,Stefan Obreja“ 
Bondoc Gabriela. 

FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ Neag Ioan. 

FETESTI (IALOMITA) $.9. 7 ,, Aurel Viaicu“ Costache Constantin, Halmagiu 
Nicolae, Nicolescu Ion. 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Viadimir Stréinu“ Turcu Iuliana. 
GIURGIU (GIURGIU) 9$.g. 7 Dinca Gabriela; S.g. ,,Sf Gheorghe“ Dogaru 
Viorica. 

IASI (IASI) S.g._ ,,Al. Viahuta“ Bejan Tinuta; 9.9. ,,B. P. Hasdeu“ Boboc 
Romela, Chirilé Laura; $.g. ,,G. Calinescu“ Bejan Tinuta; Lic. ,,Miron Costin“ 
Craciun Alina, Mihaiescu Manuela; Lic. ,, Vasile Alecsandri“ Nistor Alina Nicoleta; 
C.N. ,,Costache Negruzzi“ Sava Radu; C.N. ,,Emil Racovita“ Pitu Leon;C.N. ,,G. 
Ibrdileanu“ Chirila Constantin, Luchian Dorel, Maciuc Dominica; Colegiul National 
Cianga Mihaela, Culac Tamara, Popa Gabriel, Zanoschi Gabriela; C. N. ,, Richard 
Wurmbrand“ Maciuc Dominica. 

IZBICENI (OLT) S.g. Dicu Georgica, Gulie Marian. 

JIBOU (SALAJ) Lic. ,,Jon Agérbiceanu“ Sampacean Liviu. 

LUGOJ (TIMISOARA) 8§.g. 4 Cadariu Liviu Ioan. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

MEDIAS (SIBIUV) $.g. 5 Marculetiu Maria Carmen. 

MOVILITA (IALOMITA) 9.g. Chircusi Antonigel. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ Chiriac Teodora, Tacirniu 
Vasile. 

ORADEA (BIHOR) $.g. ,,Nicolae Balcescu“ Szatmari Dorina. 

OTOPENI (ILFOV) Lic. ,,Joan Petrus“ Alexandrescu Andrei. 

OTELU-ROSU (CARAS-SEVERIN) Lic. Baéndtean Dragomir Lucian. 
PASCANI (IASI) Lic. Tehnologic ,, Mihai Busuioc“ Iacob Gheorghe. 

PITESTI (ARGES) S.g. ,,Jon Pilat“ Haller Daniela; C.N. ,, Alexandru Odobescu “ 
Florea Ionel; C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 
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PLOIESTI (PRAHOVA) 9.9. Sf. Vasile“ Pana Tatiana; $.g. ,, Toma Caragiu “ 
Baicu Ionica; C.N. ,, Al .I. Cuza“ Mogos Carmen; C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ Craciun 
Gheorghe, Nachila Petre, , Nita Eugen, Vasile Emil. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 2 Cristea Mirela; S.g. ,, Vasile Cristo- 
foreanu“ Cristea Mirela, Marin Simion, Miconi Elena; C.N. , Alerandru Vlahutd“ 
Lazarescu Dragos, Neagu Constantin Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. ,, Lake Ionescu“ Deliu Dumitru, Popescu 
Constantin. 

REGHIN (MURES) S.g. ,,Alexandru Ceausianu“ Nicolescu Carmen, Simion 
Gheorghe; 9; »Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 

RESITA (CARAS SEVERIN) S$.g. 2 Draghici Mariana, Jurca Eufenia, Sandru 


Marius. 
ROMULI (BISTRITA-NASAUD) S.g. Calini Rodica. 


SALVA (BISTRITA-NASAUD) S.g. , Liberiu Morariu“ Ceuca Letitia, Moldovean 
Floarea. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetchi Rodica; $.g. 18 Ardelean Liviu; C.N. ,,Gheorghe 
Lazar“ Margineanu Steliana, Serb Delia. 

Put Liliana; Lic. Pedagogic ,,Regele Ferdinand“ Put Liliana. 

SIMERIA (HUNEDOARA) C.T.T.F. ,,Anghel Saligni“ Placau Alina. 
SLATINA (OLT) 9.9. Eugen Ionescu“ Popa Gratiela. 

SMARDAN BRADEANU (BUZAU) $.g. St&nescu Ion. 

STANISESTI (BACAU) S.g. Balotesti Coman Costica. 

SANT (BISTRITA-NASAUD) S.g. ,,.nea Grapini“ Cicsa Laura. 

SIMLEU SILVANIEI (SALAJ) 9.9. " Horea“ Crisan Adriana Teodora. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Ilendchita Vacdrescu“ Catana Daniela. 
TARGU JIU (GORJ) S.g. , Al. Stefanescu“ Butulescu Angela. 

TARGU MURES (MURES) §.g. , Dacia“ Stoica Angela; $.g. ,,Romulus Goga“ 
Macovei Luminita; C.N. ,,Al. Papiu Ilarian“ Bota Lucia; C.N. ,,Unirea“ Ilecser 


Eniko. 7 
TAUTII MAGHERUS (MARAMURES) Lic. Tehnologic ,, Traian Vuia“ Pop 


Cristina Maria. 

TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 

TIMISOARA (TIMIS) $.9. 24 Mihet Maria. 

TULCEA (TULCEA) Lic. | Jon Creangé“ Petre Monica. 

URZICENI (IALOMITA) S.g. 1 ,,Alexandru Odobescu“ Crangagu Ion; $.g. 2 
1-H. Rédulescu“ Turcu Alina; C.N. ,,Grigore Moisil“ Paunescu Constantin. 
VASLUI (VASLUI) S.g. 9 ,, Vasile Alecsandri“ Mircea Stefan; $.9. ,,Dimitrie 


Cantemir“ Mircea Stefan; Lic. ,, Mihail Kogdlniceanu“ Jitariu Constantin. 
VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,, Bogdan-Vodé“ Pop Vesel Floare. 


ZIMNICEA (TELEORMAN) S.g. 3 Viad Emil. 
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In perioada 11 februarie — 14 martie 2014, au trimis solutii la probleme 
pentru Concursul Gazeta Matematica gi ViitoriOlimpici.ro urmatorii 
elevi: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) S.g. ,Mihai Viteazul“ cl. VII Calitescu Mihai, 
cl. VIII Andreica Radu-Adrian; $.g. ,,Stefan cel Mare“ cl.VI Iordan Oana. 


ARAD (ARAD) 9-9. 5 cl.V Calamar Ioana; Lic. Teoretic. ,, Adam Muller Gutten- 
brunn“ cl.V Buda Paul; C.N. ,,Moise Nicoard“ cl.VII Crigan Ioana, cl.IX Santa 
Richard Andrei. 

BACAU (BAC AU) C.N. ,,Gheorghe Vraénceanu“ cl.V Amariutei Mara Miruna, 
Dolineanu Miruna. 

BAIA MARE (MARAMURES) CNX. ,, Gheorghe Sincai“ cl. VII Mercea Ioana; 
S.g. ,, Vasile Alecsandri“ cl.V Blidar Alexandra Anamaria, Blidar Melisa Madalina, 
cl.X Cotan Paul; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl. VIII Bodnar Andreea Laura. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic Joan Ciordag“ cl.VII Briscan Dragos, Tau 
Andreea. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 9-9. Lucian Blaga“ cl.VII Deac Alex 
Claudiu, Reu Teodora, cl. VIII Chis Raluca; C.N. ,, Liviu Rebreanu“ cl.V Badiu Anca, 
Hognogi Cristina, Somesan Paul, cl. VI Moldovan Teodor. 

BLAJ (ALBA) GN. ,,J. I. Micu Clain“ cl.IX Megiegan Sergiu. 
BOGDANESTI (SUCEAVA) 9-9. 1 cl.V Airinei Andrei Cristian, cl.VI Alexiu 
Lucian. 

BOTOSANI (BOTOSANI) 9-9. 10 cl.VI Aciobanitei Andrei, Alexuc Eduard; 
S.g. 17 cl. VII Holcan Cosmin; C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.V Balba Tudor, cl.VI 
Trigca Vicol Cezar, cl.[X Pricope Tidor Vlad, Rotaru Andreea, cl.X Cucuiet Silviu 
Mihnea. 

BRASOV (BRASOV) 9-9. 2 cl.V Albert Alexandra, Belciu Valentin, Camenschi 
Camelia, Camenschi Georgiana, Corbu Andreea, Cristea Cristiana Flavia, Duca 
Daniel Florin, Gargu Bogdan, Manea Alexandru, Muscalu Diana, Popa Diana, Robu 
Anamaria, Simescu Diana, cl.VI Barla Mara, Ciurea Maria Eliana, Giurgiteanu 
Mihai Andrei, Schiller Vlad, Saramet Andrei, Tomici Andreea Mihaela, cl. VII Banica 
Dragos, Corbog Raluca, Saplacan Amanda, cl.VIII Martinescu Tudor, Pomirleanu 
Sebastian; S$.g. 5 cl.IV Pomponiu Iulius Eugen, cl.V Gherghe Ana Ilinca, Manghiuc 
Andrei, Secarea Diana Maria, cl.VI Boeriu Bianca Maria, Vasilescu Ioana; $.g. 11 
cl. VI Iova Olga; $.g. 15 cl. VI Bratu Oana; Lic. ,,Andrei Muresanu“ cl. VIII Chitu 
Andrei; Lic. Teoretic ,, Johannes Honterus“ cl.V Cira Karin Ioana, Pelin Ana Maria, 
cl.VI Ciupala Ana Iulia; C.N. ,, Andrei Saguna“ cl.V Mandai Dan Catalin, cl. VI 
Chichernea Diana, Gilea Vicentiu, Kis Iulia, cl. VII Arens Patricia Antonia, Cataron 
Andrei, cl. IX Manea Dragos; C.N. ,,Dr. Ioan Megoté“ cl.IX Grecu Cristina Mihaela; 
C.N. ,,.Emil Racovitd“ cl.VI Vorovenci Rares Ionut; C.N. de Informatica ,,Grigore 
Moisil“ cl. VI Popescu Dragos Septimiu. 

BRAILA (BRAILA) 9-9: »,Jon Creanga“ cl. VI Bulgaru Maria Diana; $.g. ,,Fdanus 
Neagu“ cl. VI Chirita Ioana, Dima Ioan Andrei, Dragnea Andreea, Samoila Rares, 
Tanase Raluca; $.g. ,,.M. Eminescu“ cl. VIII Grecu Cristian Stelian, Moise Gabriel; 
C.N. ,,Nicolae Balcescu“ cl.V Badea Andrada Georgiana, cl. VI Anghel Maria An- 
dreea, Burlacel George, Cioroiu Ioana Denise, Cristache Ionut Gabriel, Donescu 
Irina, Draghici David, Munteanu Irina Mihaela, Naidin Teodora, Negrigan Argaluis, 


162 RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 


Petcu Alexia Octavia, Popescu Maria, Popescu Vlad Cristian, Sasu Elena Andreea, 
Staicu Dan Andrei, Tovirnac Tudor, Uzuneanu Gabriela, Zeles Miruna, cl. VII Ignat 
Marius, Mihailescu Cristian, Preda Corina Andreea, Susanu Ioana Sabina. 
BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic cl.V Stanculescu Gabriel. 

BUCURESTI $.9. 10 ,,Maria Rosetti“ cl. VIII Comanici Teodor Andrei; $.g. 12 
,,dlerastrau“ cl. V Ene Stefan-Gabriel; $.g. 56 cl.V Coman Alexandru Sergiu, cl. VI 
Ciocan Maria, Mihai Andrei Cristian, Vintila Maria Theodora; 9.9. 79 cl. IV Ghin- 
cea Matei, cl. VIII Capraru Richard; $.g. 81 cl.[V Andreescu Ovidiu, Bran Mihai, 
Cocioba Octavian George, Matei Stefan, Popescu Alexandra, Vija Andreea Amalia, 
cl.V Dragomir Mara lIuliana, Lazar Alexia, cl.VI Panaitescu-Liess Nicholas Matei, 
Picu George, cl. VII Radulescu Alessandra Maria; S.g. 84 ,,Nicolae Balceascu“ cl. 
IV Sfia Anca Mihaela; $.g. 88 ,,Mihai Viteazul“ cl.V Pisai Daria Ioana; $.g. 96 
cl. VII Dima Clara Maria; $.g. 97 cl.V Badea Bianca Maria, Sandu Theodor Pavel, 
Stoian Matei, cl. VII Badea Alexandru Ioan; S.g. 139 ,, Mircea Santimbreanu“ cl. VI 
Chiper Alexandra Diana, Chiper Ioana Cristina; $.g. 171 cl. IV Bucur-Portase 
Robin Cristian; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ cl.IV Constantinescu Alexandru Marius, 
cl.V Mazilu Simona, Stavarache Teodora Maria, cl. VIII Preda Stefania; $.g. 195 
cl. IV Scarlat Madalina, cl.V Cretu Vlad; $.g. 197 cl.IV Joita Octavian; $.g. 280 
» Mihail Sebastian“ cl.V Oprea Alexandru Octavian, cl. VII Tender Laura; $.g. 307 
cl.IV Ghergut David, cl. VIII Diaconescu Radu; $.g. ,,Sf. Trei Ierarhi“ cl.V Chirciu 
Ioan, Voicu Stefan; Sc. Europeand cl.IV Popescu Ioana; Lic. International de In- 
formatica cl.V Parfeni Andrei Alexandru, Simon Sebastian Mihai, cl. VII Georgescu 
Laura Ioana, Hendoreanu Ana Daria, Nicolae Ioan Andrei, cl.[X Lia Ioana, Mihalcu 
Alexandru, cl.X Cojocariu Sebastian; Lic. Teoretic ,,.Dante Alighieri“ cl.V Ciocaru 
Cristina; Lic. Teoretic ,,Jon Barbu“ cl. V Mustatoiu Sebastian; Lic. ,, Marin Preda“ 
cl.IV Nita Andrei, Tudorache Stefan Cristian; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.VI Mi- 
hai Radu Ioan, Nicorescu Patricia Irina Andreea, Papura Vlad Andrei; C.N. ,,Sf. 
Sava“ cl. X Gheorghe Teodora Cristina, Mocanu Diana; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ 
cl. IX Popescu Tudor Dimitrie, cl.X Panaitescu-Liess Michael Andrei; C.N. ,, Tudor 
Vianu“ cl.V Alazaroaie Andra, Ichim Alexia Ioana, cl. VI Priboi Radu Bogdan, cl. VII 
Constantinescu Adriana Mirela, Iorgulescu Matei, Strat Sabina, Talaat Adi, cl. IX 
Dicilea Alex Valentin. 

BUZAU (BUZAU) $.g. 16 cl.V Sutu Daniel; 9.9. ,,George Emil Palade“ cl.IV 
Iordache Razvan Gabriel. 

CARACAL (OLT) $.g. ,,Nicolae Titulescu“ cl. VIII Chroiu Doina. 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Tehnologic ,Decebal“ cl. VI Coman 
Catalin Andrei, Sulea Dragos, Sulea Serban; Lic. Teoretic ,, Traian Doda“ cl.VI Do- 
garu Raul. 

CALARASI (CALARASI) 9.9. ,,Carol I“ cl.V Nedelcu Alex; $.9. ,,Nicolae 
Titulescu“ cl. VI Balea Catalin Ioan, cl. VI Iordache Stefan Darius. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) §$.9. ,,Oprea Iorgulescu“ cl.IV Jipa Darius 
Andrei, cl. VIII Serboi Florea Dan; S$.g. 3 ,,.Nanu Muscel“ cl. VII Necula Narcis; $c. 
Particularé ,,Sf. Iacob“ cl.V Popescu Andrei; Lic. National cu Program Sportiv 
cl. VII Craiu Andrada. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovita“ cl.V Rapeanu George Alexan- 
dru, cl. VII Petridean Andrei. 
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CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. ,,Dan Barbillian“ cl.VIII Prodan George; 
S.g. 29 ,,Mihai Viteazul“ cl.IV Dorneanu Cezar, cl. VIII Milcu Ana-Maria; $c. Spec- 
trum cl.V Girban Alexandru, Pugcasu Razvan, Vergelea Vlad; Lic. International de 
Informaticé cl.IX Paunescu Adrian, Podagca Andreica; Lic. Teoretic ,,Ovidius“ cl.V 
Branzoi Ana-Emilia, Teac&a Maria; C.N. Pedagogic ,,Constantin Bratescu“ cl. VIII 
Dracopol Alexandru Ion; C.N. ,, Mircea cel Batran“ cl.V Albu Sabina, Stelea Karina 
Sanziana, cl. VI Hristu Stelian, cl.[X Fulea-Margarit Traian. 

CRAIOVA (DOLJ) $.9. 2 ,, Traian“ cl.V Popa Rares; $.g. 18 ,,Sf- Dumitru" 
cl.IV Nicola Alexandra Mihaela; S.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ cl. VI Balaci Andrei Lu- 
cian; $.9. 32 ,,Alexandru Macedonski“ cl.VI Dita Alin Gabriel; C.N. ,,Carol I“ 
cl.VI Popa Erminia Petra, cl.IX Jianu Stefania Ligia; C.N. ,,Elena Cuza“ cl.X 
Jega Alexandru;C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl.IV Ciuperceanu Vlad Mihai, cl. VIII Lemeni 
Ioan Codrut, cl. [IX Gurita Vladimir, Nicolaescu Andrei, Patragcu Cristian Bogdan, 
Spataru Andrei Raul, cl.X Atakan Ayline, Turcu Andrei George. 

CUGIR (ALBA) $c. g. 3 cl.VI Barabant Iulia, Bel Luana, Lazar Tia, cl. VII Para 
Roxana, Stefanescu Ionela. 

CURTEA DE ARGES (ARGES) $.9. 4 ,,Micea cel Batraén“ cl. VII Uta Stefan. 
DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda, cl.VI Po- 
povici Andreea Alisia, Stanescu Alexia Carla, cl.[X Iacob Paul Cristian, Top Alexan- 
dru Vasile, cl.X Pitea Octavian. 

DOROHOI (BOTOSANI) $.9. 8 ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl.V Agachi Miruna, 
Barbacariu Alexandra, Condurache Flavia Miruna, Rebenciuc Tudor, Rotariu Tudor 
Vlad, Rusu Miruna, cl. VIII Hritcu Andrei Alexandru. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. 3 cl.[V Mergea Erika, 
Puiu Gabriela Mara, Puiu Mihaela Maria; $.g. 14 cl IV Nuica Mihai Calin; 9$.g. 
»Alice Voinescu“ cl. VI Pirvuceanu Alexandru Daniel; C.N. ,, Traian“ cl.V Cigmaroiu 
Maria Sanziana, Lunguleasa Eugen, Nitu Gabriela, Racianu Marian Gabriel, Semen 
Valentin Ion, Vasile Marian Daniel, cl.VI Bondoc Andreea Elena, Buse Iasmina 
Alexandra, Grecu Bogdan Octavian, Turturea Maria Bianca, cl. VII Dumitrache 
Francesca Luisa, Seitan Radu Catalin, Tabacu-Teculescu Andra. 

FARC ASA (MARAMURES) 9§.9. ,,Lucian Blaga“ cl.IV Bartha Emeric-Arthur, 
Babas Raul Florin, Dumitras Iulia, cl.V Botis Iulia Maria, Ciurdas Dariana Eneida, 
Mereut, Andrei Ramon, Mereuti Cristina Daiana, Nicoara Larisa Maria, Pilanciu 
Cecilia Maria, cl. VII Busecan Iulia, cl. VIII Gita Anamaria. 

FETESTI (IALOMITA) 9$.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ cl.VI Ivan Bianca Diana, Patilea 
Theodora, Sima Cosmin Alexandru. 

FOCSANI (VRANCEA) 9.9. ,,Anghel Saligny“ cl.VI Selea Tudor; $.g. ,,Jon 
Basgan“ cl. VIII Jelea Andrei; 9.9. ,,Stefan cel Mare“ cl. VII Grigore Diana Nicoleta. 
GALATI (GALATI) $.g. 28 ,,. Mihai Eminescu“ cl. IV Ghioca Ioana; C.N. ,, Al. 
I. Cuza“ cl.IV Trus Alexia; C.N. ,,Costache Negri“ cl.IV Buleti Daria Alexandra, 
cl.X Bourog Ioana. 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Vladimir Streinu“ cl.VII Constantinescu An- 
drada, cl.IX Anghel Petrigor, cl.X Anghel Victor Valentin. 

GUGESTI (VRANCEA) $c. de Arte si Meserii ,,Al. Vlahuta“ cl.IV Cucoaneg 
Andrei. 
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IASI (IASI) 9.9. ,,B. P. Hagdeu“ cl.V Cioata Ioana Larisa; S.g. ,, Mihail Kogdlni- 
ceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris; Lic. Teoretic ,,Dimitrie Cantemir“ cl. VI Mo- 
canu Bianca; Lic. de Informatica ,,Grigore Moisil“ cl.VIII Aluchienesei Victor; 
Colegiul National cl.V Dodun Dan, cl.VI Chiorescu Alexandru, Grddinaru Ana 
Alexia, Lehdceanu Sharon Stefana, Porcescu Ionut, Prigoreanu Teodora, Stefan 
Tudor, cl.VII Chigci Serban Constantin, Curpan Robert Gabriel, Obad& George 
Teodor, Pasarica Alexandru Ionut, Petrescu Bianca, Prioteasa Ioana Cristina, Vac- 
niuc Teodora Cristina, cl. VIII Anusc& Popa Ioan Armand, Astefanei Cosmin, Obada 
Stefan Alexandru, cl.IX Pinteala Eliza; Colegiul ,,Costache Negruzzi“ cl.V Axinte 
Bianca, cl. VII Popescu Theodora; C.N. ,,Emil Racovitd“ cl.V Coste Diana Stefania, 
Dragoslav Horia, Luchian Denisa Alexandra, Vlad Adriana, cl. VI Oleniuc Iulian, 
Opariuc Rares Ioan, Popescu Tudor George, Smoc George, Tamaciuc Ioana, cl.IX 
Lazar Cristian Sebastian, cl.XII Stangaciu Ramona Daniela, Vizitiu Monica. 
MELINESTI (DOLJ) Gr.sc. ,,Alexandru Macedonski“ cl.VI Spataru Patricia 
Teodora. 

MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cogbuc“ cl.X Ionete Delia Roxana. 

NASAUD (BISTRITA-NAS AUD) §.9. ,,.M. Eminescu“ cl.[V Mocanu Teodora, 
cl. VII Tirligan Paul; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ cl.V Iuga Ciprian, cl.IX Axinie 
Razvan, Caldarea Cristian Daniel. 

NAVODARI (CONSTANT A) 9.9. 1 cl. VIII Iantuc Bianca. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Dutlu Zamfirescu“ cl.V Manole Florin. 
ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist ,, Emanuel“ cl.VII Pop Robert, Tiutin 
Andrada Georgia. 

PASCANI (IASI) Lic.Teoretic ,, Miron Costin“ cl.VIII Ion Nela; C.N. ,, Mihail 
Sadoveanu“ cl.V Frasila Stefan, cl.X Vintur Cristian. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) 9.9. 2 cl.VII Apetrei Catalina; C.N. ,,Petru 
Rares“ cl.IX Spiridon Calin Daniel. 

PITESTI (ARGES) S9.g. 4cl.V Cioc Amelia Gisele, cl. VI Cioc Alex Andrei, cl. 
VUI Simion Teodora; $.g. 11 ,,Mihai Eminescu“ cl. VI Popa Stefania, cl. VII Iancu 
George; $.g. 19 cl.VI Zamfir Radu; $.g. ,,Jon Pilat“ cl.VIII Banu Miruna; C.N. 
»Zinca Golescu“ cl.V Avram Alexandru, Cuceanu Catalin Andrei, Florea Andrei, 
Georgescu Bogdan Ionut, Jianu Alexandru, Marin George Alexandru, Pandelica 
Lucian, Raducu Elena Nicole, cl. VII Serban Alexandru George. 

PLOIESTI (PRAHOVA) Lic. Pedagogic cl.V Sirbu Irina; C.N. ,,Al. I. Cuza“ 
cl.V Petculescu Mihnea, cl.VII Dobos Emanuel Vladut; C.N. ,,J. L. Caragiale“ cl.IV 
Alexandru Daria Ruxandra, Andronache Madalina Georgiana, Andronic Arthur Mi- 
hai, Barac Maria Iulia, Barbu Alessia Gabriela, Badoiu Robert Stefan, Botea Ma- 
rian, Cadar Elena Manuela, Cirnici David, Ditiu Cezar, Doroftei Andra Vanessa, 
Dragomir Mihai, Gavril Alessia Alexandra, Ghiculescu Andrei Flavius, Ionescu Petra 
Alexandra, Mihalcea Maria Alexandra, Mirita Ioana Raluca, Miroiu Andrei Claudiu, 
Nicolescu Alexandru Constantin, Nicolescu Ioan Teodor, Onut Andrei, Petcu Eduard 
Gabriel, Petrescu Mihnea, Popa Ana-Maria, Popa Andrei, Preda Gabriel Razvan, 
Radu Stefan Alexandru, Savelovici Teodor, Stanciu Diana Catalina, Suvaiala An- 
dreea, Timofte Andrei Cristian, Vintila Diana Andreea, Vlasceanu Andrei, cl.V Pana 
Adrian Dragos, cl. VI Deaconu Tudor Andrei, Foransbergher Tanya, Pipoi Ionescu 
Andrei, Savulescu Stefan, Serban Florin Alexandru, Tudor Dan Mihai, cl.[X Tudor 
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Costin Razvan, cl.X Nedelcu Tamara; C.N. ,,Jean Monet“ cl.V Niculae Alexandra, 
Rosu Delia Ioana; C.N. ,,Mihai Viteazul“ cl. VI Alexandru David. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) 9-9. Take Ionescu“ cl.IV lonica Jennifer 
Elena, Nicula Maria Cristina, cl.V Capris Ruth, Dimitriu Andrei, Gheorghe Liviu 
Armand, Ionica Flavio, Panaitescu Mihnea, Panescu Angelina Gabriela, cl. VII Du- 
mitrescu Dan; C.N. de Informatica ,,Matei Basarab“ cl.VI Marinescu Ioana, cl.IX 
Stancu Larisa; C.N. ,, Mircea cel Batran“ cl.IV Tudorin Radu. 

REGHIN (MURES) Gimnaziul de Stat ,,Augustin Maior™ cl.VI Oprea Florin 
Octavian. 

RESITA (CARAS SEVERIN) $9.9. 2 cl.V Dumitru Maria Alexia, Fara 
Eduard Petru, Jula Diandra Melinda, Terfeloaga Mario Andrei, Tuca-Willinger 
Andra-Beatrice, cl. VIII Milencovici Merima Nicolae; Lic. Teoretic ,, Traian Lalescu“ 
cl.V Buga Andru. 

ROMAN (NEAMT) S.g. 1 cl.V Leancd Ioana Ana Maria; $.g. 5 cl. VI Irimia 
Ana-Maria; C.N. ,.Roman Voda“ cl.V Baltoi Teodor, cl. VI Bursuc Tudor, Macinca 
Paul Alexandru. 

SATU MARE (SATU MARE) 9.9. Constantin Brdncoveanu“ cl.V Bucsi 
Maya; §.g. ,,Grigore Moisil“ cl. VII Mihai Miriam; S.g. ,,Lucian Blaga“ cl.V 
Pop Miruna, cl. VIII Roatis Iris Ioana; C.N. ,,M. Eminescu“ cl.[X Mihai Marcian. 
SANNICOLAU MARE (TIMIS) Lic.Teoretic ,,Joan Jebelean“ cl.VII Bociat 
Daniel. 

SIBIU (SIBIU) $.g. 4 cl.VII Diaconu Mihai; C.N. ,,S.v.Brukenthal“ cl.X Matei 
Cristian, Oprea Camelia, Toader Vlad Alexandru. 

SLATINA (OLT) $.9. ,Zugen Ionescu“ cl.VII Ignat Andrei Horia, cl. VIII Ghe- 
orghe Cristina Ioana, Mircescu Malina Cristina; C.N. , Jon Minulescu“ cl.IV Dobre 
Andreea Maria; C.N. ,,Radu Greceanu“ cl.VI Ionel Andrei Razvan. 

SLOBOZIA (IALOMITA) C.N. ,, Mihai Viteazul“ cl. VI Panait Andreea. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Jendchité Vacdrescu“ cl.V Antofie Mi- 
hai Andrei, Cristea Daria Ileana, cl. VI Costache Alexis Mihai, cl.X Angelescu Alina, 
Duna Ancuta Georgiana. 

TARGU JIU (GORJ) $.g. 8 ,,C-tin Savoiu“ cl.VII Soare Mihai; C.N. ,, Tudor 
Vladimirescu“ cl.V Bunget Andreea Maria, Mirea Ana-Maria, cl.VI Popescu Maria 
Mateea, cl.[X Stroie Alesandra Monica. 

TECUCI (GALATI) $.9. 5 ,Elena Doamna“ cl.ITV Butunoi Alexandru; C.N. 
,opiru Haret“cl.V Anghel Andrei Constantin, Tudor Dan Mihai, cl. VI Tasca Maria, 
Tudor Andreea Maria. 

TIMISOARA (TIMIS) $.g. 18 cl.VIII Babalau Alexandru; $.g. 21 cl. VII Du- 
mitrescu Patrick; $.g. 24 cl.VIHI Grigore Ionut; Lic.Pedagogic ,,Carmen Silva“ 
cl. VIII Laitin Eduard; Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IV Barbieru Crina, cl.V Preto- 
rian Razvan, cl.[X Malekshahian Alexandru; C.N. ,,C.D. Loga“ cl.[X Damian Doru, 
cl. XII Iocga Valentin Ionut. 

VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 2 cl.IV Ionescu Petru Vlad. 

VULCAN (HUNEDOARA) 8.9. 5 cl.VII Hirsch Alexandra. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 
vantes“ cl. VI Lavric Mihail. 

USA MOSINEE (WI) cl.[V Sandru Albert. 
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Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematica si ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmatorii 
profesori: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) $.g._ ,,Mihai Viteazul“ Cristea Tudor; $.g. 
»gtefan cel Mare“ Ionescu Floriana Violeta. 

ARAD (ARAD) S$... 5 Schnakovsyki Catalina; Lic. Teoretic ,, Adam Miiller Gut- 
tenbrunn“ Stoica Mircea Mario; C.N. ,, Moise Nicoaré“ Bodrogean Ovidiu, Negrila 
Liliana. 

BACAU (BACAU) C.N. ,,Gh. Vraénceanu“ Lazar Lucian. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,, Vasile Alecsandri“ Salajan Raluca; C.N. 
» Gh. Sincai “ Heuberger Dana, Musuroia Nicolae; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Bob Robert. 
BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Ioan Ciordas“ Bercovici Crina. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) $.g._,,Lucian Blaga“ Pop Stela; C.N. 
»Liviu Rebreanu“ Cristus Luminita, Sanda Nicolae. 

BLAJ (ALBA) C.N. ,,I. I. Micu Clain“ Ghit& Ioan. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) $.g. 1 Solcanu Vasile. 

BOTOSANI (BOTOSANI) $.g.10 Condurache Elena; $.g.17 Asiminicesei Vasile; 
C.N. ,, Mihai Eminescu“ Oniciuc Gheorghe, Trisca Teodor. 

BRASOV (BRASOV) $.9. 2 Ciocirlan Ioana; $.g. 5 Folosea Ioan, Minea 
Delia; $.g. 11 Ghise Lucica; $.g. 15 Cocalea Rodica; Lic. ,,Andrei Muresganu“ 
Cataron Adriana; Lic. Teoretic ,, Johannes Honterus“ Lepadatu Maria; C.N. ,, Andrei 
Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel; C.N. ,,Dr. Ioan Mesoté“ Satala Ciprian; 
C.N. ,Emil Racovita“ Pruna-Tarcan Silvia; C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil “ 
Popescu Radu. 

BRAILA (BRAILA) 9.g. ,don Creanga“ Buzea Victor; $.g. ,,Fdnus Neagu“ 
Tilinca Daniela; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Danielescu Iulian, Botea Carmen, Botea 
Viorel. 

BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic Burlan-Mitu Olivia-Simona. 

BUCURESTI 9.9. 10 ,,Maria Rosetti“ Radu Dana; S.g. 12 ,,Herdstradu“ Fainisi 
Dorela; $.g. 56 ,,Jose Marti“ Radu Dana, Buzea Gabriela; $.g. 79 Burlan Camelia, 
Simut Marioara; $.g. 81 Donciu Mihaela, Ichim Cristina, Ivan Florina Catalina, 
Panaitescu-Liess Georgiana; $.g. 84 ,,Nicolae Balcescu“ Sfia Andreea; 9.9. 88 
»Mihat Viteazul“ Pisai Bogdan; $.g. 96 Cicu Valentina; $.g. 97 Olteanu Cristian; 
S.g. 139 ,, Mircea Santimbreanu“ Serban Stela; S.g. 171 Bucur Eliana; $.g. 172 ,,Sf. 
Andrei“ Baciu Florina, Preda Traian; $.g. 195 Ivan Florentina Daniela, Petrescu 
Maria; $.g.197 Sturza Luminita; $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ Raducan Gabriel, Ten- 
der Melania; $.g. 307 Iancu Georgeta; Sc. Europeand Scraba Maria; 9.g. ,,Sf. Tret 
Ierarhi“ Voicu Laura Maria; Lic.International de Informatica Georgescu Flavian, 
Romascu Sergiu, Nicolae Elena; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ Aursulesei Cornelia; 
Lic. Teoretic ,,IJon Barbu“ Secareanu Ana-Maria; Lic. ,, Marin Preda“ Baciu Florina, 
Necula Mihaela; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Petre Simion; C.N. ,,Sf. Sava“ Tena Mar- 
cel; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Dilimot Nita Vasile, Simionescu Raluca; C.N. ,, Tudor 
Vianu“ Chites Costel, Mangra Cristian, Popa Marin, Zamfir Rica. 

BUZAU (BUZAU) S$.g. 16 Stratan Irina; $.g. ,,George Emil Palade“ Oancea 
Elena. 

CARACAL (OLT) $.g. ,,Nicolae Titulescu“ Tolu Eugenia. 
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CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Tehnologic , Decebal“ Corici Carina; 
Lic. Teoretic ,, Traian Doda“ Dragomir Delia. 

CALARASI (CALARASI) $.g._ ,,Carol I“ Furtun& Sorin; $.9. ,,Nicolae Tit- 
ulescu“ Iordache Camelia Elena. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,, Oprea Iorgulescu“ Bivol Ioana, Ten- 
tu Isabela; S.g. 3 ,,.Nanu Muscel“ Parse Ion; $c. Particulara ,,Sf. Iacob“ Leica 
Adina; Lic. National cu Program Sportiv Popescu Ionela. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovité“ Vasilescu Valentina. 
CONSTANTA (CONSTANTA) $.9. ,,Dan Barbillian“ Arventiev Maria; 9.g. 
29 ,, Mihai Viteazul“ Cojocaru Gratziela, Toma Mihaela; $c. Spectrum Carnaru 
Mioara; Lic. International de Informatica Vacarescu Cristina; Lic. Teoretic ,, Ovidius “ 
Arventiev Dorin, Gurgui Adriana Daniela; C.N. Pedagogic ,,Constantin Bratescu“ 
Sibana Rodica; C.N. ,,Mircea cel Batraén“ Chichirim Nelu, Frecug Viorica, Gache 
Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 2 ,, Traian“ Marculescu Mariana; $.g. 18 ,,Sf. Dumitru“ 
Diaconu Dinu Raluca; S.g. 32 ,,Alerandru Macedonski“ Margineanu George; C.N. 
, Carol I“ Ciurcea Raluca, Georgescu Carmen Liana; C.N. ,,Elena Cuza“ Stoian 
Ecaterina; C.N. ,,Fratit Buzesti“ Ionescu Mioara, Nanu Ion, Prufu Veronica, Tutescu 
Lucian. 

CUGIR (ALBA) 9.9. 3 Mitea Mariana. 

CURTEA DE ARGES (ARGES) 9.9. 4 ,,Micea cel Batran“ Nita Adriana. 
DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Dorin, Lint Maranda, Monea 
Steluta. 

DOROHOI (BOTOSANI) $.9. 8 ,,Mthail Kogalniceanu“ Vlaescu Valerian. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 3 Vasile Florica; $.g. 
14 Petriu Gabriela; $.g. ,,Alice Voinescu“ Coada Carmen; C.N. ,, Traian“ Antonie 
Mihaela Rodica, Cainiceanu Gheorghe, Paponiu Dana, Prajea Manuela. 
FARCASA (MARAMURES) §.9. ,,Lucian Blaga“ Bolos Aurica, Pop Monica. 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ Nicolescu Ion. 

FOCSANI (VRANCEA) 9.9. ,,Anghel Saligny“ Baiciu Iuliana; $.9. ,,Jon Bas- 
gan“ Cucu Anca; $.g. ,,Stefan cel Mare“ Slujitoru Florin. 

GALATI (GALATI) $.9. 28 ,, Mihai Eminescu“ Berdila Anica; C.N. ,, ALI. Cuza“ 
Damian Oana; C.N. ,,Costache Negri“ Dudau Mitica, Tataru Radu. 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,,Viadimir Streinu“ Ionescu Georgeta, Turcu 
Iuliana. 

IASI (IASI) $.9. ,,B.P.Hasdeu“ Boboc Romela Elena; $.g9. ,, Mihail Kogdlniceanu“ 
Sirbu Lenuta; Lic. Teoretic ,,Dimitrie Cantemir“ Munteanu Daniela; Lic. de In- 
formatica ,,Grigore Moisil“ Mirganu Gabriel; Colegiul National Anita Alice, Cu- 
lac Tamara, Lazar Cristian, Paga Adrian, Popa Gabriel, Zanoschi Gabriela Elena; 
Colegiul ,,Costache Negruzzi“ Zanoschi Adrian; C.N. ,, Emil Racovité“ Bucataru Mi- 
haela, Budeanu Catalin, Buzac Doru, Pitu Leon. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.sc. ,,Alexandru Macedonski“ Micu Constantin. 
MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cosbuc“ Drula Valeriu. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) 5.9. ,,Mihai Eminescu“ Roman Cerasela, 
Muregan Mariana; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ Iovita Edith Rozalia. 

NAVODARI (CONSTANTA) $.g. 1 Voicu Daniel. 
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ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist ,, Emanuel“ Cicortag Marius. 
PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,Miron Costin“ Craciun Alina; C.N. ,,Mthail Sa- 
doveanu“ Craciun Dorinel Mihai, Frasil& Mihai. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) 9.9. 2 Asandei Rodica; C.N. ,,Petru Rares“ San- 
dovici Adrian. 

PITESTI (ARGES) $.g. 4 Simion Mugurel, Popescu Cezar; $.g. 11 ,,Mihai 
Eminescu“ Haiducu Marian, Ursu Florica; $.g. 19 Costea Catalina; $.g. ,,[on 
Pilat“ Peligrad Sorin; C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) Lic. Pedagogic Ghidu Alexandra; C.N. ,,Al. I. Cuza“ 
Isofache Catalina, Mihalache Daniela; C.N. ,,J. L. Caragiale“ Nachila Petre, Negrila 
Anton, Nita Eugen, Vasile Emil;C.N. ,,Jean Monet“ Ghidu Mihaela; C.N. ,, Mihai 
Viteazul“ Stegaroiu Malina. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. ,,lake Ionescu“ Deliu Dumitru, Po- 
pescu Constantin, Smarandoiu Stefan; C.N. de Informatica ,,Matei Basarab“ Rascu 
Valerica, Varzaru Gabriela; C.N. ,, Mircea cel Batrén“ Bolovan Victoria. 
REGHIN (MURES) Gimn. de Stat ,, Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 
RESITA (CARAS SEVERIN) $.g. 2 Draghici Mariana; Lic. Teoretic ,, Traian 
Lalescu“ Bejan Otilia. 

ROMAN (NEAMT) §.g. 1 Gheorghiu Maria; $.g. 5 Leoreanu Anca; C.N. 
»foman Voda“ Husaru-Nechita Petronela, Suman Daniela. 

SATU MARE (SATU MARE) 9$.g._ ,,Constantin Bréncoveanu“ Marginean 
Gyongyvéer; $.g. ,,Grigore Moisil“ Braica Petru; $.g. ,,Lucian Blaga“ Culic Camelia; 
C.N. ,, Mihai Eminescu“ Maiorescu Dan. 

SIBIU (SIBIU) $.g. 4 Brodetschi Rodica. 

SLATINA (OLT) $.g. ,,Hugen Ionescu“ Nasui Mariana;C.N. ,,Jon Minulescu“ 
Nicolae Gabriela; C.N. ,,Radu Greceanu“ Popa Dorin. 

SLOBOZIA (IALOMITA) C.N. ,, Mihai Viteazul“ Margarit Marian. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,, Iendchitd Vacdrescu“ Catana Alin, Ca- 
tana Daniela. 

TARGU JIU (GORJ) $.g. 8 ,,C-tin Savoiu“ Stoichitoiu Mircea; C.N. ,, Tudor 
Vladimirescu“ Bunget Mihai, Prunariu Cristiana. 

TECUCI (GALATI) $.9. 5 ,,Elena Doamna“ Gita Ionica; C.N. ,,Spiru Haret“ 
Grecu Ion, Miron Adrian. 

TIMISOARA (TIMIS) $.g. 18 Stanciu Mariana; $.9. 21 Costea Emilia; 9.9. 24 
Mihet Maria; Lic. ,,Grigore Moisil“ Bataran Florin, Georgescu Ruxandra, Volungan 
Rodica; Lic.Pedagogic ,, Carmen Silva“ Jiroveanu Cristina; C.N. ,,C.D. Loga“ Nemes 
Adrian. 

VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 2 Rababoc Elena. 

VULCAN (HUNEDOARA) $.g. 5 Scrieru Livia. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 
vantes“ Postu Rodica. 
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Realizarea suplimentului este coordonata de: 


Deaf Tan OGnw radantar ONAN R 


S:P14.51. Dan cheltuieste luni 40 de lei, iar marti = din ce i-a rimas. 


Miercuri mai are 21 de lei. Cati lei a avut Dan luni dimineata? 
* * =X 


S:P14.52. Am un numar de bomboane, intre 40 si 50. Cate bomboane 
am daca le pot imparti prietenilor mei in mod egal cate 6 bomboane, dar nu 
le pot imparti in mod egal cate 8 bomboane. 

* * =X 


; De aes , 
S:P14.53. Alin are o suma de bani. Cu = din bani cumpara o carte. 


Cu banii ramasi ar dori si cumpere un joc al carui pret este jumatate din suma 
pe care Alin o avea initial. Isi poate cumpara jocul? Justificati raspunsul dat. 
* * =X 


S:P14.54. Aflati pe x din egalitatea: 
2014 x [2014 — (2014 — 2014: x)| = 2014. 


* *K Xx 


S:P14.55. Am ales un numar intre 40 si 50. Daca il impart la 6 obtin 
restul 5. Daca il impart la 8 obtin restul 7. Ce numar am ales? 
* Ok x 


S:P14.56. Un turist parcurge in prima etapa jumatate din traseu, iar 
in a doua etapa o treime din rest. Ce lungime are traseul, dac&i mai are de 
parcurs 50 de kilometri? 


S:P14.57. Gasiti numerele abc pentru care abc : ac = 16. 
* OK OX 


S:P14.58. Suma a douad numere este 75. Jumatate din primul numar 
este cat o treime din al doilea. Aflati numerele. 
* OK X 


S:P14.59. Putem introduce in 5 cutii 28 de obiecte, astfel incat sa 
nu existe cutii goale, sa nu avem in doua cutii acelagsi numar de obiecte si in 
fiecare cutie s&4 avem un numar par de obiecte? Justificati raéspunsul dat. 

* ok O 


S:P14.60. Dintr-o cutie cu monede de aur fiecare dintre cei trei pirati 
ia cate o zecime. Cate monede au luat cei trei pirati, daca in cutie au ramas 
105 monede? 


S:E14.88. Sa se determine num&rul natural cd care verifica egalitatea 


a,la-a,b = 1c,d2, pentru anumite cifre a si b. 


* OK OX 


S:E14.89. Determinati cel mai mic numar natural aabb care impartit 
la 7 da restul 0. 
* ok 


S:E14.90. Calculati 5a + 2b — 3c, stiind cé a+b = 100 si a—c = 200. 


* kK xX 


Clasa a VI-a 


S:E14.91. Fie numerele a,b,c € N* astfel incat a? + b? + c? = 2432 si 
(a,b,c) = 8. 
Calculati media aritmetica a numerelor a, b,c. 
Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.92. Fie n € N* si numerele 
= 7 aaa salle a b _ g2n o5ntl ao c= Dae re Gree |. d = g2nt+3 52n _ 9 


Aratati ca: 
a) numerele a, b,c,d nu sunt prime; 
b)a+b+c+d este patrat perfect. 
Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.93. Se considera segmentul AB. Notém M mijlocul lui AB, My; 
mijlocul lui BM, Mp mijlocul lui M,A, M3 mijlocul lui MzB, M4 mijlocul 
lui AM3. Se stie c& M, M3 = MyM, + 2cm. 

a) Aflati lungimea segmentului AB. 

b) Notém cu M, si My mijloacele segmentelor [M2 Mg] si [M4, M3]. Ara- 
tati cé M, este mijlocul lui [AM]. 

Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.94. Fie unghiurile xCOD C Int(xBOE) Cc Int(xAOF) cu 
suma masurilor egala cu 180° astfel incét m(xBOE) = 5 -m(xCOD) gi 


4 
m(x<AOF) = ‘a m(< BOE) . 
a) Aflati m(xCOD) si m(xAOF). 
b) Notam [OP bisectoarea x AOB si |OQ bisectoarea <EOF'. Calculati 
m(xPOQ). 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


ab a+l 


S:E14.95. Determinati numérul ab stiind ca = = as, 


Ion Neata, Slatina 


S:E14.96. In triunghiul oarecare ABC, AB > AC > BC, bisectoarea 
unghiului B intersecteazi pe [AC] in M, iar perpendiculara din C pe BM 
intersecteaza pe AB in N si pe BM in P. Exprimati perimetrul triunghiului 
ANM folosind lungimile laturilor triunghiului ABC. 


Luca Tutdé, Buzau 

oa as a+b bt+e 
S:E14.97. Determinati numerele abc stiind ca - = = = : = 
Marioara Bujor, Focsani 


ab5ab5 25 


S:E14.98. Calculati termenii proportiel 3(108 — 1) = 
Luca Tuté, Buzau 


S:E14.99. Stiind cd 5(a + b) = 4(b+c) si 4(c-— a) = a+, calculati 
c+b a+b 
a+b c-a 

* kK 


S:E14.100. Fie x,y, z numere naturale nenule. 
: L z ; 
Aratati ci daca , atuncil © = y = z. 


y+z ~ y+2 ~ Zor 
Clasa a VII-a 


S:E£14.101. Aratati ca : 


n n—1 1 1 
oricare ar fin € N*. 


a) —_ =-_- _— = 
n+1 n n n+l nn+l1) 
b) 9013 9012 : 9011 ae 9 1 a 
1-2 2-3 3-4 °°'* 9012-2013 * 2013-2014 ~ 
sa Nigh 2 Os , 2013 
2° 3 4 °° 9014° 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 
S:E14.102. Fie numerele 
a = 0,z(y) + 0,y(z) 
b=0,rz(y) + 0,yy(z) 
c= 0,ryr(y) + 0,yry(zx) 
d = 0, ryyx(y) + 0, yrry(z) 


| d 
si numarul m = = . Aflati x, y cifre diferite nenule astfel incAt m € Q. 
Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 
S:E14.103. Fie pitratul ABCD. Considerim punctele M € (BD), 
N € (CD) si P € (AB, astfel incét [DM] = [DC], [BM] = [DN], [DB] = 
= [AP]. Notim MN1 AB = {E}. Aratati ci EPCN este paralelogram. 
Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 
S:E14.104. Fie ABCD un trapez cu AB || CD, AB = 2: DC. Notaém 
mijloacele diagonalelor AC si BD cu E, respectiv F. Daca EM || AD, 
MeéBD,FN || BC, N € AC si P este mijlocul lui AB, aratati ca: 
AB 
a) Punctele D, E, P sunt coliniare. b) MN = a 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.105. Printr-un punct variabil D situat pe latura BC’ a tri- 
unghiului oarecare ABC se duce o paralela la mediana AM, M € (BC). 
Paralela intersecteaza dreptele AB, respectiv AC in E, respectiv F’. Aratati 


E 
si DE + DF este constant. 


"AC AB | | | 
Marioara Bujor, Focsani 

‘ Eo - J 1 
S:E14.106. In triunghiul ABC avem —+—+— = -, unde hg, hy, he 

ha hy he 2 


reprezinta lungimile inaltimilor corespunzatoare laturilor BC’, AC, respectiv 
AB. Stiind ca perimetrul triunghiului este egal cu 24 cm, aflati aria triun- 
ghiului. 

Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.107. Se considera numarul natural nenul n si numarul 


a) Aradtati ci Ag + Ag+...+ Aooig este numar rational, iar A; + A3 + 
+...+ Agoi3 este numar irational. 
b) Calculati A; + Ag + Ag+... + Ao013: 
Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 
S:E14.108. Aflati lungimile inadltimilor unui triunghi ale carui laturi 


au lungimile 8 cm, 10 cm, respectiv 12 cm. 
* ok Ok 


S:E14.109. Aflati aria trapezului ABCD, AB || CD, stiind ci AB = 
= 14cm, BC =6cm, CD=7 cm, AD=5 cm. 
ae 
S:E14.110. Fie a, 6, c, d numere reale astfel incat a+ b = c+d, 
a—b=5sic—d=9. Calculati valoarea expresiei ab — cd. 
Luca Tuté, Buzau 


Clasa a VIII-a 


f2n? +2n+1 : ae + 
S:E14.111. a) Aratati ca ciao ~neN*. 


/e+ pe eS Wao as zi ts Le n(n mete 1) 
b) Aratati ca 


oricare ar fi n € N*. 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 
S:E14.112. a) Aratati cém+n+2=/14+(m+n4+1)(mM+n+43), 


m,n € N*. 
b) Calculati valoarea lui x daca 


1+ 1000- {/1+4+ 1001 - 4/1+1002-1/1+...+2010-V1+ 2011 - 2013 


(sunt 2012 radicali) (formula lui Ramanujan). 
Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.113. Pe planul triunghiului ABC, cu m(<«A) = 135°, se ridica 
in mijlocul O al laturii BC o perpendiculara VO = 33 cm. 

a) Aradtati ca VA < VB, 

b) Dac& in plus AC = 6/2 cm si AABC este isoscel, aratati ca 
d(V, AC’) = d(B, AC). 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E£14.114. Fie M, N mijloacele muchiilor BC si DD’ ale cubului 
ABCDA'B'C'D’. Notam DM AC = {P} si CNN DC’ = {Q}. 

a) Notam O centrul fetei ABC'D. Aratati ci QP || NO. 

b) Demonstrati ca PQ || (ABC’). 


Concursul ,,Micul matematician“, Negresti-Oas 


S:E14.115. Determinati numirul ab stiind ca 
ab- V3 -a—1= bav3 — b — 2bV3 + 3V3. 


Otilia Nemes, Ocna Muregs 
S:E14.116. In piramida triunghiulard regulata VABC o fata laterala 
formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de 30°. Stiind c& apotema 
piramidei are lungimea egala cu 6 cm, aflati aria lateralad si volumul piramidei. 
* *K * 
S:E14.117. Aratati cé numarul A = 2n°+n+6 se divide cu 3, oricare 

ar fi nm numar intreg. 
Luca Tuté, Buzau 


S:E14.118. Intr-o piramida triunghiulara regulata inaltimea si apotema 
formeaza& un unghi cu masura de 30°. Aflati lungimea laturii bazei, stiind c& 


volumuiil si aria. lateral’ ge eynrim4 nrin areladi numa&ar real 


S:L14.85. a) Aratati cdi daca a,b > 0, egalitatea 


Gp] te= H ee ) 


itrage a = Db. 

b) Aratati cd egalitatea (1) este verificata de o infinitate de perechi 
a,b) de numere reale diferite. 

c) Aratati cd exista o infinitate de perechi (a, b) de numere reale pozitive 
gs b a 
listincte, pentru care A +a= | + 6. 

a 
Mihai Dicu, Craiova 

S:L14.86. Fie numerele reale a, b, c, dcua <b<c<dsi numerele 

‘eale strict pozitive m,n. Demonstrati inegalitatea 


(ma + nb+me+nd)? > 4(m+n)(mac + nbd). 


Leonard Giugiuc, Drobeta-Tr. Severin 
S:L14.87. Intr-un triunghi ABC fie D, E, F respectiv punctele de 
angenta ale cercului inscris cu laturile BC, AC’, AB. Aratati ca daca 


AF + BD+CE = BA+ FB + DC, 


itunci triunghiul ABC este echilateral. 
Gheorghe Aleze, Pitesti 
§:L14.88. Determinati cel mai mic num@r natural n pentru care exista 
xact 24 de numere patrate perfecte mai mari sau egale cu n si mai mici sau 
gale cu n+ 2014. 
Olimpiada Japonia 
5:L14.89. Cel mai mare venit. Venitul anual al unei companii, 
‘xprimat in milioane de lei, pe o perioada de z ani, incepand cu anul 2008, 
yoate fi modelat prin functia V(x) = —0,1527 + 1,52 + 8, unde 0 <2 <6. In 
‘e interval de timp firma a avut cel mai mare venit? 
5:L14.90. S& se arate c4, pentru orice numar natural n > 2, exista 


1umerele naturale distincte a,,a2,...,@,, astfel incat 
9 1 is 1 ee 1 
16 af a °° Gd 
Florin Rotaru, Focsani 
Clasa a X-a 


rc 
= (logy x)?. 
Nicusor Berbecel, Orastie 


S:L14.91. Rezolvati ecuatia log,(1 — xz) + log, 


S:L14.92. Presupunem ca n este o putere a unui numar prim. Daca 
m divide n si m — 1 divide n — 1 atunci n este o putere a lui m. 
George Stoica, Canada 
5:£14.93. Consideram n > 2 urne aliniate si presupunem c& avem n 
bile colorate cu una dintre culorile alb, rosu, negru. Introducem, incepand cu 
urna din stanga, cate o bila in fiecare urna in sensul de la stanga la dreapta. 
In cAte moduri putem face aceasta daca in plus trebuie satisfacuta conditia 
c& pentru fiecare urna la stanga sau la dreapta ei sunt bile de culori diferite 
de culoarea acesteia. 
S:L14.94. Daca xz, y, z sunt numere reale, din 27+34 = 5’, 24437 = 5” 
si 2* + 3% = 5Y rezulta x = y= z= 1? Justificati rdspunsul. 
Folclor matematic 
S:L14.95. Consideraém numerele reale a > b > 1. Aflati valoarea 
maxima a sumel 


a b 
log, 5 + log, a 


Olimpiada Filpine, 2009 
S:L14.96. Rezolvati in R ecuatia 


2014 x 2014 


gsin _ cos x 2013 


= (cos 27) 


Traian Taémédian, Carei 


S:L14.97. Aradtati ca 
1 1 1 
Pal Ein (ea ie eo ise. 
In(10e) +1In“10  lg(10e) + lg“e 1+1n10+lge 
Traian Taéméian, Carei 
S:L14.98. Aratati ca, intr-un triunghi ABC, are loc egalitatea 
Tole cla Talb 


ey ee 
bc ca ab 2R 


(Notatiile sunt cele uzuale.) 
Florin Rotaru, Focgani 
S:L14.99. RaspAndirea epidemiei. Un biolog a stabilit ca o epi- 
demie se rdspAndeste in populatia unui oras dupa modelul p(t) = 1 — e~%***, 
unde p(t) reprezint& procentul din populatie care a venit in contact cu boala 
iar t este num&rul de sAptaméni trecute de la aparitia in comunitate a bolii. 
In cate siptamAani va fi infectat un procent de.80% din populatie? 
S:L14.100. Sherlock Holmes in actiune. Legea lui Newton de 
ricire afirma’ c& temperatura T de racire a unei substante la momentul t 
(ore) poate fi modelat prin T = (Ip —Tr)e-™ +Trp, unde Tp este temperatura 
initiala a substantei, Tr este temperatura camerei, iar r este o constanta, ce 


reprezinta viteza de racire a substantei. Celebrul detectiv Sherlock Holmes 
are de anchetat o crima si merge la fata locului. Totul a ramas nemiscat, 
special pentru el. Temperatura persoanei proaspat decedate a fost masurata 
si s-a constatat cd era egald cu 26°C la ora 12:30 si cu 24°C la ora 13:30. In 
camera, temperatura este de 20°C. Daca temperatura corpului in momentul 
decesului a fost de 37°, ajutati-l pe Sherlock Holmes sa afle la ce ora a murit 
persoana. 


Clasa a XI-a 


S:L14.101. Exist& matrice A € M3(R) pentru care A7+3A+2]3 = A’? 

(Prin A‘ s-a notat transpusa matricei A). 
Dan Nedelcu, Drobeta-Tr. Severin 
S:L14.102. Fie (an)n,(bn)n siruri de numere reale pozitive astfel ca 


lim an = oo, lim — = 0. Exista siruri (zp)n, cu valori in (0,1) astfel ca 
n— oo nN—+00 On 


Jim. In =1si Jim (27" — gn) = 17. 
George Stoica, Canada 
S:L14.103. Determinati functiile continue f : [0,0co) + R pentru care 
exista n € N* astfel incat 2" f(x") = f(x) pentru orice x € R™. 
Georgiana Simona Smaranda, Urlati 
S:L14.104. Determinati progresiile aritmetice de numere reale (Lp )n>1 
pentru care girul (cos Zp)n>1 este convergent. 
Marian Cucoanes, Marasesti 
S:L14.105. Folositi o substitutie trigonometrica pentru a calcula limita 
lim 2”a,, unde sirul (an), este definit prin aj = 1 si any) = a 
N—0o Jaz +1 + 1 
Dan Nedeianu, Drobeta Tr. Severin 
S:L14.106. Studiati convergenta sirului (Zp)n>1, definit prin 


n? n? n? 


ee ee ee es 
vn& + 1 n® + 2 vn& +n 


In = 


pentru orice n € N*. 
S:L14.107. A este o matrice n x n cu elementele a,; = |i — j|. Aratati 
ci determinantul ei este det A = (—1)"~!(n — 1)2"-?. 
Concurs Putnam 
S:L14.108. Aratati c& nu existéa numere reale distincte 271, 79, 73, £4, 
astfel incat x# 4+ x32; + Cre xix? + x; = 1, pentru orice i,j € {1,2, 3, 4}, 
cuits 7. 
George Stoica, Canada 


5:L14.109. Fie f : R > R o functie continua, cu f(—1) 4 f(2) si 

cu proprietatea (f o f)(x) = x” — 2, pentru orice numar real x. Aratati cd, 
2/2a+1 
az4+1 — 

Petru Todor, Sebes 

S:L14.110. Ecuatia Michaelis-Menten. In anul 1913, biochimis- 

tul Leonor Michaelis si fiziciana Maud Menten au dezvoltat o teorie asupra 

actiunil si cineticii enzimatice. Conform ecuatiei Michaelis-Menten, cand o 

enzima este combinata cu un substrat de concentratie s (in milimoli), viteza 


pentru orice a € R, exist cg € [—1; 2], astfel incat f(cg) = 


As 
——, unde A si K sunt constante. 
K+s 

a) Aratati ca A este valoarea limitei vitezei de reactie, atunci cand 
concentratia s — oo. 


de reactie este data de ecuatia R(s) = 


b) Pentru o anumita reactie, K = 1,5 mM. Pentru ce valoare a concen- 
tratiei s, R(s) este egala cu 75% din valoarea lui A? 


Clasa a XII-a 


S:L14.111. Daca operatia binara * definita pe C x C are proprietatea 
(a * b) *c =a+b+c pentru orice a,b,c € C, atunci * coincide cu adunarea 
numerelor complexe. 
George Stoica, Canada 
S:L14.112. Fie * o operatie asociativa pe o multime finita G (semi- 
grup). Aradtati c&é daca pentru orice x € G exista un unic y € G astfel incat 
ceYyY* X=, atunci G este grup. 
S:L14.113. Aratati ci daca intr-un grup G avem (ab)” = a”b", Va,be€ 
€ G, pentru trei valori consecutive ale lui n € N*, atunci G este abelian. 
S:L14.114. Demonstrati c& polinomul f(X) = X2(X —1)?(X —2)?4+1 
este ireductibil in Z[X’]. 
S:L14.115. Fie R un inel in care au loc urmAatoarele: 
1) pentru orice a € R, din aza = 0 pentru orice z € FR rezulta a = 0; 
2) cy + yx = 0 pentru orice z,y € R. 
Aratati c& inelul este comutativ. Construiti un astfel de inel. Este 
adevarat c& intr-un inel comutativ in care are loc 1) avem ry + yr = 0? 
George Stoica, Canada 


S:L14.116. Fie f : [0,1] — R derivabila, cu derivata continua si astfel 
1 1 


0 


incat f(1) = 0 si | sae = -5 Folositi relatia [v@ —2z)*dxz > 0 
0 


pentru a arata ca 


GQ | — 


1 
2 | (f'(z))"da > 
H 


Folclor matematic 
S:L14.117. Aruncadm la intamplare o moneda de diametru 1/2 pe o 
foaie de hartie cu patratele de latura 1. Care este probabilitatea ca moneda 


sa acopere un varf al retelei? 
Folclor matematic 


S:L14.118. Aratati cdi functia f : (0, +00) > R, definita prin 


i 


1 ro 
= dt dt 
F(z) Ess +faa | 
0 0 


este constanta. : 
2 
S:L14.119. Integrala lui Wallis. Fie W, = [ cos tat, pentru orice 
0 
neéEN. Aratati ca: 
a) (n + 2)Wnr+2 = (n + 1)W; 


6) tim Sa 
) lim W, 9 


S:L14.120. Viteza sunetului s(x) (in metri pe secunda), depinde de 
altitudinea x (in kilometri) si poate fi modelata astfel: 


—47 + 3438, O<2< 12 
295, 12 <a < 22 
3 


a2 + 278,5, 22 <2 < 32. 


s(x) = 


5a se determine viteza medie a sunetului lansat de pe un satelit aflat la 
32 km de Pamant. (Daca f este integrabila pe intervalul [a, b], atunci valoarea 


b 
1 
medie a lui f pe acest interval este 5 / f(z) az.) 
—a 
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1. Introduction 
It is well known the fact that for any not null real numbers a,b,c we 
have 


a—b b-c C—a a—b b-—c ca (1) 
Cc a b Cc a b 
and therefore 
2") + | 
+ 
Cc 


a—b 
Cc 


b—c 


a 


Cc—a 


+ 


The relations (1) and (2) are valid for complex numbers, as well. 
By considering c=x+y,b=y+2z,a=2z+z2 in (1) and (2), we deduce 
the following results: 
PU Ie 4 Ze L-y y-2z z-2£ (3) 


r+y ytrz 242 Cry Yrs 2+z 


xr-y y—2z z—-@)L|e—yl ly—2| jz-2 (4) 
rt+y ytz z+a2a|~ jeot+y| lyt2z| [zte2]’ 
which remain valid for all complex numbers z, y, z, with r+y 40, y+z#£0, 


z+x2 £0. 
In [1], applications of (3) and (4) in the geometry of triangle are given. 


1)Profesor, Lic. teoretic , Avram Iancu“, Cluj-Napoca 
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In the following, we present some similar results for four complex num- 
bers, as well as some applications for quadrilaterals. 


2. Main results 


Theorem 2.1 If z,u,v,w € C, z+u4#0,ut+vZ~0,v+w sO, 
w+ z#0, then 

z-U U-v v-W w-z . (zv—UuDw)(z—v)(u—w) 

ztu utv v+w wtz  (z+u)(ut+v)(v+w)(wtz) 
and 


(5) 


z—ul| |u-v os P= ||zu| — |uw|| jz —v| lu — w| (6) 
ztul jut+v| ju+twl] jwtz}| 7 |[ztulluto|lv+ull[w+z| 
are valid. 
Proof. Noting that 
eo OEY 2u(z — v) 
ztu utv§ (z+u)(utv) 
and 


v-w w-z  wiv—z) 
v+w wtz (v+w)(wt+z)’ 
we can write 
Z-UWU U-V V-W W-zZz U w 
a a, 
ztu utv vt+tw wt+z (ztu)(utv) (v+w)(w+z) 


294) zuv + uw? — zw — u*w _5__(zv—uw)(z — v)(u— w) 
(z+u)(ut v)(v+w)(w + z) (z+u)(ut+v)(v+w)(w+z)’ 


and the proof of (5) is complete. 
By (5), using the properties of modullus for complex numbers, we have 


Z-U U-V V—-W W-Z 
ztu utv v+w w+ Zz 


v—Ww 
v+w 


U—v 
Ut+UvV 


Ww—z 
> 
W+ 2 


z—wu 
ztu 


_o_lzv—uullz—vjlu-wl yg lizilel — lullwll lz — ole — wl 
jz+ulluto||o+w|lwt2z| ~~ |z+ulluto|jo+w|lwt el 
3. Applications 
1. Let ABCD be a convex quadrilateral. Then 
A-B ,. B-C ,C-D .D-A 


9 sin 9 sin ae Sln 9 

“Ap! BO’. CLD. DEA 
sl sin sin sin 

2 9 y y (7) 
B+D  A-C.. B-D 

q 29 y 

A+B D+A 
2 5 


sin 


sin 
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and 
eae poe Eset Aas 
sin — S 5 , 5 5 : 
APB 2 Bao” . C4)” DEA = 
sin sin sin 
2 2 2 (8) 
B+D mir’ nea? 
ae 5 S 5 S 5 
7 seen eee 
2 2 
B 
Proof. If in Theorem 2.1 we take 2 = tanS,u=tan =, v=tanS and 


w = tan a we find that 


A B B C C D D A 
pal ene tan = ~ tan tan —-—tan— tan—-—tan — 


2 2 2 2 ae 
Meee catia 4 “atin a Sree 
2 2 2 2 2 2 2 2 
(tan ie tan c —tan 2 tan >) (tan a —tan 5] (tan 5 -t 2 — ie 
—9 2 2 2 2 2 2 2 a) 


tan sa ea tan Beat 2 tan Saee Z tan Stan < 
2 2 2 2 2 2 2 


Since 
_ A-B 
A B sin 9 
tan 2 — tan 2 = A. B A B 
2 2 
_ A+B 
B sin 9 
tan 2 + tan ry — A 
cos — cos — 
2 
and 
tan — ene ee 
4 Dr set 2 
B _ A+B’ 
tan 2 + tan 2 sin 5 
we deduce that the left member of the indentity (9) equals 
A-B _ B-C . C-D _D-A 


sin 


sim 


sin 


sin 

aaa ey eee eee eee ae ee, 
A+B B+O' C+D D+A’ 
sin 9 sin 9 sin 9 sin 9 
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On the other hand, we can easily show that 


Pe id eee jue 2 
© tit wi Pin ee 
a ee en ee vost coe B cps © one P 

2 2 2 2 


and, consequently, the right member of (9) becomes 


er tae pcan we 
7 er an, senate ae 
oor sees 
2 2 


Inequality (8) follows immediately from (7). 


Remark. It follows that, in any cyclic quadrilateral ABCD, 
A-B _B-C _ C-D _D-A 


5 sin — sin — sin — 
ath B+O' C+D D+a 

> n— — sin—, S 5 
2. Let ABCD be a convex quadrilateral. Then 


A-B A+B B- B 
5 cot ; + tan cot adcen 
iene PES SA ec cL 
2" 9 2 2. 
_A-C . B-D A+C B+D 
C+D A+Dsn—,— Sin 5 cos 5 cos 5 
cot 
2 2 A-B gee ned oe 
cos 5 co 5 5 9 


sin 


tan 


(10) 


= 2cot 


holds. 
Proof. If in Theorem 2.1 we take z = sin A, u = sin B, v = sinC and 
w = sin D, we obtain 
sin A — sin B " snB-—sinC sinC —sinD fe sin D — sin A = (11) 
snA+sinB sinB+sinC sinC+sinD _ sinD+sinA 
_, (sin AsinC — sin Bsin D)(sin A — sinC)(sin B — sin D) 
~ “(sin A + sin B)(sin B + sinC)(sinC + sin D)(sin D + sin A)’ 
Noting that 
A-B A+B 


sin A — sin B = 2sin ——— cos ot 
A+B A-—B 
sin A + sin B = 2sin a cos 3 
and 
sin A — sin B A-B A+B 
= tan cot 


ea a ee , 
sin A+sinB . 2 2 


V. CIUBOTARIU-BOER, ON AN IDENTITY FOR COMPLEX NUMBERS 173 


we deduce that the left-hand side of (11) equals 


A-B A+B B-C B+C C-—D C+D 
tan cot + tan cot ——— + tan cot 
2 2 2 2 2 
D—- D+A 
+ tan cot a 


Then, we may use the equality 
sin Asin C — sin Bsin D = sin(A+ D)sin(C + D) 
to show that the right-hand side of (11) is equal to 


ge la Fe coe ae 
C+D A+D 9 


5 5 C08 —5 
one org A-B  B-C. OC-D  D-A 
cos —5 5 cos —> C 5 
Remark. In any cyclic quadrilateral ABCD, 

A-B A+B B-C B+C C—-D C+D 
tan 5 cot 5 + tan 5 cot 5 + tan 5 cot 5 = 
— D 
ane ae ace y 


3. Denote K, L, M, N the midpoints of sides [AB], [BC], [CD], [DA] in 
quadrilateral ABC'D. Then, for all points P in the plane of the quadrilateral, 
we get 


AB, BC CD | DA. |PA-PC~PB-PD|-AC:BD yy 
PK’ PL' PM’ PN~  4-PK-PL-PM-PN ~ 


Proof. If A(a), B(b), C(c), D(d), P(t), then we get K (* a=), 


b d 
L( =), M(S ) 7 (*). By denoting z = t-—a,u=t-Bb, 


v=t—c, w=t-—d, wecan write 


AB prt pa t pwn? (foe ju—v| |v—w ess 
PK" PL" PM‘ PN jz+ul jutv| |vt+w| lwt+z| 
and 
|PA-PC-—PB-PD|-AC.- BD 4: [|z||v] — Juljwl|- jz — ov] -|w — w| 
4-PK-PL-PM-.PN jz+ul-ju+o|-|u+w|-lwt+2| - 


By applying Theorem 2.1, we get the desired result. 

4. Let K, L, M, N be the midpoints of the sides [AB], [BC], [CD], 
[DA] of the quadrilateral ABCD and K,, L;, M,, Ni be the midpoints of 
sides [LM], [MN], [NK], [KL] in quadrilateral KLMN. Then, for all points 
P in the plane of the quadrilateral ABCD, 

2(PN, + PLi)-PK,-PM;, -AC + 2(PKyi+ 13 
+PM;):PL,-PN,-BD>|PK-PM—PL-PN|-KM-LN. \®) 
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Proof. Letting A(a), B(b), C(c), D(d), P(t) yields K (= ,L (- 3 ‘) 


d 
mM (E*),w (2), we, (CEES) 1, (Ey, (Ee), 


2 
2b 
Ny (t3**). Denoting z = - u=t-— owe v=t— ore 


d 
w=t— ae we deduce 


jz—ul |u—v| |v—wi jw —2| 
jz+ul jutv| flvt+w| |wt+e2l 


_l lc—al re ld —}| a la —c| |b — d| - 
4 oe eee a pS 
4 4 4 4 
_1/AC BD. AC. BD 
wore ae ae) 
and 
llz||v| — Juljw||-jz—v|-ju—w|  je+d a+t+bl|d+a b+e 
jztul-|utvl|-juo+wl-lw+z| | 2 2 | 2 2 | 
1 SSA if, Se - _ bre ,_ data 
2 2 2 | 


a+2b+c 
Ti) 
|PK-PM-—PL-PN|-KM-LN 
8. PN, PK,-PL;-PM, 
Applying Theorem 2.1, we obtain 
1 1 1 1 
(em * Pa) C+ (K+ pm) ete 
2 |PK-PM—PL-PN|-KM-LN 
2-Pk,:-Pl,-PM,-PN, 


inequality equivalent to (13). 

5. Let Gi,Go,G3,G4 be the centroids of the triangles ABC’, BCD, 
CDA, DAB in the convex quadrilateral ABC'D. If K,L, M,N are the mid- 
points of sides [G1G2], [G2G3], [G3G4], [G4G1], then 

DA AB BC. CD = |PG; - PG3 — PG2- PG,4|-AC-BD 
PK’ PL’ PM” PN = 6-PK-PL-PM-PN 
where P is an arbitrary point in the plane of the quadrilateral | 


’] 


(14) 


) 


Proof. If A(a), B(b), C(c), D(d), P(t), then G, (A2* 
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b 2b +2 d 
Go (“*5**), as (<*3**), a, (3+ ) «(4 : c+ ) 


3 3 3 
: d+ 2a + 2b 
p (PPR) (tee eet”), ana wv ( + = rey. 
b d +d+a 
Denote es ge 
F : 3 3 3 
w=t—- 2”, we obtain 
jz—ul , |u-v| Ju-—w| [w-2| | 
lz+ul jutv| jv+wl lwte2| 
1 1 1 
—|d—al —la—}| —|b—c| 
; a+2b+2c+d ,_ bte2ct+2dta ,_ct2d+2atb 
6 6 6 
1 
, ale 1 (DA, AB BC cD 
: d+2a+2b+c| 6\PK PL’ PM = §PN 
6 
and 
elfo| — fulfil f= ole wl og gy gg 
Jz +ul-|utov|-|v+w|-lwtz| 
a+b+c ct+d+a b+c+d d+a+b 
fa | ee aa eS 
3 3 3 3 
a+2b+2c+d 
ering cite etn cote a et 
36 II| ; 


_ |PG - PG3 — PG2- PG4|- AC’. BD 
7 36-PK-PL-PM-PN 
Consequently, using Theorem 2.1, we get the inequality (14). 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


IMPORTANTA MATRICEI ADJUNCTE IN ANUMITE 
PROBLEME DE OLIMPIADA 


CIPRIANA ANGHEL!) si GEORGE RARES STEFAN?) 


Pentru o matrice patratica A, vom nota cu A* matricea adjuncta. In 
prima parte a articolului vom arata utilitatea urmatoarelor doua leme, iar in 
partea a doua vom ilustra importanta folosirii matricei adjuncte, chiar daca 
aceasta nu apare in mod explicit in enunt. 


Lema 1. Dacd det A=0, atunci A* are rangul 0 sau 1, iar rang(A*)=1 
daca $i numai daca rang(A) = n — 1. 
Demonstratie. Din inegalitatea lui Sylvester avem 


rang(AA*) > rang(A) + rang(A*) — n. 
Dar AA* = det(A)I, = On, deci rang(AA*) = 0 si obtinem 
n > rang(A) + rang(A‘*). 


Caz 1: Dac& rang(A) = n — 1, atunci rang(A*) < 1. Matricea A* fiind 
nenula in acest caz, rezulta rang(A*) = 1. 


Caz 2: Daca rang(A) < n — 2, atunci orice minor de ordin n — 1 este 
nul si deci A* = Op. 

Lema 2. Dacé A are rangul 1, atunci A? = tr(A)A, unde tr(A) repre- 
zinta urma matricet A. 

Demonstratie. Este binecunoscut faptul ca, dacd rang(A) = 1, atunci 
A = CL, unde C este o matrice coloana si L este o matrice linie. Atunci 
A? = (CL)? = C(LC)L = (LC)CL = (LC)A. Deoarece LC este chiar tr(A), 
obtinem A? = tr(A)A. 


Aplicatii 


Problema 1. (Etapa locala Bucuresti, 2012) Fie n > 2 un numar 
natural si A € M,,(R) o matrice nenula cu det(A) = 0. Demonstrati ca daca 


A+ A* = tr(A)Iln, 


atunci n = 2. 
Solutie. Cum det(A) = 0 obtinem din lema 1 ca rang(A*) € {0, 1}. 
Caz 1: rang(A*) = 0. Atunci A* = On, deci A = tr(A)In gi det(A) = 
= tr(A)". Dar det(A) = 0 implica tr(A) = 0, deci A = O, — contradictie. 
Caz 2: rang(A*) = 1, deci rang(A) = n — 1 (lema 1). Folosind lema 2 
rezulta (A*)? = tr(A*)A*. Inmultind in egalitatea din enunt cu A*, obtinem 
AA* + (A*)? = tr(A)A*. Cum AA* = det(A)I, si det(A) = 0, vom avea 


)) Flevi, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu”, Bucuresti 
2) Elev, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu”, Bucuresti. 
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tr(A*).A* = tr(A)A*, deci tr(A) = tr(A*). Aplicand urma in relatia initiala 
rezulta 2tr(A) = ntr(A), de unde tr(A) = 0 sau n = 2. Daca tr(A) = 0, 
atunci A = —A*, deci n — 1 = rang(A) = rang(—A*) = rang(A*) = 1 si 
rezulta si in acest caz n = 2. 

Problema 2. (Etapa nationald, 2006) Fie A o matrice patrata de ordin 
n, cu elemente numere complexe si A* matricea sa adjuncta. Demonstrati 
c& dac& exist’ un numar natural m > 1 astfel incdt (A*)™ = On, atunci 
(A*)* =O. 

Solutie. Fie \ o valoare proprie a lui A*. Cum (A*)” = O,, deducem 
A™ = 0, deci A = 0. Dar tr(A*) este suma valorilor proprii ale lui A*, deci 
tr(A*) = 0. 

Din ipoteza rezulta ca det(A*) = 0. Dar A- A* = det(A)-I, si, trecand 
la determinant, obtinem det(A) - det(A*) = det(A)", de unde det(A) = 0. 
Din lema 1, avem urmatoarele 2 cazuri. 

Caz 1: Daca rang(A*) = 0, atunci A* = O, si concluzia este evidenta. 

Caz 2: Dac& rang(A*) = 1, putem aplica lema 2 si obtinem (A*)? = 
= tr(A*)A*. Dar tr(A*) = 0 si atunci (A*)* = Oy. 

Problema 3. (Etapa nationala, 2013) Fie A o matrice neinversabila 
de ordin n cu elemente reale, n > 2, si fie A* adjuncta matricii A. Aratati 
ca tr(A*) 4 —1 daca si numai daca matricea I, + A* este inversabila. 

Solutie. Avem det(A) = 0. Folosind lema 1, obtinem ca rang(A*) = 0 
sau rang(A*) = 1. 

Caz 1: rang(A*) = 0. In acest caz A* = O, gi ambele conditii sunt 
adevarate. 

Caz 2: rang(A*) = 1. Folosind lema 2, avem (A*)? = tr(A*) - A*, (1). 

==>”. Presupunem prin reducere la absurd ca det(A*+I,) = 0. Atunci 
—1 este valoare proprie pentru A*. Cum orice valoare proprie este radacina 
a polinomului minimal a lui A* (teorema lui Frobenius), deci si a oricarui 
polinom p care are proprietatea p(A) = O,, deducem, conform (1), ca —1 
este rida&cina a polinomului X? — tr(A*)X, adicd (—1)? — tr(A*) - (—1) = 0. 


Astfel tr(A*) = —1, ceea ce contrazice ipoteza implicatiei, deci presupunerea 
facuta este falsa. 
==”. Presupunem prin reducere la absurd ca tr(A*) = —1. Cum A* 


si I, comuta, (A* + 1,)? = (A*)? + 2A* +1, = (tr(A*) + 2)- A* +1, (am 
inlocuit (A*)? din relatia (1)). Cum tr(A*) = —1, obtinem (A*)?+2A*+I, = 
= (tr(A*)+2)-A*+I, = A*+Ip, adicd (A*)*+A* = On, sau A*(A*+1,) = On. 
Dar A* + I, este inversabila, deci obtinem A* = O,, ceea ce contrazice 
presupunerea ca tr(A*) = —1. Asadar tr(A*) 4 —1. 

Problema 4. (Etapa nationald, 2012) Fie n si k doud numere naturale 
astfel incat n > 2si1<k <n-—1. Aratati ci daca matricea A € M,(R) 
are exact k minori nuli de ordin n — 1, atunci det(A) £ 0. 

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca det A = 0. Atunci 
rang(A) < n—1. Daca rang(A) < n — 2, atunci ar exista n? minori de 
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ordin n — 1 nuli, imposibil. Agadar rang(A) = n — 1 si, folosind lema 1, 
avem rang(A*) = 1, deci toate coloanele matricei A* sunt proportionale. 
Cum A are exact k minori de ordin n — 1 nuli, matricea A* are exact k 
elemente egale cu 0. Uitandu-ne la un astfel de element nul, si folosindu-ne 
de proportionalitatea coloanelor, obtinem ci’ matricea A* are o linie nuli, 
deci exista cel putin n elemente nule, contradictie. 


In urm&toarele 3 probleme cerinta nu face referire la matricea adjuncta, 
dar utilizarea ei conduce la solutii elegante. 

Problema 5. (Problema 2.17 din [1]) Sa se arate ca, daca intr-un 
determinant de ordin n > 2 toti minorii de un anumit ordin k < n sunt egali, 
atunci determinantul este nul. 

Solutie. Este suficient sa aratam ca daca toti minorii de ordin n — 1 
dintr-un determinant de ordin n sunt egali, atunci acesta este nul (aplicim 
acest fapt pentru a obtine ca minorii de ordin k+ 1 sunt nuli, ceea ce implica 
evident faptul ca determinantul de ordin n este nul). Fie A determinantul de 
ordin n. Presupunem ca toti minorii de ordin n — 1 sunt egali cu I. Atunci 


Yr -r T 
At = —-r YT —-f 
#1 el AP 


Adunand linia a 2-a la prima vom obtine o linie nula, ceea ce Inseamna 
ca det(A*) = 0. Cum AA* = det(A)I,, deducem det(A) = 0. 

Problema 6. (Etapa nationala, 1997) Fie A o matrice patratica de 
ordin impar (cel putin egal cu 3), cu elemente numere intregi impare. Sa 
se arate ca daca A este inversabila, atunci nu este posibil ca toti minorii 
elementelor unei linii sa aib&é modulele egale. 

Solutie. Fie A* adjuncta matricei A. Presupunem prin reducere la 
absurd ca toti minorii elementelor de pe linia i din matricea A au acelasi 
modul I’. Rezulta astfel ci toate elementele de pe coloana 7 din matricea A* 
vor apartine multimii {+T}. 


n 
Cum det(A)I, = AA*, deducem 0 = I > ((41)an; (am egalat ele- 
j=l 
mentele de pe linia k si coloana i din matricele det(A)I, si AA*, unde k #1). 
nr 


Dar S((£1) aK; este 0 suma cu un numar impar de termeni impari, 
j=l 
asadar obtinem I’ = 0. 
Egaland de aceasta data elementele de pe linia z si coloana 7 din aceleagi 
mr 


matrice, obtinem det(A) =T S(£1)ay, deci det(A) = 0, contradictie. 
j=l 
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Problema 7. (Etapa nationala, 2011) Spunem ca o linie a unei matrice 
din M,,(R) este permutabila daca oricum am permuta intre ele elementele 
acelei linii, valoarea determinantului nu se schimba. Aratati ca, daca o ma- 
trice are doua linii permutabile, atunci determinantul sau este nul. 

Solutie. Cum AA* = det Al,,, deci det Adet A* = (det A)”, este sufi- 
cient si aratam ca det A = 0 sau ca det(A*) = 0. Consideram ca matricea A 
are linia i permutabila gi fie a;; si aj, doud elemente. Atunci determinantul 
matricei A nu se schimba daca inversam cele doua elemente. Astfel obtinem, 
dezvoltand dupa linia z 


det A = aj10 41 + aiglig +... + aig] ij +...tapling t+... + Qinlin = 
= 41141 + ajol jg +... + AiKl ij +...4+ aijl ik fei + Cink ons 


de unde rezulta 0 = aig]; + ikl iz as Aikl i; a aij ik = (ai; = Aik) : (Ti; = Dix), 
deci a;; = aj, sau Tj; = yz. Daca pe linia permutabila exista doua elemente 
diferite, obtinem ca acestea au complementii algebrici egali. Alegand arbitrar 
un al treilea element, acesta va fi diferit de macar unul dintre celelalte doua, si 
deci complementul sau va fi egal cu complementele celorlalte douad elemente. 
Asadar distingem urmatoarele doua cazuri: ori toate elementele de pe linia 
permutabila sunt egale, ori toti complementii algebrici ai elementelor de pe 
linia permutabila sunt egali. 

In problema matricea are doua linii permutabile, asadar ne vom situa 
in unul dintre urmatoarele trei cazuri. 

Caz 1: Fiecare dintre cele doua linii permutabile are elementele egale; 
atunci evident det A = 0. 

Caz 2: Fiecare dintre cele doua linii are complementii algebrici ai ele- 
mentelor egali. Atunci A* are doua coloane proportionale, deci det(A*) = 0. 

Caz 3: Pe una dintre liniile permutabile (fie aceasta i) avem toate 
elementele egale cu a, si complementii elementelor de pe cealalta linie (fie 
aceasta 7) sunt egali cu I. Atunci elementul de pe linia i gi coloana 7 din 
matricea produs AA” este egal cu nal’. Dar, tinand cont ca AA* = det AI, 
sii # j, acest element va fi egal gi cu 0. Astfel obtinem a = 0 (caz in care 
det A = 0) sau [ = 0 (caz in care det A* = 0). 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA 
»ALEXANDRU PAPIU-ILARIAN“ 


Editia a XVITI-a, Targu-Mures, 2013 


prezentare de VASILE Pop!) si CARMEN Pop?) 


In octombrie 2013 s-a desfasurat la Targu Mures cea de-a XVIII-a editie 
a Concursului Interjudetean de Matematica ,,Alexandru Papiu Ilarian“. Or- 
ganizatorii concursului au fost profesorii de matematica ai Colegiului ,,Al. Pa- 
piu Ilarian“ cu sprijinul Inspectoratului Scolar Judetean Mures. Cu aceasta 
ocazie s-a lansat volumul ce cuprinde toate cele 17 editii anterioare ale con- 
cursului cu enunturile problemelor date si solutiile complete, elaborat de 
colectivul catedrei de matematica din colegiu. 

La concurs au participat 110 elevi de liceu din 8 judete. 

Problemele au fost propuse de conf. dr. Vasile Pop de la Universitatea 
Tehnica din Cluj-Napoca. 

Prezentam in continuare enunturile problemelor date la concurs si lista 
premiantilor. Solutiile pot fi gasite la adresa: http://papiu.ro/. 

Clasa a [X-a 


1. Fie A o multime finita de vectori in plan cu proprietatea ca ori- 
care dintre ei este coliniar cu suma celorlalti. Sa se arate ca pentru orice 
submultime nevida B Cc A, B # A, suma vectorilor din B este un vector 
coliniar cu suma vectorilor din A — B. 

2. Sa se determine functiile f : N* — N* care pentru orice numere 
distincte z,y € N* (x # y) verifica relatia: 


f(z), F(y)] = lz, y]. 


(S-a notat [x,y] cel mai mic multiplu comun al numerelor z si y). 

3. Sa se precizeze (cu justificare), daca exista perechi de numere reale 
(a, b) astfel ca una dintre urmatoarele afirmatii sa fie adevarata: 

a) [rz] + (22 + a] = [382 +b], Vo eR. 

b) {xz} + {22 + a} = {82 +b}, VreER. 

4. a) Sa se arate ca nu exista triunghiuri pitagorice care sa aiba o cateta 
de lungime 1 sau de lungime 2. 

b) Sa se arate ca pentru orice numar natural k > 3 exista un triunghi 
pitagoric care are o cateta de lungime k. 
(Un triunghi pitagoric este un triunghi dreptunghic cu laturile de lungimi 
numere naturale). 


1)Conf. univ. dr., Universitatea Tehnic& din Cluj-Napoca 
2) Profesor, Colegiul National ,,Al. Papiu-Ilarian“ Targu Mureg 
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Clasa a X-a 


1. Fie ABC un triunghi care in planul complex are varfurile in punctele 
reprezentate de numerele complexe a, b,c cu |a| = |b| = |c| = 1 si fie 


S = |a— bl? + |b—c|? + |e — al’. 


Sa se arate ca: 

a) Daca S = 9, atunci triunghiul ABC este echilateral. 

b) Daca S = 8, atunci triunghiul ABC este dreptunghic. 

2. Fie f,g : R — R doua functii. Sa se arate ca exista o functie 
u:R-—R astfel ca 

u(x +1)+ u(x — 1) = f(z) si u(x + 2) + u(x — 2) =g(z), V2ER 
daca si numai daca f(x) + f(x +4) = 9( +1) + g(x +3), VTER. 

3. Fie f: ROR, f(x) = az? +br+c,Vx2 ER, a0, o functie de 
gradul doi cu coeficienti intregi. SA se arate ca exista patru functii de gradul 
doi cu coeficienti intregi g,h,u,v : R — R cu proprietatea fog = f-usi 
hof=h-v. 

4. Fie k un numar natural nenul si n = k?+k+1. S& se arate ci 
numerele: 


C= n+\n-yntyn—...siy=\[n- n+\/n—-Vn+... 


sunt numere naturale (apar o infinitate de radicali suprapusi). 
Clasa a XI-a 


1. Fie matricea 
a b 
A= ( ie Al ) E M2(Z) 


cu proprietatea ca pentru orice u,v € Z exista z,y € Z astfel ca 


ee as ee, 
S& se arate c& (a,b) = (a,c) = (b,d) = (c,d) = 1. 


(S-a notat cu (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b). 
2. Se considera sirurile (an)n, (bn)n: 


ae 1 
a, = 2” sin 5m b, = 28 on neé N*. 
a) S& se arate ca ambele siruri sunt monotone gsi marginite. 

b) Sa se arate ca exista N € N astfel ca b, — an < 5013” pentru n > N. 


3. Sa se determine toate functiile f : Q > Q care verificd ecuatia 
functionala: 


f(2f(z) + y) =3r+f(xt+y), Vz,yeQ 
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4. O matrice patratica de ordin trei in care cele 9 elemente sunt nu- 
merele 1,2,3,4,5,6,7,8,9 se numeste ,matrice muresan&” daca produsul e- 
lementelor de pe linia i este egal cu produsul elementelor de pe coloana i, 
pentru 7 = 1,2,3. Sa se determine numarul tuturor ” matricelor muresene” . 


Clasa a XII-a 
1. Fiece C,n EN, n> 2 si matricele A, B € M,(C) cu proprietatea 


AB+cA+cB=0. 


a) Sa se arate cé daca c ~ 0 atunci AB = BA si rangA = rangB. 

b) Raman adevarate concluziile de la a) daca c = 0? 

2. Sa se determine functiile f : (0,00) — (0,00) care admit primitiva 
F : (0,00) — (0,00) si verifica relatia 


zf(x) = F(x) ln F(z), V x € (0,00). 


3. Sa se determine functiile f : R — R care admit primitive si au 
proprietatea ca f(z) — f(y) € R — Q pentru orice z,y € R pentru care 
xr—-yER-Q. 

4. Pe intervalul (0, 1] se considera legea de compozitie 

rt+y 


— lj. 


Pornind cu o multime A C [0,1], cu n > 2 elemente, se joaca urmatorul 
joc solitar: se elimina douad elemente (distincte) z si y din A gi in locul lor se 
pune elementul z = x * y, obtinandu-se o multime B cu n — 1 elemente, cu 
care se continua la fel. Dupa n — 1 operatii de acest fel se obtine o multime 
formata dintr-un singur element pe care il numim ,,ultimul”. Sa se determine 
valoarea maxima a ultimului element in cazurile: 


1 1 1 1 1 1 1 
)A=fh 5.5 agp ) A= (ge a ae f 


Lista premiantilor 

Premiul I: Crdciun Maria, cls. a IX-a, Colegiul National ,,Emil Raco- 
vita“, Cluj-Napoca; Cuibus Mihnea, cls. a X-a, Colegiul National ,,Emil 
Racovita“, Cluj-Napoca; Albu Alexandra, cls. a XI-a, Liceul Teoretic ,,Lucian 
Blaga“, Cluj-Napoca; Mihaly Vlad-Mihai, cls. a XII-a, Colegiul National 
»Mircea Eliade“ Sighisoara. 

Premiul II: Buna Marginean Alez, cls. a [X-a, Colegiul National ,,Al. 
Papiu [larian“, Tg. Mures; Zelina Mihai, cls. a IX-a, Colegiul National 
, Vasile Lucaciu“, Baia Mare; Sabdu Vlad, cls. a X-a, Colegiul National ,,Al. 
Papiu Ilarian“, Tg. Mures; Moldovan Bogdan-Daniel, cls. a XI-a, Liceul 
Teoretic ,,Onisifor Ghibu“, Cluj-Napoca; Buboi Andrei, cls. a XII-a, Colegiul 
National ,,Silvania“ Zalau. 
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Premiul III: Rebreanu Iulia, cls. a IX-a, Colegiul National ,,Emil 
Racovita“, Cluj-Napoca; Oprea Camelia, cls. a X-a, Colegiul National ,,Sa- 
muel Von Brukenthal“, Sibiu; Serban Stefana, cls. a XI-a, Liceul Tehnologic 
Petru Maior“, Reghin; Buta Rares, cls. a XII-a, Colegiul National ,,Al. 
Papiu Ilarian“, Tg. Mures. 


CONCURSUL INTERJUDETEAN 
 »MATEMATICA, DE DRAG “* 
Editia a VIII - a, Bistrita, 22 - 24 noiembrie 2013 


prezentare de NICOLAE SANDA)) si ANCUTA MITITEAN?) 


A VIII-a editie a concursului s-a desfasurat in perioada 22-24 noiembrie 
2013, in municipiul Bistrita, la Colegiul National ,,Liviu Rebreanu“, fiind 
organizata de catre filiala Societatii de Stiinte Matematice din Romania, in 
parteneriat cu Consiliul Judetean Bistrita-Nasaud, Primaria Bistrita si In- 
spectoratul Scolar Bistrita-Nasaud. La concurs au participat 250 de elevi 
din judetele Maramures, Mures, Sibiu, Botosani, Suceava, Iasi, Bacau si 
Bistrita-Nasaud. Premiile au constat in diplome, medalii, carti si bani, fiind 
asigurate cu fonduri din partea Consiliul Judetean Bistrita-Nasaud prin Cen- 
trul Judetean pentru Cultura Bistrita-Nasaud, Primaria municipiului Bistrita 
prin Consiliul Local Bistrita, SC ROMBAT SA, SC RAAL si ROTARY Club 
Nosa Bistrita care a acordat marele premiu. 

Subiectele, baremele si lista completa a premiantilor se pot gasi la 
adresa www.ssmrbn.ro. 

Prezentam in continuare subiectele si lista premiantilor. 


Clasa a V -a 


1. G&siti numerele naturale a si b pentru care 63a° + 78b? = 2013. 
G.M.-B nr. 5/Supliment/2013, Victor Sdéceanu 
2. Se numeste numar ,,imperecheat” un numéar natural scris in baza zece 
care are patru cifre si este format din doua perechi de cifre egale (exemple: 
5577, 7755, 5555, 5757, etc.). 
a) Gasiti doua numere imperecheate care au suma 2011. 
b) Daca se ageaza intr-un sir toate numerele imperecheate in ordine 
crescatoare, aflati primii patru si ultimii patru termeni ai sirului. 
c) Cate numere imperecheate exista? Justificati raspunsul! 
Catalin Budeanu 
3. Cu 12 chibrituri construim un patrat 2 x 2 care contine 22 = 4 
patratele mici. Cate chibrituri sunt necesare pentru a construi un patrat 


1) Profesor, Colegiul National ,,Liviu Rebreanu“, Bistrita 
2) Profesor, Colegiul National ,,Liviu Rebreanu“, Bistrita 


184 EXAMENE SI CONCURSURI 


100 x 100 care sa contind 1007 = 10000 de patratele mici? Justificati rispun- 
sul! 
Maria Sas, Bistrita 
Clasa a VI -a 


1. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatiile: 
a 


a) Scy + 1llz = 55. yeu 
Guna 5 /2013, Marian Teler si Valerian Oprisan 
2. Fie sirul de numere naturale 1, 2, 4, 7, 11, 16, ... 
a) Determinati urmatorii trei termeni ai sirului. 
b) Precizati dacd numarul 781 este termen al sirului. 
Rodica Coman, Bistrita 
3. a) Determinati numerele naturale de forma abc care indeplinesc 
conditia c? + c? +c = abc. 
b) Aflati numerele naturale a si b stiind c& (a + 1)(a? + 2a) + b = 213, 
iar b este numar prim. 
Nicolae Sanda, Bistrita 


Clasa a VII-a 


1. Determinati numarul m € N* astfel incét m™ = m! + 232, unde 
m!=1-2-3-...-m. 

G.M.-B nr. 5/2013, Supliment, Lucian Petrescu 

2. Determinati cel mai mic numar rational pozitiv r pentru care nu- 


merele Ze r si = r sunt, ambele, naturale 
45° 2 75 : 


Rodica Coman, Bistrita 

3. Se considera punctele fixe B si C, iar punctul A este oarecare (va- 

riabil), nesituat pe dreapta BC. In exteriorul triunghiului ABC se con- 

struiesc triunghiurile dreptunghice isoscele ACE si ABD cu m(<ADB) = 

= m(xAEC) = 90°. Aratati cé mediatoarele segmentelor (DE) trec printr- 
un punct fix. 

Artur Balduca, Botosani 


Clasa a VIII-a 


1. a) Fie n un numar natural. Determinati n, daca n+ 49 si n — 49 
sunt cuburi perfecte. 


b) Calculati a = \/ 1+ 2010\/1 + 201171 + 2012V1 + 2013 - 2010. 


G.M.-B nr. 6-7-8, 2013, Aurel Dobosan 


2. Fie numerele reale x, y, z pentru care au loc simultan relatiile: 
a*+4a+11 


(i)c+yt+z=-a si (ii) cryt+tyz+2r= 3 


a) Gasiti o relatie independenta de a intre z, y gi z. 
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b) Stabiliti carui interval de lungime 2, cu extremitatile numere intregi, 
apartine fiecare dintre numerele 7, y, z. 
Catalin Budeanu 
3. Prin varfurile A, B, D si E ale hexagonului regulat ABCDEF se 
considera dreptele paralele a,b,d, respectiv e. De aceeasi parte a planului 
(ABC) pe dreptele a, b si d se iau respectiv, punctele A’, B’ si D’ astfel incat 
lungimile segmentelor [AA’], [BB’] si [DD'] exprimate in unitati de lungime 
sunt: AA! = 22012 4 92011 | 92010 BB! — 22013 g§ DD! = 27910 Dack planul 
(A’B’ D’) intersecteaza dreapta e in punctul E’, aflati distanta dintre punctele 
Esi E’. 
Artur Balduca, Botosani 


Clasa a [X-a 


1. Se da piramida patrulatera regulata TABCD de volum a, a> 0. S& 
se determine volumul piramidei TABMN, unde M si N sunt puncte situate 
D 


; ~ -., M 
pe TC si respectiv TD astfel incat TC ~ TD 73 _— 
2. Sa se demonstreze ca eee (cia < ype 
J/672 4 7 10 °° §& 2014 2688 
Emil C. Popa, Sibiu 
3. Daca p € N*, ardtati ci numarul n4 + (4p + 1)n? + 4p? +4p+3 nu 
poate fi scris ca suma a doud numere prime, oricare ar fi numarul natural n. 
Dumitru Acu, Sibiu 


Clasa a X-a 


1. Fie x cu proprietatea ci numerele z° +z si z° + x sunt rationale. S& 
se arate ca x este numar rational. 
G.M.-B nr. 6-7-8, Problema 26781, Madélina Albu 


2. Pentru orice numar natural k, s& se gaseasc’, cel mai mic n natural 
astfel incdt 2* | 9" — 1. 
Dumitru Acu, Sibiu 
3. Fie numarul n > 2 gi a1, a2,..., @n numere reale pozitive astfel incat 
at +a3+...+a2 =n. Aratati ca: 
nr 
i) ajaz.--@n $1; itt) [] (QB +a; +1) <3", Vn >2. 
i=1 
Ancuta Mititean, Bistrita 
Clasa a XI-a 
1. a) Fie aj, ao,...,an > 0, unde n EN, n> 2. Sd se arate ci 
at! +az~* +...4+aP! > agaz...an + 0103...dn +... +4102... An_1. 


Petre Gutescu, Tulcea 
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b) Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia: 
120132 4 920132 2 ee 2 901420132 — 20147 [1 i a 1 
vo Y 30142 
2. Demonstrati ca 
ee a ee 
log 1 COS 20° —s log 1 COS 40° log 1 COS 80° 


Dumitru Barac, Sibiu 


3. Aratati cd, daca p este intreg, atunci toti termenii sirului dat de 


An+1An+2 +2p+1 
a, = a2 = 1, a3 = 2, an43 = ae ee n > 1, sunt numere intregi. 


An 
Maria Sas, Bistrita 
Clasa a XII-a 


1. Consideram sirul de numere reale (z,)n>1 definit prin 7; = 1 si 


n+1 
ee + 72 , Vn > 1. Sa se arate ca im ne = 1: 


G. M. -B nr. 9/2013, Catdlin Cristea 


: 1 
2. Calculati / sin x sin(z + 1) sin(x + 2)sin(x + 3) dz, x fiind dintr-un 
interval in care numitorul nu se anuleaza. 
Nicolae Sanda, Bistrita 
3. Fie a numar natural par si nenul. Aratati ci pentru orice n € N* 
numarul f,(n) = a?” + a2”~" + 1 are cel putin n divizori primi diferiti. 
* ok Ox 


Premiantjii acestui concurs au fost: 

Premiul I: Mithoreanu Cosmina, C.N. ,,Mihai Eminescu“, Botogani; 
Vacar Dorotheea, §.g. ,,Avram Iancu“, Bistrita; Deac Alex Claudiu, S.g. 
,»Lucian Blaga“, Bistrita; Vranciu Adrian, Lic. Teor. ,,N. Iorga“ Botosani; 
Chis Raluca Diana, §.g. ,,Lucian Blaga“ Bistrita; Zelina Mihai, C..N. ,,V. 
Lucaciu“ Baia Mare; Buna Marginean Alez, C. N. ,,Al. Papiu Darian“ Targu 
Mures; Leonte Dan, C. N. ,,Mihai Eminescu“ Botosani; Miclea Andrei, C. N. 
Gh. Sincai“ Baia Mare; Covaci Rares, C. N. ,,Al. Papiu llarian", Targu 
Mures. 

Premiul II: Cardas Tudor, C. N. ,,A. T. Laurean“, Botosani; Jonascu 
Iulia, §$.g. 1 Bistrita; Holcan Cosmin, §.g. 17 Botosani; Pitrop Alexandru, 
S.g. 7 Botosani; Cotan Paul, C.N. ,,Gh. Sincai“, Baia-Mare; Poenar Bianca, 
C.N. ,,P. Rares“, Beclean; Visuian Mihai, C. N. ,,Liviu Rebreanu“ Bistrita; 

Premiul III: Badiu Anca, C. N. ,,Liviu Rebreanu“, Bistrita; strate 
Georgiana, §.g. ,,Avram Iancu“, Bistrita; Holcan Cosmin, §.g. 17 Botosani; 
Craciun Dragos, §.g. 4 Bistrita; Sintejudean Tudor, C.N. ,,Gh. Sincai“, Baia- 
Mare; Cuturean Narcis, Colegiul Militar Liceal ,,Stefan cel Mare“ Campulung; 
Dutceac Andrei, Colegiul Militar Liceal ,,Stefan cel Mare“, Campulung; So- 
caci Ioana Andreea, C. N. ,,Liviu Rebreanu“, Bistrita. 
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CONCURSUL ,,MATHEMATICA — MODUS VIVENDI“ 
IN MEMORIAM NICOLAE PAVELESCU 
Editia a XI-a, Ramnicu-VAalcea, 22 februarie 2014 


prezentare de CATALIN PANA 1) 


I. S. J. Valcea, C. N. ,,Mircea cel Batran“ Ramnicu-Valcea, C. C. D. 
Valcea, S. S. M. R. Filiala Valcea au organizat in data de 22 februarie 2014, 
Concursul interjudetean de matematica ,, Mathematica — modus vivendi“ In 
memoriam Nicolae Pavelescu, editia a XI-a care se adreseaza elevilor din 
clasele ITI — XII. 

Cu aceasta ocazie, catedra de matematica a editat revista colegiului cu 
numarul 16, in care au aparut problemele si baremele celor 10 editii anterioare 
ale concursului. 

Presedintele Concursului a fost domnul prof. univ. dr. Dumitru Acu 
de la Universitatea ,,Lucian Blaga” din Sibiu. 

La aceasta editie au participat 170 de elevi din judetele Alba, Arges, 
Dolj, Olt, Sibiu si Valcea. 

Subiectele au fost selectate de o comisie formata din: prof Simona 
Pozindrea, prof. Elena Drdgan, prof. Roxana Aron, prof. Petre Ciobotaru, 
prof. Irinel Dafincescu, prof. Ion Preda, prof. Florin-Dorian Smeureanu gi 
prof. Cristian Cotoarbd. 

In continuare prezentam subiectele propuse si lista premiantilor. 


Clasa a III-a 


1. S& se determine cAte numere de trei cifre abc au proprietatea cad 
abc = cba. 
Melania Stanca, Ramnicu-Valcea 
2. Din tabelul urmator extrageti casetele formate din cate 4 patratele, 
a caror suma a numerelor inscrise in ele este egala cu 16. 


(5 | 7/2] 7] 1) 8] 2] 4) 
711) 4/8) 3/5/13 
/4| 2/3/16] 8] 1/2] 
91616) 4) 3/1] 9/4] 
6 | 3/5/3/7/4/ 5] 1) 
21414) 7) 2/8/11 7 
71 5[3/2/6/1/ 5] 6) 
4/1/6{6/2)5/3/3° 
Titina Comadneci, Ramnicu-VAlcea 
3. 5a se afle a din egalitatea [(a — 2014) x 2014 — 2014] : 2014 = 1. 
Nicolita Marinescu, Ramnicu-VAalcea 


1) Profesor, Colegiul National ,,Mircea cel Batran“, Ramnicu-Valcea 


188 EXAMENE SI CONCURSURI 


4. Radu, Cosmin gi Alin aveau impreuna 240 de timbre. Dupa ce 
Radu ii da lui Cosmin 15 timbre gi lui Alin 25 de timbre, Cosmin are dublul 
timbrelor lui Radu, iar Alin triplul timbrelor lui Radu. Cate timbre a avut 
fiecare la inceput? 


Deliu Dumitru, Ramnicu-Valcea 


Clasa a IV-a 


1. Suma a cinci numere este 91. Daca din primul scddem 8, din al 
doilea scadem 3, din al treilea scddem 7, din al patrulea scaddem 2 si din 
al cincilea scadem 6 obtinem numere consecutive impare in aceasta ordine. 
Aflati cele cinci numere. 

Marinela Bitea, Ramnicu-Valcea 

2. Aratati cA numarul A = 100 + 2(1+2+3+...+ 100) este prodsul 
a doua numere consecutive pare. 

. Victoria Bolovan, Ramnicu-Valcea 

3. In cadrul unui concurs de dans sportiv s-au sustinut trei probe 
eliminatorii. Dupa prima proba au fost eliminati o treime si inca trei sportivi 
din totalul participantilor. Dupa a doua proba au fost eliminati o treime din 
rest si inca trei sportivi dansatori, ramanand in concurs 123 sportivi. Cati 
sportivi dansatori au fost inscrisi in total? 

Ilie Costinescu, Ramnicu-Valcea 

4. Se da sirul de numere 1,4, 7,10, 13,16, 19, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39. 
Aratati ca oricum am alege 10 numere dintre acestea exista doua a caror 
suma este 46. 

Simona Pozinarea, Ramnicu-Valcea 


Clasa a V-a 


1. Un sportiv se antreneaza urcand pe o scara in modul urmator: el 
urca 9 trepte, coboara 7 si urcad doua, apoi repeta exercitiul. Considerand ca 
initial sportivul este pe treapta 0, aflati pe ce treapta se afla sportivul dupa 
2014 miscari (o miscare fiind o coborare sau o urcare a treptei). 

Florin Smeureanu, Ramnicu-Valcea 

2. a) SA se determine numerele naturale ab care au proprietatea ca 


ab = (a+b) + (a+b); 
b) S& se determine numerele naturale ab care au proprietatea ca: 
ab = (a+b) +(a+b)°. 


Dumitru Acu, Sibiu si Catdlin Pand, Ramnicu-Valcea 
3. a) Determinati cifrele impare diferite a,b,c astfel incat numarul 

ab + bc + Ca sa fie patrat perfect. 
b) Demonstrati c& suma resturilor la impartirile cu a,b,c a numarului 


abc nu poate fi egala cu 23. 
Ion Gherghinaru si Liviu Viddescu, Ramnicu-Valcea 
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4. a) Ardtati ci numarul A = 10017°"* are cel putin 6043 cifre. 
b) Aflati ultimele 3 cifre ale numarului A — 1. 
Simona Pozindrea, Ramnicu-Valcea 


Clasa a VI-a 
1. a) Determinati numerele naturale n pentru care fractia 


_ 2014” + 2015” + 2016” 
"~~ 9011" + 2012” + 2013” 


este numar natural. 
Dumitru Acu, Sibiu 
b) Determinati n € N pentru care numerele naturale 4n + 7, 5n — 18, 
6n + 37, 72 — 17 si 8n + 5 sunt simultan numere prime. 
Dumitru Dobre, Ramnicu-Valcea 
2. a) Demonstrati c& n = 20147014 — 1 este numar compus. 
Elena Dragan, Ramnicu-Valcea 
b) O persoan& nascut& in secolul XX va implini z ani in anul z*. Ce 
varsta ar implini persoana respectiva in anul 44x + 35? 
Dumitru Dobre, Ramnicu-Valcea 
3. Pe un cerc sunt asezate 2014 numere naturale nenule astfel incat 
suma oricadror 2012 numere alaturate (luate la rand) este aceeasi. 
a) Cate sume de 2012 numere alaturate se pot scrie? 
b) Demonstrati ca orice suma de 2012 numere alaturate se divide cu 
1006. 
c) Demonstrati cdi suma celor 2014 numere se divide cu 1007. 
Constantin Bdrdscu, Ramnicu-Valcea 
4. Pe laturile triunghiului AOAB cu [OA] = [OB], se iau punctele 
C' € [OA] si D € [OB] astfel ca [AC] = [BD]. Fie [FB] = [AE] cu C € [FB] 
si respectiv D € [AE], iar FBO AE = {I}. Demonstrati ca: 
a) XOAD = x<OBC; 
b) [OI este bisectoarea unghiului x AOB; 
c) AF AO = AEBO. 
Leon Genoiu, Ramnicu-Valcea 
Clasa a VII-a 
1. a) Aflati restul impartirii unui numar natural impar patrat perfect, 
la 8. 
b) Ar&tati ci oricare ar fi numerele naturale k si n, numarul xz = 
= (4k + 2)” + 2"*? nu este patrat perfect. 
Dumitru Acu, Sibiu 
2. Fie numerele a, b,c € Q*, astfel incat 


a 2% _ 8 
2b+3c at+3c a+2b 
a) Dati un exemplu de astfel de trei numere. 
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b) Determinati numerele a, b,c astfel incat : + ; + - = 2014. 
Constantin Bdrdscu, Ramnicu-Valcea 
3. Fie ABCD un paralelogram cu unghiul A obtuz si P un punct 
situat pe diagonala (BD). Dreapta AP intersecteaza dreptele CB si CD in 
punctele F, respectiv F’. 
a) Daca BC = CE = ED, calculati masura unghiului EAB. 
b) Daca R este simetricul lui A fata de BD, ARN BD F {P}, aratati 
ca m(<APR) = m(cAER)+m(XAFR). 
Laurentiu Ploscaru, elev, Ramnicu-Valcea 
4. Fie paralelogramul ABCD, m(«BAD) < 90°. Punctele M gsi Q se 
afla pe semidreptele (C'B si respectiv (CD astfel incat «<DAQ = «DAC, 
{BAM = x<BAC. Daca AQ = AM, aratati ca CQ = CM. 
Daniela Stanica si Catalin Stdnicd, Braila 
Clasa a VIII-a 


1. a) Aflati pentru ce valori ale lui n € N numarul 27°)8 + 22010 4 9 
este patrat perfect. 
Elena Dragan, Ramnicu-Valcea 
b) Demonstrati ca printre oricare trei numere prime mai mari decat 3, 
exista cel putin doua a caror suma sau diferenta este divizibila cu 12. 
Gheorghe Ciucd, Ramnicu-Valcea 
2. Fie numerele reale z si y. 


a) Daca (2 + Vax? + 1) (y + fy? + 1) = 1 calculati 2 + y. 
b) Daca (2 + fxr? + 1) (y + /y? + 1) = k, unde k > 0, demonstrati 


ca 
(1+) (+y) =(k-1) (V2? +14 y? +1). 


Catalin Pand, Ramnicu-Valcea si Lucian Tutescu, Craiova 
3. Triunghiul ABC are m(<A) = 90°, m(<B) = 60° si BC = 24 cm. 
In punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului, se ridica pe planul 


sau perpendiculara MO. 
a) Aflati distanta de la punctul B la planul (MAO). 


6 , 
b) Stiind ca tgx ((MAB),(ABC)) = 4 aflati lungimea segmentului 
[MO]. 
c) Dac’ MO = 6V2 cm, calculati distanta dintre dreptele AO si MP, 
unde P este mijlocul segmentului [AC]. 
Leon Genoiu, Ramnicu-Valcea 
4. Se consider’ prisma dreapt’ ABCA’ B’C’ in care m(X< BAC) = 90°, 
m(xACB) = 30° si punctul J este intersectia bisectoarelor in triunghiul 
ABC. 
a) Aflati mdsura unghiului facut de planele (B’ BI) si (A’AI). 
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b) Demonstrati ca Sa aar = 15/2 cm? daca si numai dac’ Sap pr = 
= 30 cm?. 
Constantin Bardscu, Ramnicu-Valcea 


Clasa a IX-a 
1. Se considera functia f : R > R, data de 


f(x) = (a — 5)(x — 11)(ax — 18)(x2 — 19) + 592. 


a) Aratati ca f(x) > 0, pentru orice z € R. 
b) Aflati minimul lui f. 

Dumitru Acu, Sibiu 
2. Fie z,y,z > Osi 27+ y?+ 27= 3. Aradtati ca 


x3 y? 2 


oe ae oer eee 
y? + 22 g2 + 2? g2 + y2 ~ 2° 
G.M. 
3. Fie triunghiul ABC gi A’, B’, C’ mijloacele segmentelor [BC], [CA], 
respectiv [AB], J centrul cercului inscris in triunghiul ABC, I’ centrul cercu- 
lui inscris in triunghiul A’B’C’ si G centrul de greutate al triunghiului ABC. 
Sa& se arate ca punctele J, I’ si G sunt coliniare. 
Marian Cucoanes, Vrancea 
4. Fie (a,) o progresie aritmeticad astfel incat pentru orice k > 2 au loc 
egalitatile a, + ay, = aa, gi a1 + Ay + Gox-1 = a1 A,02%_1. Calculati ao,_1. 
Marin Chirciu, Pitesti 
Clasa a X-a 


1. Fie x,y,z € (1,00) sia > 0 astfel incat 


IgrVJ/igylgz+lgyVigzigz+ligzV/lgrlgy >a. 


Aratati ca xyz > 10¥3¢, In ce caz avem egalitate? 
Lucian Tutescu, Craiova si Cdtdlin Pand, Rm. VAlcea 
2. a) Fiea>b>c>d>0. Aratati cd functia f : R > R, f(x) = 
H b* 
= cata este injectiva. 
ct + d= < 
b) Rezolvati ecuatia 97 + 257 = 157 + ——. 


Lucian Tutescu, Craiova si Catdélin Pand, Rm. Valcea 
3. a) Sa se calculeze 


(1 — i)(2—i)(8 —i) -...- (2014 — i) + (1 +i)(1 + 23) -... - (1 + 20141). 


Ionel Tudor, Calugareni 

b) Aratati c& |z— 1]? +|z—e|? + |z—e?|/? = 34.3] z|? pentru orice numar 
complex z gsi € radacina cubica a unitatii, e F 1. 

G.M. 
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4. Sa se a ie ca in orice triunghi sunt adevarate inegalitatile: 


a*(b +c)? 
ane @ a s , viiecabied 
a a Cc +c 
b) (b+ c)sin = + (a+c)sin > +(a+6)sinS ———=—1eee- 


Petre Ciobotaru, Rm.V4alcea 


Clasa a XI-a 
ie a! 2013 1 
1. inc4 = 
a) Fie A,B € M2 (R) astfel incét AB ( 9014 1 ) 


Sa se arate ci BA — (BA)~! = 2014. 
Catalin Panda, Ramnicu-Valcea 
b) Fie A € Mo (C) pentru care exista n € N, n > 2, astfel incét A” = On. 
Sa se demonstreze ca det (Ig + A+ A? +...+ A") =1. 
Florin Smeureanu gsi Elena Drdgan, Rémnicu-Valcea 
2. Fie (bn), 1 © progresie aritmetica cu ratia r > 0 gi sirul (an),5, 


definit prin aj = 1 si an41 = cs ee unde n > 1. Sa se calculeze: 
1+nap 
. 1 fb b b . 1 fb b b 
a) lim, 5 (2+ +... +): b) im, op (+ E+ 
n—0oo nN Q\ a2 An n—>0o0 b Qi a2 An 


Dumitru Acu, Sibiu 
3. Fie (n),,59 un sir de numere reale care verifica relatjia: 


(In41 a In) (Tn41 + En + 1) <0, n= 0. 


a) Demonstrati ca sirul este marginit. 

b) Este posibil ca sirul s& nu fie convergent? Justificati raspunsul! 
G.M.-B nr. 7 / 2006 

4. Determinati suma p&tratelor elementelor matricei X~! pentru 


0 0 


€ Me (R). 


Coor- Oo OF 
orrF oO KF -& 
Orr COO fH 


1 
1 
0 
0 
it 
1 


— pp pp pe 


1 
1 
0 
0 
1 


Simona Pozindrea, Ramnicu-Valcea 
Clasa a XII-a 


1. a) Daca a, b, c sunt numere reale distincte doua cate doua, atunci 
demonstrati egalitatea 
b-—c i c—a a—b _ 2 2 2 
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b) a—b b-c c-a 
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b) Aflati primitivele functiei asociate formulei 
oe sin(x + 2) — sin(z + 4) 
ar (sin x — sin(z + 2))(sin x — sin(z + 4)) 


sin(x + 4) — sing 
Y Gin(a + 2) — sin x)(sin(z + 2) — sin(x + D)* 
sin — ul + 2) 
unde x apartine unui interval pe care numitorii sunt diferiti de zero. 
a Dumitru Acu, Sibiu 


[logj,) 2] 
2. Sa se calculeze integrala J = / 
2 


z(ei014 + 1) 0 unde [a] reprezinta 


partea intreaga a lui a. 

Catalin Pand, Ramnicu-Valcea 
3. Dacd& intr-un grup comutativ finit mai putin de jumatate din ele- 
mentele sale coincid cu simetricele lor, atunci cel mult o treime din elementele 

grupului au aceasta proprietate. 
Trinel Dafincescu, Ramnicu- Valcea 
A. Determinati numerele intregi m, n, p astfel incat m? + n? = p! 4+ 6. 
Marian Cucones, Marasesti 


Premiantii acestui concurs au fost: 

Premiul I: Bercea Mihnea Cristian, cls. a II[I-a, C. N. ,,Carol I“, 
Craiova; Constantinescu Mircea, cls. a III-a, C. N. ,,Mircea cel Batran“, 
Rm. Valcea; Stanca Ioana Teodora, cls. a III-a, C. N. ,,Carol I“, Craiova; 
Coneschi Vlad, cls. a IV-a, §.g. ,,xEugen Ionescu“, Slatine; Tolu Diana, cls. 
a IV-a, §.g. ,,Vlaicu Voda“, Slatina; Dimitriu Andrez, cls. a V-a, §.g. ,, Take 
Ionescu“, Rm. Valcea; Gheorghe Liviu Armand, cls. a V-a, §.g.  ,,Take 
Ionescu“, Rm. Valcea; Loghin Razvan, cls. a V-a, §.g. ,,Take Ionescu“, 
Rm. Valcea; Florescu Medeea, cls. a Vl-a, C.N. ,.Mircea Cel Batran“, Rm. 
Valcea; Hodoroaga Andrei, cls. a VI-a, §.g. ,,Take Ionescu“, Rm. Valcea; 
Ducu Darie, cls. a VII-a, C.N. ,,Zinca Golescu“, Pitesti; Petcan Miruna, cls. 
a VII-a, C.N. ,,Mircea cel Batran“, Rm. Valcea; Deaconu Ramona, cls. a 
[X-a, C. N. ,,lon Minulescu“, Slatina; Pdtrascu Cristian, cls. a [X-a, C. N. 
»Hratii Buzesti“, Craiova; Spdtaru Andrei, cls. a [X-a, C.N. ,,Fratii Buzesti“, 
Craiova; Ploscaru Laurentiu, cls. a X-a, C. N. ,,Alexandru Lahovari“, Rm. 
Valcea; Turcu Andrei, cls. a X-a, C. N. ,,Fratii Buzesti“, Craiova; Ungureanu 
Alezandru, cls. a XI-a, C. N. ,,Alexandru Lahovari“, Rm. Valcea; Lungu 
Florin, cls. a XII-a, C. N. ,,Alexandru Lahovari“, Rm. Valcea. 

Premiul al II-lea: Bogdan Radu, cls. aIII-a, C. N. ,,Carol I“, Craiova; 
Panescu Daria Petrufa, cls. a III-a, §.g. ,, Take Ionescu“, Rm. Valcea; Jonica 
Jennifer, cls. aIV-a, ,,S.g. ,,Take Ionescu“, Rm. Valcea; Vaddstreanu Robert, 
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cls. a V-a, §.g. ,,Vlaicu Voda“, Slatina; Pandelicd Andrei, cls. a V-a, C. N. 
,,Zinca Golescu“, Pitesti; Anghelina Ioan, cls. a VI-a, §.g. ,,T. Vladimirescu“, 
Dragasani; Birtoiu Alexandru, cls. a VI-a, §.g. ,,Take Ionescu“, Rm. V4lcea; 
Barbu Mihai, cls. a VII-a, C.N. ,,Mircea cel Batran“, Rm. Valcea; Becheanu 
Daniela, cls. a VII-a, §.g. ,,Eugen Ionescu“, Slatina; Dumitrescu Dan, cls. 
a VIl-a, §.g. ,,Take Ionescu“;, Rm. Valcea; Mircescu Malina, cls. a VIII- 
a, 9.g. ,.ugen Ionescu“, Slatina; Chirimbu Liviu, cls. a IX-a, C. N. ,Jon 
Minulescu“ Slatina; Gurita Vladimir, cls. a IX-a, C. N. ,,Fratii Buzesti, 
Craiova; Hodoroaga Ionut, cls. a IX-a, C. N. ,,Alexandru Lahovari“, Rm. 
Valcea; Popescu Andrei, cls. a X-a, C. N. ,,Mircea Cel Batran“, Rm. Va4lcea; 
Iie Andrei, cls. a XI-a, C. N. ,,Mircea Cel Batran, Rm. Valcea; Vulpe 
Razvan, cls. a XII-a, C. N. ,,Gib Mihaescu“, Dragasani, 

Premiul al II]-lea: Jorcea Ciprian, cls. a III-a, C. N. ,,lonita Asan“, 
Caracal; Predoi Alezia, cls. aIV-a, C. N. ,,Carol I“ Craiova; Ciuperceanu Vlad 
Mihai, cls. a IV-a, C.N. ,,Fratii Buzesti“, Craiova; Circioroaba Anca, cls. a 
V-a, §.g. ,, Take Ionescu“, Rm. Valcea; Pand Rares, cls. a VI-a, C.N. ,,Mircea 
Cel Batran“, Rm. Valcea; Moisa Radu, cls. a VI-a, §.g. ,,Sf. Gheorghe“, 
Craiova; Kapros Ana, cls. a VI-a, §.g. ,,Take Ionescu“, Rm. Valcea; Radu 
Alberto, cls. a VI-a, §.g, ,,T. Vladimirescu“, Dragasani; Nicolescu Andrei, 
cls. a IX-a, C.N. ,,Fratii Buzesti“ Craiova; Dragomir Horia, cls. a X-a, C. N. 
,1.C. Bratianu“, Pitesti. 


PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 10/2013 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 


E:14547. Daca numerele x si y sunt naturale gi 4x + Ty = 2013, aratafi ca 
287 << xr+y < 504. 
Vlad Emil, Zimnicea 


: Solutie. Este evident ci 4x + 4y < 42+ Ty, adica 4x + 4y < 2013 < 2016. 
Impartind la 4 obtinem z+ y < 504. Acum, 72 + Ty > 42 + Ty, adica 7x + Ty > 
2013 > 2009. Impartind la 7 obtinem x + y > 287. In concluzie 287 < 7+ y < 504. 


E:14548. impartind numérul natural a la numérul natural b se obtine cétul 

14 gi restul 18. Dacd diferenta dintre numerele a $i a — 3b este egald cu 135, ardtafi 
ca numarul 2a este patrat perfect. 

Stefan Tifui, Grinties, Neamt, 


Solutie. Diferenta dintre numerele a si a — 3b este 3b si atunci, cum diferenta 
este 135, obtinem 3b = 135, de unde b = 45. Pe de alta parte a = 14b + 18, agadar 
a= 14-454 18 = 648. 
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E:14549. Numdrul abc reprezintd indltimea in metri a celei mai inalte cladiri, 
BURJ, din DUBAI. Dacé este adevdrata relatia a? — c* = bc + 2, aflati indltimea 
acestei cladiri. 

Eugen Predoiu, Calarasi 

Solutie. Relatia din enunt se scrie a? = c? +c+10b+2 =c(c+1)+10b+2.(*) 
Deducem pe de o parte c& a* este numar de cel putin doua cifre, deci a > 4, iar, 
pe de alta parte, deducem ca a este numar par, deoarece numarul c(c + 1) este par. 
Prin urmare, a € {4, 6, 8}. 

Relatia (*) este verificat’ numai de a = 8. Inlocuind succesiv in relatia (*) 
obtinem b = 2, c = 6, sau b = 5, c= 3, sau b = 6, c= 1. Deci, abc € {826, 853, 861}. 

Observatie. De fapt, inaltimea exacta a cladirii din enunt este de 321 m. 

E:14550. Se considerd un numar natural par a, a > 2. Pentru n numadr 
natural nenul notdm cu q $i r catul, respectiv, restul impartirii numdrului a” la 
numarul a—1. Ardtati cad r= 1, iar q este impar. 

Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 

Solutie. Avem a” = (a" — a"~!) +. (a"~! — a"~?) +... 4. (a? — a) +(a—1) 41. 

Fgalitatea este echivalenta cu a” = a"~!(a—1) +.a"~?(a—1)+...+.a(a—1)+ 
+ (a —1)+1, sau a” = (a— 1) (a""! +0" 7+...4+a+1) +1. Deoarece a—1 > 1, 
rezulta ca restul impartirii numarului a” la a—1 este 1, deci r = 1, iar catul impartirii 
este q = a"~14+a"-24+...4a+1. Cum a este numar par gi n > 1, rezult& ci numarul 
q este impar. 


Clasa a VI-a 
E:14551. Fie a $16 doud numere intregi. Daca unul dintre numerele 3a + 116 
sau 6a — 2b se divide cu 9, ardtati cd produsul celor doud numere se divide cu 162. 
N. Ivdschescu, Craiova 
Solutite. Evident, numarul 6a—2b este par, deci produsul numereleor 3a+11b gsi 
6a — 2b se divide cu 2. Este suficient si mai aratam ca produsul celor doué numere 
se divide cu 81. Cum (3a + 116) + (6a — 2b) = 9(a +b), deducem ca, dac& unul 
dintre numere se divide cu 9, atunci si celalalt se divide cu 9, prin urmare, produsul 
lor se divide cu 9-9 = 81. 
In consecinta, produsul numerelor date se divide cu 2 - 81 = 162. 
E:14552. ezolvati ecuatia 
r+1 2+5 r4+11 #r+19 £+29 +41 
2 ge a oe ge 
r+55 2+71 2£+89 
BE 3 + a - aor 
: Victor Sdceanu, Drobeta Turnu Severin 
Solutie. In membrul stang al ecuatiei sunt 9 termeni si 1+2+3+...+9 = 45. 


Cu aceste observatii putem scrie GS — 1) + (7 a 2) + (7 ae — 3) + 


= 45. 


3 4 
x +89 i % 
+ Ta 9) =0. Aducand la acelagi numitor, in fiecare parantezad, obtinem 
z-1l1 2-1 2-1 x-—1 1 1 1 1 
5 + 3 + 1 tot FE 08m @-) (F454 54495) = 0 


de unde x — 1 = 0, adica x = 1. 
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E:14553. Doud unghiuri suplementare au o laturd comund, iar bisectoarele 
lor formeazé un unghi cu mdsura de 60°. Determinati mdsurile unghiurilor. 
Marin Simion, Rm. Sarat 
Solutie. Notém m(XAOB) = a gi m(XAOC) = b. Daca laturile OB gi OC 
se afla de parti diferite ale laturii comune OA (figura din stanga), atunci unghiul 
facut de bisectoarele OM gi ON este drept, deci acest caz este imposibil. Astfel, 
OB gi OC se afla de aceeasi parte a lui OA (figura din dreapta). Din problema avem 
a+b= 180°. 


Pe de alta parte m(XNOM) = m(xAON) — m(xXAOM) = ; _ 5 si cum 
m(xNOM) = 60° obtinem 6 — a = 120°. Din a+ b = 180° si b— a = 120° rezulta 
a = 30° si b= 150°. 

E:14554. Ardtati ca 


{8a+1|aeZ}n{5b4+3|beE Z}N{7c+4| cE Z} = {105d —-17|de Z}. 


Mihdly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau 

Solutie. Fien € {3a+1|a€Z}N{5b+3|beE Z}N{7c+4]|c € Z}; atunci 
n = 3a+1,n=5b)+3 sin = 7c+4. Adunand 17 la fiecare relatie, obtinem succesiv 
n+17 = 3a4+18 = M3, n+17 = 5b+20 = M5 sin+17 = 7c+21 = M7. Deducen 
céan+17= M(3-5-7) = M105. Atunci n+ 17 = 105d sau n = 105d — 17, adica 
n € {105d —17| de Z}. Am aratat ca 

{3a+1|a€ Z}N{5b+3| be Z}N{7c+4 | cE Z} Cc {105d—17 | d € Z}, (*). 

Acum, dacé n € {105d—17 | d € Z}, atunci n = 105d—17 = 105d—105+88 = 
= 105(d—1)+88. Notém d—1 = z gi avem n = 1052+ 88 = 1052 +87+1 = M3+1, 
adica n € {3a+1 | a € Z}, (1). De asemenea, n = 1052+88 = 1052+85+3 = M5+3, 
adicé n € {5b +3 | be Z}, (2) sin = 1052 + 88 = 1052 + 844+ 4 = M7 + 4, adica 
n€ {7c+4|ce€ Z}, (3). 

Din (1), (2) si (3) deducem c4 n € {3a+1 | a EZ} N{5b+3 | bEZ}N{7c+4|ceE 
€Z}, de unde {105d—17 | d € Z} c {3a+1 | a € Z}N{5b+3 | b € Z}N{7c+4 | c € Z}, 
(**). Din (*) si (**) rezulta egalitatea. 

Clasele a VII-a si a VIII-a 


E:14555. Determinati perechile de numere intregi (a,b) care verificd relafia 
a?b? — 11a? — 11b* = 1893. 
Eugen Predoiu, Calaragi 
Solutie. Egalitatea din enunt, este echivalent& cu (a? — 11) (6? — 11) = 2014 = 
= 2-19-53. Deci a? — 11 € {1, 2, 19, 53, 38, 106, 1007, 2014}. 
Convin numai a? — 11 = 38 si b? — 11 = 53 sau b? — 11 = 38 gi a* — 11 = 53, 
de unde obtinem (a, b) € {(+7, +8), (+8, +7)}. 
E:14556. Determinati cifrele a, b care au proprietatea [a, 63] = ab, unde [z] 
reprezinta partea intreagad a lui zx. 
Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 
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Solutie. Proprietatea din enunt este echivalenta cu ab < ab < ab+1, sau 
10a+b< (« + = < 10a+6+1, (1). Observam ca, pentru a > 4 saua € {1, 2}, 
inegalitatile nu sunt satisfacute simultan. ‘ 

Pentru a = 3, inegalitatile din (1) devin 30+) < € + a) < 31+5, care 


sunt satisfacute simultan pentru b = 2. In concluzie, ab = 32. 
E:14557. Se considera triunghiul ABC cu m(xB) = 40° $i m(<C) = 30°. 
Pe latura (BC) se consideré punctele D gi E, astfel incétm(xDAB) = 40° gi 
m(xEAC) = 30°. Fie G intersectia paralelei prin D la dreapta AB cu latura (AC). 
Dacé {J} = AEN BG, aratati ca [JB] = (JC). 
Bogdan Pisai, Bucuresti 
Solutie. Deducem imediat cé m(xBAC) = 110°, iar triunghiurile DAB si 
EAC sunt isoscele de baze [AB], respectiv [AC]. Cum DG || AB, deducem ca 
m(xADG) = m(xBAD) = 40°. Rezultaé ca triunghiul DAG este isoscel de baza 
[AG]. Prin urmare, DG = DA = DB, ceea ce inseamna ca D este centrul cercului 


circumscris triunghiului ABG. Atunci avem m(<ABG) = =m(<ADG) = 20° si, ca 


urmare, semidreapta (BG este bisectoarea unghiului x ABC. Deci, daca {I} = BGN 
AD, inseamna ca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABE, deci semidreapta 
(IE este bisectoarea unghiului «AEB si m(XAEJ) = m(< BET) = 30°. 


A 


3 D E C 


Cum m(<DIJ) = m(xAIB) = 120° (din AABI), rezulta cd patrulaterul 
DE JI este inscriptibil, prin urmare m(<JJD) = m(xJED) = m(XGCD) = 30°, 
deci gi patrulaterul DCGJ este inscriptibil. Inseamna c& m(4JCD) = m(xJGD) = 
= m(<JBD) = 20°, din triunghiul isoscel BDG. 

Deducem ca triunghiul JBC este isoscel cu [JB] = [JC]. 


E:14558. Dacé n = 3’ - 711.113, determinati numdrul divizorilor numdrului 
care sunt mat mici decdt n $i nu sunt divizori ai lui n. 
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti 
Solutie. Deoarece n? = 314. 722-.11°, deducem ca n? are in total N = 15-23-7 
divizori. Fie N = 2k +1. Partitionim multimea tuturor divizorilor lui n? astfel: 
{n} ; {dj, dk+i} : {d2, dx+2} ie ae {d,,, dox } , unde d; < n, d+: >nsi d; - d+ = n?, 
pentru i = 1,k. De aici, observim c& sunt exact k divizori ai lui n? care sunt mai 
mici decat n gi, mai mult decat atat, toti divizorii lui n (n fiind exceptat) sunt printre 
acestia. Deci, numarul céutat este k — (8-12-4—-— 1), adica 


15 - 23 
— — 8-12-44 1 = 824. 


n2 
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E:14559. ‘Se considera triunghiul ABC in care AB = AC, O este centrul 
cercului circumscris, iar G este centrul de greutate. Dacdé D este mijlocul laturit 
[AB] si M este centrul de greutate al triunghiului ACD, ardatati cd: 

a) MO 1 CD; b) DO 1 GM. 

Marcel Chirité, Bucuresti 

Solutie. a) Fie H mijlocul segmentului [BC] si 

FE mijlocul segmentului [AC]. Daca I € [HC] astfel 
incat HI = -—HC, rezulta ca GI || AC. Prin urmare, 
~HGI=xHAC=aDAO gi, deoarece OD 1 AB rezul- 


io ee GH UHI 
ta ca Pia ~ A ADO, deci Ap ~ Do” (1). Dar 


DM= gDE = “CH = 2HI si AG = 2GH si relatia (1) 


. AG DM DO DM 
devine 75 = Ho 88" ap AD ~ AG? , (2). Dar DMLAH 


AD 
implica ODM =90°-xADM =<DAG, (3). 
B H I Cc Din (2) si (3) deducem ci ADOM ~w AADG si, cum 


. ADLDO, rezulta ca MOL DG , adic MOL DC. 
b) In A DGM avem MO inaltime, GO inaltime deci si DO este inaltime, adica 
DOL MG. 
E:14560. Numerele reale a; < a2 <... < aio satisfac relatiile 
a1 +a2+...+4j9 > 100 si a? + a2 +...+ a2) < 1010. 
Determinati valoarea minima pe care o poate lua a; $i valoarea maxima pe care 
o poate lua ajo. 
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti 
Solutie. Notam cu A unul dintre numere si cu 21, 22,...,Zg pe celelalte. Ine- 
galitatea Cauchy-Buniakovski-Sxhwarz se poate scrie (1+1+1+...+1)(2?+23+23+ 
+...+22) > (21 +22+...+29)? sau 9(2?+22+4+024+...+22) > (21 4+22+234+...+29)?. 
Din ipotez’ avem A?+2?+22+...422 < 1010, de unde z?+22+...+22 < 1010—A? si 
de aici 9(1010— A”) > 9(1?+23+22+...+22), (1). Din A+21+22+...+2%9 > 100 avem 
£1+22+...+29 > 100—A gicum 100—A > 0 obtinem (z1+22+...+29)? > (100—A)?, 
(2). Din (1) si (2) putem scrie 9(1010 — A?) > (100 — A)?, iar dupa efectuarea cal- 
culelor obtinem A? — 20A + 91 < 0, adic& (A — 7)(A — 13) < 0, de unde A € (7, 13]. 


Valoarea A = 7 se atinge luand z; =... = r9 = re iar valoarea A = 13 se atinge 


29 
luand 7} =...=2Z9 = 3 deci mina; = 7 si maxajo = 13. 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasele a IX-a gi a X-a 


26817, Considerdm 96 de nmere naturale, a, a2, ...,a9g, mat mari decat 2, ce 


verifica relatia aA + af +... =>. 
ay agg 6 
a) Aratati cd ai putin opt dintre ele sunt egale. 
b) Dati eremplu de 96 de numere naturale ce verificd ipoteza. 
Geanina Tudose, Botosani 
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Solutie. a) Presupunem contrariul. Atunci 


96 
1 1 1 1 1 1 1 
a eae ST(ge tt git gi) TO ze S018 + 009 = 0.16 
fals. 
b ieee deci al = ado = = ag = 3 si restul l 6 
act aa eci alegem a; = a2 =... = ag = 3 si restul egale cu 6. 


26818. Ardtati cd ecuatia x? — 10ry — 2y? = 1 are o infinitate de solutii 
rationale pozitive. 

Liliana Tomita, Botogani 

10p+27p7 +1 | 2p 


Solutie. Fie p € N*. Alegem z = op? 1 si y = O7p? 1° Atunci 
x? — 10zry — 2y? = (x — 5y)? — 27y? = 
_(2P +1)" _ a (27-1 — 
~ \ QT? -1 (27p2 1)?  \27%p?-1) — 
2 
Cum functia f : N* > R, f(p) = ea este strict descrescatoare, rezulta 
concluzia. 

26819. Considerdm girul (tn)n definit prin relatia In42 = |In41 — Tn-1\|, 


pentru n > 1, cu termenii r0,21,22 € N, nu toti trei nuli. Sd se demonstreze ca 
girul (Zn)n este periodic de la un rang incolo $i sd se determine perioada acestuia. 
Ion Ciudin, Botosani 


Solutie. Pasul 1. Daca (19,21, £2) = (a,a,a) atunci sirul este 
a,a,a,0,a,0,0,a,a,a,... sir periodic cu perioada 7. 
Daca (x9, 21, £2) = (0,a,0) sirul este 
0,a,0,0,a,a,a,,... sir periodic cu perioada 7. 


Daca (20, 21, £2) = (0,0, a) sau (0,a,a), din cazul anterior sirul este periodic, 
cu perioada 7. 

Pasul 2. Fie c = min{z,|n>0}. Fara a restrange generalitatea putem 
presupune Zp = c. Cum sirul y, = Fn — c, n > O, are aceeasi relatie de recurenta cu 
sirul (z,,),, putem presupune ca (Zo, 71,22) = (0,a, 5). 

Pasul 3. 2p < max(2o,21,22),Vn > 0. Presupunem xr, < max (Zo, 21,22), 
k=0,n+1. Atunci tn42 = |2n41 — Pn—1| < Max (p41, 2n-1) < max (Zo, 21, £2). 

Din pasul 2 avem (29, 21, £2) = (0,4, d). 

(a) Daca a 4 0, 640 sia # b avem cazurile: 

i) a < b. Sirul este 0,a,b,b,b — a,a,b— a. Eliminand primii 4 termeni, sirul 
nou obtinut notat (z/,) are toti termenii mai mici sau egali cu b— 1. Repetam pasii 
2 si 3. Daca girul (z/,) este in cazul (q@) atunci girul (7) obtinut din (z/,), prin 
procedeul de mai sus va avea toti termenii mai mici sau egali cu 6 — 2. Dupa un 
numar finit de pasi, obtinem un sir care nu este in cazul (a), deci a = 0 sau b = 0 
sau a = 6. 

ii) a > b. Sirul este 0, a, b, b,a — b si eliminam primii 2 termeni. 


200 PROBLEME REZOLVATE 


Sirul 2, =: b,b,a—b,... are toti termenii mai mici sau egali cu a — 1. Ca mai 
sus, obtinem dupa un numar finit de pasi a = 0 sau b = 0 sau a = Bb. Din pasul 
1,sirul este periodic cu perioada 7. 

26820. Ardtati cd ecuatia log,(1+ %/z) = (3% — 1)? are doud solufii pe mul- 
timea [0; 00). 

Liliana Tomita, Botosani 

Solutie. Fie functia f : [0,00) —- [0,00), f(x) = log, (1+ “/z). Cum f este 
bijectiv’ si f-! : [0,00) > [0,00), f7!(x) = (3% —1)°, ecuatia din enunt devine 
f(z) = f(z), 2 € [0, 00). 

Fie x € [0, 00) o solutie a ecuatiei si y = f(x). Deoarece f(y) = x si f este 
strict crescatoare, in ipoteza ca x # y, avem aw = _— = —1, fals. Deci 
f(x) =z. Cum orice solutie a ecuatiei f(x) = x este eolaiie a euiel date, ramane 
s& rezolvam ecuatia f(x) = 2, deci ecuatia 1+ ~/z = 37, x € [0,00). Cum functia 
g: (0,00) > R, g(x) = 37 — xz — 1 este convexa, graficul ei taie axa Ox in cel mult 


1 1 
douad puncte. Deoarece (V3 = 1)" < , rezulta g (5) = /3 — H —1<0. Cum 


4 ; 
g(1) = 1>0, exista c € & 1) cu g(c) = 0. In concluzie, ecuatia are exact doua 


solutii, 71 = 0 si r2 = c. 
26821. O urna contine x bile albe si y bile negre, cux > y. Se extrag succesiv 
din urnd doud bile. Sd se arate cd probabilitatea ca bilele extrase sd fie de culori 


k+1)(k+2 

diferite este 0,5 daca si numai daca exista k € N* astfel incat x = Cae) : a 
. k(k + 1) 
$2 Yy = a 


Ion Ciudtn, Botosani 
CzCy _ Qry 
Cig (ety)(t+y-1) 
ee See @ 4ry = (x+y)? -(r#+y) @ (e#-y) =r+y. 
(ct+y)(r+y-1) 2 
Notam zr —y=k+1€EN. Ultima relatie este echivalenta cur—y=k+1 $i 
k(k+1 
pege(eely dee ee a ee) 


26822. Fie a un numar real. Sd se determine minimul expresiet gc? + y’, 
stiind cé x? — y* + 2ry = a. 


Solutie. Probabilitatea este p = . Obtinem 


Gotha Ginther, elev, Sighetul Marmatiei 
Solutie. Fie z= 2+ iy. Atunci 


a? +y? =|2|? = |z?| = |x? —y? + 2iry| = |a — 2ry + 2iry| = 
= /(a— 2ry)? + 4r2y? = /82r2y? — dary + a? = Hey) 2 3S 
= y y? = /8ay y 1) +22 
\/ V2|a| +4 


Daca a # 0, atunci sr = ——————— § 


a 
9 SS 
24/V2\a| +a 

lal 


4 


verifica ipoteza 


enuntului si x? + y? = 
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Daca& a = 0, atunci z = y = 0 verificd enuntul si 2? + y? = 0. Deci minimul 
|a| 
cerut este ——. 
V2 
26823. a) Sd se arate ca pentru fiecare m > 0, functia f: RR, f(r) = 
daca x < 0, respectiv f(x) =0, daca x > 0, satisface conditia: 


f(xy) <zf(y)+yf(z), Vz,yEeR. (1) 


b) Sa se arate ca orice functie f : R — R care verificd (1) are proprietatile: 
i) f nu este i ea ii) f(x) + f(—r) < 0, Vz ER; 


iii) xf (=) +: + f(z) = 0,Vrz>0. 


Benedict G. Niculescu, Bucuresti 

Solutie. a) Inegalitatea din enunt este evident satisfacuta pentru x > 0, y > 0. 
Daca x < 0, y < Oavem f(ry) = Osi cf(y)+yf(x) = 2mzry > 0. Dacix <0, y > 0 
avem f(xy) = mzy si rf(y) + yf(x) = may, deci f satisface inegalitatea din enunt. 

b) Pentru y = 0 obtinem f(0) < zf(0), oricare ar fi x € R, deci f(0) = 0. 
Pentru y = 1 obtinem f(x) < rf(1) + f(z), deci xf(1) > 0 oricare ar fi x € R, de 
unde f(1) = 0. Cum f(1) = f(0), rezulta i). 

Pentru z = y = —1 obtinem 0 = f(1) < —2f(-1), deci f(—1) < 0. 

Fie zc > 0. Atunci pentru y = —1 obtinem f(—x) < xf(-1) — f(z), deci 
f(x) + f(—x) < xf(—1) < 0, de unde rezulta ii). 


Fie x >0. cums (2) +t (- =) <3 {A (1), reaulté ct 2 (-2) < #(-1)- 


—xrf (=) . Atunci 


(1) = (2S) <2f(-5) - 59) < 1-0) -2¢ (2) - 2900) 
de unde zf (=) + = f(a) < 0. 
Cum 0 = f(1) = f € -) < af (=) + f(z), rezulta concluzia cerintei iii). 


26824. Fie b un numdr real strict pozitiv si n un numér natural nenul. Sd 
se arate cd ecuatia z2"*! = bz" — z—b are o rdddcind complerd de modul 1, dacd si 
numai dacéd b= 1 gin =1 (mod 4). 

Ioan Baetu, Botosani 


Solufie. Fie z € C cu |z| = 1, solutie a ecuatiei date. Cum z"(z—b) = —(z+b) 
si z # b, In caz contrar obtinem b = 0, rezulta c& z” = it? Atunci 
za — 
lz + 5 
1 = |z|" = 
|2| |z — b| 


Cum |z + 6] = |z — d| si |z| = 1, rezulta cd z = +i. Cum ecuatia din enunt are 
coeficienti reali, daca are solutia i atunci are si solutia —i, deci putem presupune ca 
z =i, deci i7t! = bi" —i-b. 

Daca n = 4k, atunci obtinem i = 0, fals. 

Daca n = 4k + 2, rezulta b = 0, fals. 
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Daca n = 4k + 3, obtinem b = —1, fals. 

Daca n = 4k + 1,rezultaé —1 = bi —i—, deci b— 1—i(b— 1) = 0, de unde 
b= 1. 

Reciproc, daca b = 1 sin = 4k + 1 atunci i este solutie de modul 1. 


Clasele a XI-a gi a XII-a 
26825. Un gir de numere reale pozitive (Ln)n>1 are proprietatea cad 
lim (tz, — 1),/n = 0. Ardtafi cd: 
nm-—>Oo 
j eee a = ° 
a) jim (V21 + 22 +...+in — Yn) =0 
1 1 1 — 
b) lim cos— +cos~+...+cos—5 p = 1, unde {a} reprezintd partea 
M—>0O 1 2 n? 
fractionarad a numdarului real a. 


Adrian Botan, Botosani 
Solutie. a) Avem 


e . Mm+...¢@a—n Jn 
eee — = i Ed OCU 
dim (vz + + In Jn) jim, Jn Jt +...¢2n+ Yn 


1 
= lim 


In —1 7 
————$__——.- lim ——————_. = 
n-+00 \/n — /n—1 is [ry +...+2n 
n 


II 
5 
> 
ic 
3 
| 
hae 
aN 
— 
+ 
= 
— 
Moc er" 
— 
Il 
S 


deoarece lim ——————— = _lim 2, = lim (: + 
n— Oo Tm n— oo nm—0o 


b) Conform punctului anterior, 


; 1 1 1 
lim ( co} 000} +... +0083 - Vi) 0, 
m—>0o 1 2 n2 


prin urmare este suficient si aratam ca partea intreaga a numéarului 


ed + cos : 
cos—+... — 
1 n2 


1 1 : 
este n — 1, adic& (n — 1)* < cos 7 bass C0s— < n?. Inegalitatea din dreapta este 


evidenta. Demonstram prin inductie inegalitatea din stanga. Observam ca n = 1 


(n+1)? 
verifica. Ramane de demonstrat ca po cos k > 2n — 1. Cum functia cos este 
k=n?2+1 
descrescatoare pe (0, 1], avem 
(n+1)? 
2n+1 dnt ona ent 
ye cos F > (2n + )cos 3 = n+1-—2(2n+1)sin = 
k=n?+1 


1 
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26826. Pentru orice constantd reala a > 0 considerdm sirurile (an)n>1 $t 


1 az+az+...+a2 | 
(bn )n>1, CU aL eye gt ean aa tar 
n! 
b, = =, pentru orice n € N, n > 2. 
a (1 +a@,)(2+a2)-...-(n+an) P 


Aratati cd any, — 1 = (an — 1)- (a + =), pentru oricen € N, n > 2 81 
calculati limitele celor doud siruri in functie de a. (Enunt corectat.) 
Adrian Botan, Botosani 


n—l)a a? 
Solutie. Cum a? + a2 +... +a2_, = (n—1)an, avem anii = ( )an + ay, 


n 
2 = 
gi @ngi — 1 = Sn On = (a, -1) (1+), n>2 Atunci 
n n 
1 “k+an 6 7y_ansi1-1 6 anyi-—l 
aes | = == > 2. 
bn (1+a1) [J k Il an —1 5 ag—l eS 


Daca a = 1, atunci a, = 1, n > 2, deci dim Qn =1si Jim bg =. 

Daca a > 1, atunci an4i1 — 1 > an — 1, adica sirul (an). este monoton 
crescator si, prin urmare, are limita. Cum Jim N On+1 = lim 

nsoon—(n—1) noo 
rezulta cé lim a, = oo si lim b, = 0. 
n— oo n—>oo 
5(1 — a) 
= 

26827. Punchia f :R— (0300) este dublu derivabild cu #(0) = f'(0) = 1 si 
f(x) - f(x) + (f'(x))* =1-sinz, pentru orice r € R. Ardtati cd, pentru orice 
reER: 

a) 27 +2sinz +1 > 0; 

b) f(x): f(z) = 2+ cose gi f(x) = Vr? + 2sinz + 1. 

Adrian Botan, Botosani 

Solutie. a) Pentru x € R, |z| > 1, avem 2241 > 2 > —2sinz, deci r?+2sin 2+ 
+1 > 0. Pentru z € [—1,0], avem sing > —z, deci r? + 2sinz +1 > (x-—1)? > 0. 
Pentru z € [0,1], avem sing > 0 si z7 + 2sinz+1>0. 

b) Cum (f(x) - f"(z))’ = f(z)-f"(z) + (f'(x))” = 1—sinz, avem f(z)- f(x) = 
=z+cosxr+c,ceER. Din f(0) = 1 rezulta c=0 si f(z)- f(z) = 2+ cosz. Atunci 
(f?(x))" = 2f(x) - f’(x) = 22 + 2cosz, de unde f?(r) = 2? 4+ 2sinz+k,k ER. Din 
f(0) =1 obtinem k = 1 si f(z) = Vr? + 2sinz +1. 

26828. Fie sirul de numere reale (tn)n>0 definit prin x9 > 1 gi Pi = 

= logs (1+2n),n > 0. Sé se arate ca sirul (Yn)n>1 definit prin 


Daca 0 < a < 1, atunci sirul (a,,),, descreste la 0, iar Jim | bn 


Un = oq (1421) (1-22) -...+(14+ 29) 


este convergent. 


Ioan Baetu, Botosani 


, 1 
Solutie. Avem yn = Te 7 a a a a ey CS a a | eT 


prin urmare este suficient sa aratam ca sirul z, = 22+... +2%n41 —n este marginit 
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superior. Fie f(z) = log,(1+ <2), x € (1,00). Avem 2n41 —1 = f (rn) — f(1) = 


= (fn — 1) f’ (cn) = (2n - 1) (fn —1), cu cn € (1,2); prin ur- 


(a, +1)In2 ~ 5 
iene tite (1+2+...+(2) ) Zee.) 


k=2 
26829. Fie p un numdr prim si G un grup comutativ cu 2p elemente. Fie 
e €G elementul neutru al grupului sia € G un element de ordin 2. Sd se arate cd: 
i) Exista o submultime H C G cup elemente, astfel incadt produsul elementelor 
multimii H este e, iar ry~! # a, oricare ar fi x,y € H. 
ii) Existd exact 2?-! submultimi F C G care verificd cerinta i). 
Ioan Béetu, Botosani 
Solutie. Partitionadm G in submultimi a cate doud elemente , anume G = 


= [J {z,ar}, unde M € G este o multime cu p elemente. Fie p > 2. Elementul 
zrEM 
a € G este unicul element de ordin 2, altfel, daca exista b € G de ordin 2, cu b a, 


obtinem {e, a, b,ab} < G, de unde 4 | 2p, fals. Atunci I] L=asi II Lz: Il ar = 


rEG xrEM xreEM 
2 2 2 
= aP (II :) =a ( II :) , deoarece a?-1 = e. Rezulta& ca (II :) =e, de 
zreEM xE€M reEeM 
unde, din unicitatea lui a, avem II © =e sau II x =a. O multime H trebuie 
zrEM reEM 
formata cu p elemente, exact cite unul din fiecare pereche {z,axr}, x € M; in plus, 
este necesar ca Il z=e. Fie M = {21,22,..., Zp}. 
re 
Avem a2 - a%?2q-...-a% ry = aMit- to . Il a ea a a 
reEM 
Qi1,...,Q4p,a@ € {0,1}; am notat a® = Il xz. Atunci Il r=e#ajt...+ap = —a, 
zrEM xe€H 
cu a; € {0,1}. Evident, sunt 2?~! solutii (a1, a2,...,@p—1, —-@ — @1 — ... — Gp-1), 
unde a1, @2,...,@p-1 € {0,1} sunt arbitrar alese. 
Multimea H corespunzatoare are elementele a™! 271, a°?Z2,...,a°? Zp. 


Nota. Grupul G este ciclic si izomorf cu Zop. Avem a =P, iar perechile sunt 


de forma fk, pt i. Solutia este analoaga, scrierea fiind aditiva. 


26830. Pentru un grup finit G notém cu s(G) suma ordinelor tuturor ele- 
mentelor sale. Sd se determine mins(G) $i maxs(G) cand G parcurge multimea 
grupurilor abeliene de ordin n, unde n este un numér natural fizat. 

Marian Andronache, Bucuresti 


Solutie. Fie n = pt'p>? -...-p;* descompunerea in factori primi distinctji. 
Notam G, = {x EG| gPs’ = e}. Evident G, este subgrup al lui G si G = G; x 
xGq x... X G, (produs direct de subgrupuri). Fie x = 71 -rq-...+ 2, cu 2 € Gi, 
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k 
i= 1,k. Cum ord(z) = I] ord (z;) rezulta ca 
i=1 


a ord (xr) = > ord (11) ord (x2) -...- ord (zx) = 
xEG 21€G,2r2E€Go,...,2RrEGE 
= ( > or) ( > on) Dagan ( > on(e)) 
r1E€G} r2€Ge2 reKEGk 


Este suficient sé determinadm min s(G) si max s(G) pentru un grup G = Gi, 
deci pentru un p—grup. Fie p un numar prim, n € N* si G un grup cu p” elemente. 
Evident minimul lui s(G) se atinge pentru G = Z, x Z, x... x Zp cu s(G) = 
= (p"™ — 1)p +1. Vom ae c& maximul lui s(G) se stings cand Gz = Zpn, cu 


s(G) = > (o" )p H=14) p’') p k= (pt — pk ')+1=1-ptp?- 
k=1 
—pt+... gan Pagel Dack n = 1, atunci G = Z, si proprietatea este adevarata. 
Presupunem proprietatea adevarata pentru orice k = 1,n — 1. 
Fie G un grup cu ord(G) = p", G # Zp». Cum G are p” elemente, G are 
un subgrup H cu p”~' elemente. Conform ipotezei de inductie, s(H) < s (Zpn-1). 
Cum G nu este ciclic, elementele din G \ H au ordinul cel mult p”~+. Atunci 


s(G) = s(—H) + » ord(x) < 6 (Zpn-1) + p"* (p” — p®") = 
xreEG\H 


=l—-p+p?—-p?+...—p* 34 


Atunci 


s(H) < s (Zpn—1) > p™—} < per? — p2P-1 4 92” 45 O21 < p2n-2. 4p? 


2n—2 4 2n—1 =p, 


p p 


> 2p<1+p? + (p-1)?>0, 
k 
adevarat. Deci min s(G) = Il (p™*+* — p+ 1) si maxs(G) = (Zn) = 2 —p(d) - d. 
i=1 d|n 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE!) 


Prezentam mai jos un model pentru proba de matematica a Evaluarii 
Nationale a elevilor din clasa a VIII-a. 


SUBIECTUL I 
1. Rezultatul calculului 2 + 5-8 este egal cu... 
21 
2. Simplificand fractia 54 8° obtine fractia ireductibila ... 


3. Se dau multimile A = {1,3,5} si B = {1,2,3,4}. Multimea AN B 
contine ...elemente. 


1) La problemele din aceasta’ rubric’ nu se primesc solutii. (N.R.) 
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4, Un unghi are masura egala cu 34°. Masura complementului sau este 
egala cu...°. 

5. Aria unui trapez, care are linia mijlocie de 8 cm si inaltimea de 6 
cm, este egal& cu ...cm?”. 


6. O piramida patrulatera regulata are toate muchiile congruente, 
fiecare avand lungimea de 6 cm. Aria laterala a piramidei este egala cu 


‘ -cm?, 


SUBIECTUL al II-lea 

7. Desenati un paralelipiped dreptunghic gi notati-1 ABC. DA’ B'C'D’. 

8. Calculati media geometric’ a numerelor a = (V2 + 1)(V5 — 2) si 
b = (V2 —1)(v5 + 2). 

9, Numerele 122, 85 si 63 se impart la acelasi numar natural z, diferit 
de zero. Se obtin resturile 2, 5, respectiv 3. Aflati cea mai mare valoare a lui 
x care indeplineste conditiile problemei. 

10. Se considera functia f : RR, f(x) = (1 — V2)z — v2. 

a) Calculati valoarea functiei pentru x = —1. 

b) Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia f(x) + 1 > 0. 


11.) Aratati cd numarul /5n + 2 este irational, pentru orice n numar 
natural. 


SUBIECTUL al IIlI-lea 


12. In Figura 1 este reprezentat schematic un zmeu. Se stie ca ABAD 
este isoscel si m(< BAD) = 120°, iar ABCD este echilateral cu BD = 12 
dm. 
a) Ara&tati ci AC = 8/3 dm. 
b) Calculati aria suprafetei de hartie din care este confectionat zmeul. 
c) Cat la suta din aria ABCD reprezinta aria ABAD? 
D 


B 
Figura 1 Figura 2 
13. In Figura 2 este reprezentat schematic acoperigul unei cladiri, sub 
forma unei piramide patrulatere regulate V ABCD. Se stie ca AB = 6/2 cm 
si volumul piramidei este egal cu 144/3 cm’. 
a) Aratati cd triunghiul VAC este echilateral. 
b) Calculati aria totala a piramidei. 
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c) Daca E este un punct pe [AV] astfel incadt AE = 2- VE, calculati 
distanta de la F la planul (VBD). 


Clasa a [X-a 


14. Determinati doud numere reale care au suma si produsul egale 
cu —1. 

15. Fie functia f : RR > R, f(z) = 2z* — 32 +5. Dati un exemplu de 
numar irational a astfel incaét f(a) este numar rational. 


16. Se considera functia f : R > R, f(x) = 2? — /2z+1. Determinati 
cel mai mic element al multimii {f(k) | k € Z}. 


17. In triunghiul ascutitunghic ABC are loc relatia 
sin B+cosB =sinC + cosC. 


Aratati ca triunghiul ABC este isoscel. 
18. Aratati ca sinz + cosz > 1, oricare ar fi x € 0, =|: 


v6 — V2 
aa 


’ Clasa a X-a 


19. Aratati ca sin 15° = 


20. Determinati numarul functiilor injective f : {1,2,3} — {1, 2, 3, 4,5} 
cu proprietatea ca f(1) < 3 si f(2) > 3. 

21. Determinati numarul submultimilor nevide ale multimii A = {1, 2, 4, 6, 8} 
cu proprietatea ca au suma elementelor numar impar. 

22. Aratati ca CPC} + CLC? + C2C} + C3CP = CB. 

23. Calculati distanta dintre dreptele paralele de ecuatii x + 5y — 6 = 0 
gi 2x + 10y —1=0. 

24. Determinati numerele reale m astfel incat distanta de la punctul 
A(m,m + 1) la dreapta de ecuatie 32 — 4y — 1 = 0 sf fie egala cu 1. 

25. Aratati ca dreptele de ecuatii 3z — y —5 = 0 si 3x2 + y —5 = O sunt 
simetrice fata de axa Oz. 


Clasa a XI-a 
26. Se considera multimea de matrice 
l1 a 6b 
M= 01a a,beEC 
001 


a) Aratati cd (X — I3)° = Os, oricare ar fi X € M. 
b) Determinati matricele X € M cu proprietatea ci X = X—!. 
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11 2\2014 
c) Calculati | 0 1 1 
00 1 


27. Se comsidera functia f : R—R, f(x) = zarctgz — In (1 + x”) + 5. 
a) Aratati ca f este functie convex3. 

b) Determinati punctele de extrem ale functiei f. 

c)Aratati ca f(x) > 5, oricare ar fiz € R. 


Clasa a XIIT-a 


28. Se considera polinomul f = (X? + X +1) X?-—X +1) 

a) Determinati restul imp&rtirii lui f la polinomul X2 — 1. 

b) Determinati coeficientul lui X1!° din forma algebric& a polinomului 
dat f. 

c) Fie c € R[X] catul impartirii lui f la polinomul X2 — 1. Calculati 


c(1). 


2014 2014 
iss ( 


1 
29. Pentru fiecare n € N* se noteaza I, = / x” arctgrdz. 


0 
e w ° Vv T e e 
a) Calculatit;. b) Aratati ca Ip < Tt c) Calculati jim nIn. 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR? 


Pane 8. In urma unui concurs toti participantii au fost recompensati 
astfel: — dintre ei au primit premiul I, — din restul concurentilor au primit 
premiul II, alti 60 de elevi au primit premiul III, iar ultimii 59 au primit 


diploma de participare. Cati concurenti au participat la concurs? 
kk * 


P:679. Gasiti numerele naturale de doua cifre, care impartite la suma 
cifrelor dau catul 4 si restul 12. 


* * 


P:680. Determinati numerele abc, stiind c& 3 x ab = 5 x be. 
x * x 


P:681. Ana a rezolvat cu 9 probleme mai mult decat Dan gi cu 10 
probleme mai putin decat Tudor. Dan a rezolvat un numar de probleme egal 


cu — din numarul problemelor rezolvate de Ana. Cate probleme a rezolvat 


fiecare? 


1) Se primesc solutii pand la 31 august 2014 (data posgtei). (N.R.) 
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P:682. O persoana cheltuieste o suma de bani in trei zile. In prima 
zi cheltuieste doua treimi din suma si inca 15 lei, a doua zi cheltuiegte doua 
cincimi din rest, iar a treia zi cheltuieste restul de 36 de lei. Ce suma de bani 


a avut? 
* ok Ox 


P:683. Toti cei 27 de elevi ai unei clase participa la o competitie de 
sah sau la un concurs de matematica. Cati elevi au participat la ambele 
competitii daca 17 dintre ei au fost la gah gi 16 la concursul de matematica? 

* * 


P:684. Clasele a IV-a A si a IV-a B au impreuna 48 de elevi. Daca de 

la B s-ar muta 6 elevi la A, atunci la B ar fi cu 8 elevi mai putini decat la A. 
Cati elevi sunt in fiecare clasa? 

* ok x 


P:685. Intr-o bibliotecd, pe fiecare raft sunt cate 30 de carti. Daca pe 
fiecare raft s-ar pune cate 35 de carti ar ramane 3 rafturi goale. Cate rafturi 
are biblioteca? 

xk * 


P:686. Pentru a confectiona 4 bluze si 3 rochii s-au folosit 17 m de 
material, iar pentru a confectiona 3 bluze gi 2 rochii s-au folosit 12 m de 
material. Atat bluzele cat gsi rochiile au aceeasi marime. Cdati metri de 
material se folosesc pentru a confectiona o rochie? 

x ok x 


P:687. Cate numere naturale de trei cifre dau la impartirea prin 
numarul 7 restul 6? 


* Kk * 
PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 
PROBLEME PENTRU GIMNAZIU! 
Clasa a V-a 


E:14637 Suma a douad numere este egala cu 200. Daca primul numar 
se micgoreaza cu 30 iar al doilea numar se mareste cu 50, atunci al doilea 
numar devine cu 60 mai mare decat primul. 

Aflati cele doua numere. 

Ion Fota, Izbiceni 

E:14638. Aratati ca, daca dispunem de bonuri valorice de cate 4 lei 
si de cate 5 lei, in numar nelimitat, atunci putem achita, exact, orice suma& 
exprimata printr-un numar natural mai mare decat 11 lei. 

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 


1) Se primesc solutii panad la 31 august 2014 (data postei). (N.R.) 
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E:14639. Aratati cd nu exista patrate perfecte de forma aaabbb, unde 
a # 0. 
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 
E:14640. Demonstrati ci 31 divide numarul 


92014 ie 92013 ae 92012 ea 92011 aa 


Ion Pirse, Campulung Muscel 
Clasa a VI-a 


F:14641. Determinati numerele naturale prime p pentru care ecuatia 
x? + y? + 32y = p* + 1 are solutii in numere Intregi. 
Alessandro Ventullo, Milano, Italia 
F:14642. Se considera numerele naturale nenule a si b. Daca A = 
= 3a+ 4b si B = 2a+ 3b, aradtati ca multimea divizorilor comuni ai numerelor 
a si b este egala cu multimea divizorilor comuni ai numerelor A si B. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


E:14643. Se considera triunghiul ABC in care m(<BAC) = 36°. 
Punctul D este situat in interiorul triunghiului A BC pe bisectoarea unghiului 
<BAC. Daci m(xABD) = 35° si m(XACD) = 37°, determinati mAasurile 
unghiurilor ABC si xACB . 

N. Fota si I. Fota, Izbiceni 

E:14644. Se considera triunghiul ABC in care O€ (BC), P este mij- 
-locul segmentului [BO], Q este mijlocul laturii [AC], iar {T} = AON PQ. 
Aratati ci Teste mijlocul segmentului [PQ] daca si numai daca O este mi- 
jlocul laturii [BC]. 

Romanta Ghitd si Ioan Ghita, Blaj 
Clasa a VII-a 


F:14645. Ardtati ca, pentru oricare numar intreg n > 2, numarul 
an = 10 (n? + 1) este suma a patru patrate perfecte distincte. 
Alessandro Ventullo, Milano, Italia 


E:14646. Gasiti tripletele de numere naturale nenule (zx, y, z) stiind ca 
1 
(x —y)* + (y—2)? + (2-2) A0si —— + —— + —— + max(z,y, 2) = 
PES wal” al” ea 
a: a 2 
@y) wa & oD) 


((z, y] reprezinta cel mai mic multiplu comun, iar (zx, y) reprezinta cel 
mai mare divizor comun al numerelor z si y.) 


+ min(z, y, 2). 


Sven Cortel, Satu Mare 

E:14647. Determinati toate triunghiurile dreptunghice care au laturile 

exprimate prin numere naturale, fiecare avand proprietatea ca aria sa este 

exprimata printr-un numar mai mic sau egal cu numarul prin care este ex- 
primat perimetrul sau. 

Bobb Ovidiu, Coplanic Manastur, Maramures 
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E:14648. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A. Punctul 

D este piciorul inaltimii din A, iar K este un punct oarecare pe segmentul 

(AD). Dreptele BK si AC se intersecteaza in punctul M, dreptele CK si 

AB se intersecteaza in punctul N, iar dreptele MN si BC se intersecteaza 

in punctul P. Daca punctele Q si R sunt proiectiile punctului P pe dreptele 
AB gi respectiv AC, aratati ca RQOLBC. 

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti 


Clasa a VIII-a 


E:14649. Aratati cd, daca numerele reale x, y, z si t verifica simultan 
relatiile (x-—1)y+1=0, (y+1)z-—1=0si (2z-—1)t+1 = 0, atunci 
ryzt = 1. 

Bogdan Chiriac, Bacau 

E:14650. Se considera numerele reale a, b si c strict pozitive cu pro- 
prietatea ca abc = k. Aratati ca 

1 1 : 1 Z 1 
k+@+S k++ ktetae—k 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 

E:14651. Se considera tetraedrul OABC in care OALOBLOC LOA. 
O sfera care contine punctele A, B si C intersecteaza a doua oara muchiile 
(OA), (OB) si (OC) in punctele A’, B’ si respectiv C’. Daca G este centrul 
de greutate al triunghiului ABC si H este ortocentrul triunghiului A’B’C’, 
aratati cad OGL(A’B’C’) si c& punctele O, G si H sunt coliniare. 

Petru Braica, Satu Mare 

E:14652. Determinati valorile reale ale numarului m pentru care este 
adevarata egalitatea 6m — 2+ /2—m+4+/3—-—2m= 4. 


Vasile Chiriac, Bacdu 


PROBLEME PENTRU LICEU!) 
Clasa a [X-a 


26901. Fie n un numar natural, n > 2. Sa se arate cd exist& numerele 
naturale distincte a), a2,...,Q@, astfel incat 
8 1 1 
— = — — — + — — ,,,, 4+ (-])"!_., 

20 aj a2 a3 = ( an 
Ion Patrascu, Craiova 


26902. Fie n un numar natural nenul. Sa se arate ca ecuatia 


(:}o{s}e-o{2}{ 5} ner 


are o infinitate de solutii in numere naturale cu 2741 <2] <212<...<Ip. 
Petru Braica, Satu Mare 


1) Se primesc solutii pand la 31 august 2014 (data postei). (N.R.) 
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26903. Fie x si y numere naturale nenule cu proprietatea ca 


———_§_— + ——_ cc“ = 
l+2+4+2? ityty l+ax2t+y 
Sa se arate ca ry = 1. 


Traian Tamdaian, Carei, Satu Mare 
26904. Fie ABC un triunghi, D mijlocul laturii BC si P punctul de 
intersectie al laturii BC cu diametrul din A al cercului circumscris triunghiu- 
lui ABC. Inaltimile din B si C taie AP in M, respectiv N si taie AD in E, 
E FD AM-BP-NP 
DE AF AN-CP-MP’ 


Laura Constantinescu, Sibiu 


respectiv F'’. Sa se arate ca 


Clasa a X-a 


26905. Sa se arate ca dace ioeae triunghi ABC exista relatia 
te’ > teBteC = 1, 


atunci triunghiul este isoscel sau dreptunghic. 
Traian Tamdian, Carei, Satu Mare 


26906. Fie H si G ortocentrul, respectiv centrul de greutate al tri- 
unghiului ABC. Notam cu R raza cercului circumscris triunghiului ABC. 
Sa se arate ca 


aH + OG] +|BH + 4G] +|CH# + BC 


Alerandru Blaga, Satu Mare 


2 
> 3R?. 


26907. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia 
7” = 34 + 100. 


Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat 


nr 
26908. Sa se arate ca 3 ken™*. AK} =n”, oricare ar fin > 3. 
k=1 
Leonard Giugiuc, Drobeta Tr. Severin 


Clasa a XI-a 


nr 
26909. Sa se calculeze lim NG + k) Rata 
n— Oo ey 
Traian Tdmdian, Carei, Satu Mare 
26910. Fie A,B € M3(C) astfel incat A*B = BA?. S& se arate ca 
det(AB — BA) = 0. 
Marian Cucoanes, Marasesti 
26911. Fie n > 2 si matricea A € M,(R) astfel incat A” = I, g1 
rang (I, + A+ A?+...4+A%') =n-—1. Sa se calculeze urma matricei A. 
Cristian Chiser, Craiova 
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Clasa a XII-a 
2013 


26912. Sa se calculeze lim n / 
n— oo 
1 


dx. 


arctgr” 
nr 


Cristian Chiser, Craiova 
26913. Fie f : [a,b] — R o functie derivabila cu f(a) = 0. 
Sa se arate c& exist& un punct c € (a, b) astfel incat (b—c) f’(c) = 2f(c). 
Cristian Moantd, Craiova 
26914. Fie p un numar prim, p > 5, n un numar natural nenul si F' 
corpul cu p” elemente. Sa se arate c4 urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 
—1 
a) Ecuatia x” = k are solutii in F, oricare ar fi k € 4 2,3,..., aa 
b) n este par. 
Marian Andronache, Bucuresti 


ERATA 


In G.M.--B nr. 3 /2014, in enuntul problemei 26891 se va citi ,,.numerele 
reale“ in loc de ,,numerele naturale ... “ 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 
Au trimis solutii la problemele propuse urméatorii elevi: 


ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ cl.V Ursa Andra Gabriela 
(130); C.N. ,,Horea Clogca si Crigan“ cl.[X Boer Armand (80). 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,George Cosbuc“ cl.IV Filip Radu (100); 
S.g. ,Ducian Blaga“ cl.V Solonean Larisa (30); $.g. ,,Nicolae Iorga“ cl.VI Pop 
Catalin George (210); Lic. Sanitar cl.XI Trifoi Otilia (80), Trifoi Roxana (80); C.N. 
, Gheorghe Sincai“ cl.V Afrasinei Catalin (230); C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl.V Ofrim 
Alexia (60), Tibil Alexia (100), Vraciu Iulia (90). 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl.III Matei Liliana 
(130), cl.ITV Sureti Adrian (200), cl.V Anton Iulia Andreea (150+160), Boldea Pa- 
tricia Maria (150), Clipa Andreia (60+110), Gherasim Marius (140+140), Oniga 
Nicoleta (130+140), Rancu Andrada (120), cl.VI Albu Iosefina (130), Albu Ioana 
Iulia (130), Popescu Ion (130), Stanec Timeea Maria (130). 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 ,,Diaconu Coresi“ cl.V Radu Raul (130), Vaida 
Radu Andrei (560), cl. VII Ion Robert (290); $.g. 15 cl.V Pavelescu Alessandra (100), 
cl.VI Abdalah Amir (80+80), Bratu Oana (180), Cristea Vlad (80);C.N. ,,Andrei 
Saguna“ cl.V Galea Vicentiu (90), cl.VI Kis Iulia (80), cl. VII Lupsor Ana (170), 
Popa Sandra (120), Urdea Andrada (100); C.N. ,,Aprily Lajos“ cl.VI Jéresa Kriskta 
(120); C.N. ,Dr. Ioan Megsotdé“ cl.VIII Manea Cosmin (260), cl.IX Bors Andrei 
(120); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V Bucur Denisa Andreea (230), Ciofalau Dragos 
(140). 

BRAILA (BRAILA) Lic. Pedagogic ,,D.P. Perpessicius“ cl.V Modoran Calin (90); 
C.N. , Gheorghe Munteanu Murgoci“ cl. VII Munteanu Alexandra (90); C.N. ,, Nicolae 
Balcescu“ cl.V Diaconescu Luana Alexandra (200), cl.V Trufas Dafina (150+190), 
cl.VI Anghel Andreea Maria (190), Anghelug Andreea (40), Bujor Andreea (130), 
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Ciurea Bogdan (420), Constantinescu Roxana (60), Dihter Emilian (90), Enache 
Radu (90), Fudulu Dennis (40), Istrate Vlad (60), Lupascu Irina (190+260), Mitache 
Alexandru (170), Mocanu Oana (130), Pavel Marinel (190), Petrache Tiberiu (100), 
Pricop Ioana (50+70+110+210), Radu Alexandru (100), Sima Alin Gabriel (100), 
Taflan Maria (160), Turcu Stefan (120), Turtoi Robert Stefan (30), Tovarnac Tudor 
(180), Uzureanu Gabriela (130), cl. VII Antoche Andreea (110), Boeru Briana (120), 
Curca Razvan (110), Filip Ana Maria (80), Marin Anda Irina (140), Neagu Andrei 
(110), Nicolae Mircea Florin (100), Preda Corina (170), Priceputu Cristina (120), 
Susanu Ioana (120), Stefan Andreea (80), Vizireanu Stefan (50), Vlad Ioana Vezara 
(210), cl. VIII Teodorescu Eros Razvan (100). 

BUCURESTI $8.9. 12 ,,Herdstradu“ cl. VI Fota Michelle (150); $.g. 67 cl. VI Ormek 
Sercan (30), Radoi Raisa (80); $.g. 79 cl.III Albu Victor (250); $.9. 97 cl.V Ghiz- 
davu Irina Andreea (100), Sandu Theodor Pavel (180);$.g. 111 ,,G. Bacovia“ cl.IV 
Ghinescu Andreea Teodora (140+90); $.g. 195 cl. VII Gheorghe Ioana Delia (100); 
9.9. Europeana — Centrul de Excelenté cl.V Ghité Matei (90), Jamali Arian (50), 
Oprea Alexandru (50), Pasca Daria (90), Petcu Lorelei (100), Zinca Luiza (90); 
S.g. ,Geo Bogza“ cl.III Vladutu Vlad (200); $.g. ,,J.G. Duca“ cl.VI Sava David 
(150); Complerul Educational ,, Lauder-Reut“ cl.IX Botoroaga Calin (60), Cojocaru 
Diana (70), Toader Alice Maria (60); Lic. ,,Nicolae Iorga“ cl.VI Dumitru Toader 
(140); Lic. ,,.Marin Preda“ cl.IV Alexa Andrei Valentin (170), Atasiei Maria Iulia 
(100+100), Caraba Alexandru (100), Mihai Serban Catalin (100), Niculae Nico- 
leta Florentina (100), Palagean Daria (100), Petre Alexandru (100+100), Singure- 
anu Alexandra (100+100), Sindrilaru Andreea (100), Tudorache Stefan (230); Lic. 
,9tefan Odobleja“ cl.V Chiriac Marius Alexandru (70), Stelea Andrei Daniel (180), 
Tianu Georgiana (50), cl. VII Vlad Adriana (80); Lic. Teoretic National cl.V An- 
drei Ioana (170), Earutagu Alex (170), Dragut Clara (2109, Radu Maria (290), 
Raducu Alexandru (180), cl. VI Dan Andreea Diana (140), Stanescu David (110); 
C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.V Biro George Ioan (50), Cancenco Maya Ioana (310), 
Demian Popescu Ana (60), Marin Ana Daria (60), cl. VI Alexandrescu Sofia Maria 
(60), Damian Ramona (100), cl. VII Vutaé Maria Teodora (70); C.N. ,,.Mthai Emi- 
nescu“ cl.III Voinea Ionut Florin (200), cl.IV Iftimie Raluca (210), cl.IX Mancila 
Doru Bogdan (110). 

CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. 29 ,, Mihai Viteazul “ cl.IV Dorneanu Cezar 
(400); C.N. Pedagogic ,,Constantin Brdtescu“ cl.V Balagiu Darian (120+140);C.N. 
Mircea cel Batrén“ cl.V Carp Alexandru (200), Darlaiani Marielena (90), Dul- 
gheru Andrei (100), Panait Ilinca Demetria (130), Preda Ioan Alexandru (250), 
cl.VI Hristu Stelian (60), Ibadula Ella Nelim (60+70), cl. VII Enache Maria (80), 
cl. VIII Bogdan Samira (100), Luntraru Duana (100), Sandu Tina Alina (120), Stan- 
ciu Adrian (100), Trandafir Alexandra (100), cl.[X Palamariuc Anda Amalia (50), 
cl.XI Alexandru Monica Florena (60), Calafus Sanziana (60), Dragoi Alexandra (50), 
Hanescu Andreea (60), Lazar Miruna Andreea (80+60). 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 2 ,,Traian“ cl.V Vulpie Erin (40), cl.VI Vladu Denis 
Marius (280); $.g. 24 ,,Sf.Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian (150); Lic. ,,Henri 
Coandé“ cl.V Apostolescu Ruxandra (80), Tone Andrada (70), Varzaru Andreea 
(70); C.N. ,,Carol I“ cl. VI Bogdan Adrian Gabriel (120); C.N. ,,Frafii Buzegti“ cl.X 
Buse Dragomir (100), Ciocan Ioana (140), Ciulicd Cristian (130), Cojoaca Ilona 
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(100), Dragusin Vlad (100), Duval Raluca Elena (100), Manea Anca (100), Mihai 
David (100), Oprea Denisa (120), fara mentiune de clasd: Cismaru Cristina (130). 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) C.N. ,, Traian“ cl.VI Alu- 
poaie Radu (80), Andrita Miruna (80), Balaci Alexandru (80), Benga Isabela (80), 
Bircu Monica (80), Bobei Cristina (80), Bondoc Andreea (160), Capitanescu Stefan 
(80), Ceaugene Patricia (80), Cebuc Marius (80), Chirita Medeea (80), Cretescu 
Maria (240), Danoiu Constantin (80), Draghici Oana Silvia (890), Fleancu Robert 
(80), Grigore Elena (80), Istodorescu Vlad (160), Lasculescu Alexandru Radu (80), 
Marica Patric(80), Neagoe Razvan (80), Nedelea Victor Emmanuel (80), Nicolescu 
Robert (160), Pocovnicu Ana Maria (80), Popescu Alis (80), Radulescu Roxana 
(160), Rosoga Alexandra (80), Sdéndulescu Teodora (80), Sarbu Adelina (80), Sarbu- 
lescu Alexandra (80), Stuca Cristina (240), Tomescu Tiberiu Alexandru (80), Tra- 
ilescu Ioana Alexia (160), Tudor Bogdan (80), Turturea Maria Bianca (16), Voicu 
Georgiana (160), cl. IX Dragomir Iulia (100), Muchitsch Danube (100), cl.X Albu 
Mihaela (100), Florea Bianca (100), Popescu Cristina (100), Popescu Ruxana (100), 
Raceanu Monica (100), Saracin Denisa (100+100), Toma Denisa (100). 

GHILAD (TIMIS) $.g. cl. VII Isfan Alexandru (140). 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) $§.9. 1 cl.VI Moise Luca (250), Miros 
R&zvan (140). 

IASI (IASI) $.9. ,.B. P. Hagdeu“ cl.IV Butnaru Andreea (70), Chelariu Robert 
(70), Chirila Laura (60), Doaga Stefan (60), Donia Andrei (100), Dorneanu Andreea 
(70), Dragu Rares (70), Gradinaru Tudor (70), Hudisteanu Mihaela (80), Negrea 
Delia (70), Popa Alexandra (100), Sofian Delia (80), Rusu Eduard (80), cl.V Cioata 
Ioana Larisa (140), Duceac Ioana (260), cl. VI Chiriac Teona (60); Lic. ,,Dimitrie 
Cantemir“ cl.V Berari Celia Elena (110); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.V Prodan Petru 
(100), Tanase Karina Ioana (60), Vornicu Ilinca Amalia (80), cl. VI Baban Victoria 
(150), cl. VII Brezeanu Gabriela (110), fard mentiune de clasdé: Braguta Nicolae (90); 
C.N. ,,Costache Negruzzi“ cl.IV Toarba Razvan Andrei (340), cl.V Bosianu Mara 
Bianca (60), cl. VI Bejenariu Costina (80), cl. VII Blajut, Maria Alexandra (100), cl.X 
Havarneanu Matei (80); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Serban Emanuel (110), cl. VIII 
Necula Claudiu (50), Serban Irineu (100); Colegiul National cl.V Bucur Roxana (40), 
cl. VI Chiorescu Alexandru (100+280). 

MEDIAS (SIBIU) §.g. 5 cl. VI Barzi Ana Maria (60), Hance Darius (110), Mun- 
tean Vlad (60). 

ONCESTI (BACAU) $.9. cl.V Tanase Larissa Elena (140). 

ONESTI (BACAU) $.g. ,,G. Cdlinescu“ cl.VII Simon Teodora (70). 
PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,lon Luca Caragiale“ cl.IV Alexandru Daria 
(200+160), Andronache Madalina (200+160), Andronic Arthur Mihai (200+160), 
Barac Maria lulia (200+160), Barbu Alessia Gabriela (200+160), Badoiu Robert 
(200+160), Botea Marian (200+160), Cadar Elena (200+160), Carnici David (200+ 
+160), Ditiu Cezar (200+160), Doroftei Andra Vanessa (200+160), Dragomir Mi- 
hai (200+160), Gavril Alessia (200+160), Ghiculescu Andrei Flavius (200+160), 
Ionescu Petra Alexandra (200+160), Mihalcea Maria Alexandra (200+160), Mirita 
Joana Raluca (200+160), Miroiu Andrei Claudiu (200+160), Nicolescu Alexandru 
(200+ 160), Nicolescu Ioan (200+160), Onut Andrei (200+160), Petcu Eduard (200+ 
+160), Petrescu Mihnea (200+160), Popa Andrei (200+160), Popa Ana Maria (200+ 
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+160), Preda Gabriel Razvan (200+160), Radu Stefan Alexandru (200+160), Save- 
lovici Teodor (200+160), Stanciu Diana Catalina (200+160), Suvadial& Andrei (200+ 
+160), Timofte Andrei (200+160), Vintili Diana Andreea (200+160), Vldsceanu 
Andrei (200+180). 

TEIUS (ALBA) Lic. cl.VII Bara Raluca (100), Cuptor Ilie Larisa (100), Flo- 
rea Andreea (100), Karagai Denisa (100), Lodroman Cristian Alin (100), Moldovan 
Gabriel (80), Martin Ana Maria (100), Miclea Simona Alexandra (100), Oltean 
Florean (80), Sima Andreea (100), Sularia Andreea (90), Sularea Valentin Claudiu 
(100), Stean Julia (100), Tibrean Stefania M&dalina (100), Ursa Maria Larisa (100), 
Usa Strakator Stefania (100), cl. VIII Barsan Ioana (90), Cleja Ioana Andrada (80), 
Dragoi Luisa (90), Furnea Diana (80), Marina Florina (80), Micu Larisa Alina (90), 
Perju Andreea (90), Popa Olteanu Cristina (90). 

CALIFORNIA (U.S.A) Fullerton Mathematical cl.III Glesser Alex (30), cl. VII 
Ganesh Abhinav (140), Kim Alvin (80), Kishimoto Kyle (30), Vu Bostic Kristian 
(10), cl. VIII Zeng Edward (60), cl.[IX Bao Mike (10), cl.X Park Joshua (10). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clas& de urmA&torii profesori: 


ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ Urcan Mihaela; C.N. ,, Horea 
Closca si Crigan“ Sandu Cornea. 

BAIA MARE (MARAMURES) 5S.g._ , George Cosbuc“ Gedut Otilia; $.g. 
,Lucian Blaga“ Keller Otto; $.g. ,,Nicolae Iorga“ Bretan Andru; Lic. Sanitar 
Pop Radu; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Heuberger Dana; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Sabau 
Stefan. 

BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. , Eftimie Murgu“ Bancili Marius, Rancu 
Pavel, Voin Violeta. 

BRASOV (BRASOV) §S.g. 2 ,,Diaconu Coressi“ Bocu Dorina, Santea Mihaela; 
S.g. 15 Cocalea Rodica; C.N. ,,Andrei Saguna“ Canu Marinela; C.N. ,,Aprily La- 
jos“ Fulop Edith; C.N. ,,.Dr. Ioan Mesota“ Satala Ciprian; C.N. ,,Grigore Moisil “ 
Olteanu Mariana. 

BRAILA (BRAILA) Lic. Pedagogic ,,D.P. Perpessicius“ Serban George Florin; 
C.N. ,,Gh. Munteanu Murgoci“ Giurca Mihaela Florina; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ 
Botea Carmen, Botea Viorel, Danielescu Gabriel. 

BUCURESTI $.9. 12 ,, Herdstrdéu“ Fainis Dorela; $.9. 67 Palici Aurelia; 9.9. 97 
Moldovan Laurentiu, Olteanu Cristian; $.g. 111 ,,G. Bacovia“ Iancu Maria; $.g. 
195 Militaru Doina; S.g. ,,Geo Bogza“ Marinescu Steluta; $.g. ,,J.G. Duca“ Colea 
Gherghina; Complezul Educational ,,Lauder-Reut“ Revencu Ileana; Lic. ,,Marin 
Preda“ Baciu Florina, Necula Mihaela; Lic. ,, Nicolae Iorga“ Chiose Manuela; Lic. 
»otefan Odobleja“ Dumitru Camelia; Lic. Teoretic National Eftene Adina, Vladutu 
Camelia; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Petre Simion, Victor Ioan Nicolae; C.N. ,, Mihai 
Eminescu“ Mutafei Lucia, Savulescu Dumitru, Siminenco Frusina. 
CONSTANTA (CONSTANTA) §.9. 29 ,, Mihai Viteazul“ Toma Mihaela; C.N. 
Pedagogic ,,Constantin Brdtescu“ Cavachi Nicolae; C.N. ,, Mircea cel Batran“ Con- 
tanu Mihai, Frecus Viorica, Gache Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) S.9. 2 , Traian“ Pometescu Valerica; $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ 
Patrascu Mariana; C.N. ,,Henri Coandd“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Carol I“ Basarab 
Constantin; C.N. ,,Fratii Buzesti“ Popa Marin, Radulescu Teodora, Tutescu Lucian. 
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DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) C.N. ,, Traian“ Cainiceanu 
George. 

GHILAD (TIMIS) 9.9. Neghina Ion. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) 9-9. 1 Munteanu Eugen, Munteanu 
Liliana. 

IASI (IASI) 9-9. »B. P. Hasdeu“ Chirilé Laura, Hudisteanu Dominica; C.N. 
,C. Negruzzi“ Bazdaga Georgeta, Blajut Maria Alexandra, Sava Radu, Zamoschi 
Adrian; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Chirili Constantin, Timohe Gabriel (110); C.N. ,, Mihai 
Eminescu“ Cohal Eugenia, Gheorghe Iurea, Ilsie Vasilica; Colegiul National Benta 
Valerica. 

MEDIAS (SIBIU) S.g. 5 Marculetiu Maria Carmen. 

ONCESTI (BACAU) $.9. Zabrautanu Alina. 

ONESTI (BAC AU) S.g. ,.G. Cdlinescu“ Zaharia Maria. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Ion Luca Caragiale“ Nita Eugen. 


TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 
CALIFORNIA (U.S.A) Fullerton Mathematical Circle Suceava Bogdan. 


In perioada 14 martie -- 23 aprilie 2014, au trimis solutii la probleme 
pentru Concursul Gazeta Matematica gi ViitoriOlimpici.ro urmAtorii 
elevi: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) 9.9. Mihai Viteazul“ cl. VII Calitescu Mihai, 
cl. VIII Andreica Radu-Adrian; $.g. ,,$tefan cel Mare“ cl.VI Iordan Oana. 

ARAD (ARAD) C.N. ,,Moise Nicoard“ cl.IX Santa Richard Andrei, cl. X Buzgau 
Serban. 

BACAU (BAC AU) C.N. ,,.Gh. Vranceanu“ cl.V Andronic Smaranda, Dolineanu 
Miruna. 

BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,,Gh.$incai“ cl. VII Mercea Ioana, cl. X 
Cotan Paul; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl. VI Trif Andrei, cl. VIII Bodnar Andreea Laura. 
BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Joan Ciordag“ cl.VII Tau Andreea. 
BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) §.9 1 cl.VII Petrugca Sergiu; $.9. ,, Lucian 
Blaga“ cl. VII Deac Alex Claudiu, Reu Teodora; C.N. ,,Liviu Rebreanu“ cl.V Badiu 
Anca, Hognogi Cristina, Somesgan Paul. | 

BLAJ (ALBA) C.N. ,,[-I.Micu Clain“ cl.IX Megiegan Sergiu. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) 5.g.1 cl.V Airinei Andrei Cristian, cl. VI Alexiu 
Lucian. 

BOTOSANI (BOTOSANI) 9-9. 10 cl.VI Aciobanitei Andrei, Alexuc Eduard; 
9.g- 17 cl.V Asiminicesei Andreea, Guceanu Marian, Pietraru Alfred-Andrei, Tanase 
Denis, Trufin Andreea Beatrice, Zuzu Marius, cl. VII Holcan Cosmin; C.N. ,,A. T. 
Laurian“ cl.V Cardas Tudor, cl. [IX Cardas Andra; C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl.VI 
Ababei Madalina, Trigca Vicol Cezar, cl.[X Pricope Tidor Vlad, Rotaru Andreea. 
BRASOV (BRASOV) $.9. 2 cl.V Albert Alexandra, Belciu Valentin, Camenschi 
Camelia, Camenschi Georgiana, Corbu Andreea, Cristea Cristiana Flavia, Gargu 
Bogdan, Manea Alexandru, Muscalu Diana, Popa Diana, Robu Anamaria, Simescu 
Diana, cl. VI Barla Mara, Ciurea Maria Eliana, Giurgiteanu Mihai Andrei, Schiller 
Vlad, Saramet Andrei, Tomici Andreea Mihaela, cl.VII Banica Dragos, Corbogs 
Raluca, Enache Teodora, Nedelcu Vlad, Saplacan Amanda, cl. VIII Martinescu Tu- 
dor, Pomarleanu Sebastian; $.g. 5 cl.[V Pomponiu lulius Eugen, cl.V Gherghe 
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Ana Ilinca, Manghiuc Andrei, Secirea Diana Maria, cl.VI Boeriu Bianca Maria, 
Vasilescu Ioana; $.g. 15 cl. VI Bratu Oana; S.g. 30 cl.V Cotfas Miruna; Lic. ,, Andrei 
Muresanu“ cl. VIII Chitu Andrei; Liceul Teoretic ,, Johannes Honterus“ cl. VI Ciupala 
Ana Iulia; Lic. ,,Nicolae Titulescu“ cl.XI Iacob Andrei; C.N. ,, Andrei Saguna“ cl.V 
Galea Vicentiu, Mandai Dan Catalin, cl. VI Chichernea Diana, Isaia Elena, cl. VII 
Arens Patricia Antonia, Cataron Andrei, cl.[X Manea Dragos; C.N. ,,Emil Racovitd “ 
cl.VI Vorovenci Rares Ionut. 

BRAILA (BRAILA) §.g. ,,Jon Creangé“ cl.VI Bulgaru Maria Diana; $.9. ,,Fénus 
Neagu“ cl.VI Dima Ioan Andrei, Dragnea Andreea, Samoila Rares; $.g. ,,Mihai 
Eminescu“ cl. VIII Grecu Cristian Stelian; Lic. Pedagogic ,,.D.P. Perpessicius“ cl.V 
Neacsu Georgiana; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ cl. VI Adam Lorena; C.N. ,,Nicolae 
Balcescu“ cl.V Badea Andrada Georgiana, cl.VI Anghel Maria Andreea, Burlacel 
George, Buruiana Albert Mihai, Cioroiu Ioana Denise, Cristache Ionut Gabriel, 
Done Mihnea, Donescu Irina, Draghici David, Fotin Andrei Stefan, Naidin Teodora, 
Paraschiv Teodora, Petcu Alexia Octavia, Sasu Elena Andreea, Zeleg Miruna, cl. VII 
Antoche Andreea, Balan Mircea Alexandru, Caéineanu Andrei Stefan, Decu Tudor 
Vlad, Lupsa Sabina Florina, Mihailescu Cristian, Preda Corina Andreea. 
BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic cl.V Stanculescu Gabriel. 

BUCURESTI §S.9. 12 ,,Herdstrdu“ cl. V Ene Stefan-Gabriel; $.g. 56 cl.V Co- 
man Alexandru Sergiu, cl. VI Ciocan Maria, Mihai Andrei Cristian, Vintila Maria 
Theodora; $.9. 67 cl.V Mihai Ana-Maria, cl.VI Despa Alexandra Adina, Matei Mi- 
haela, Ormek Serhat, Ormek Sercan, Saérbu Andreea Daniela, Sovar Raluca Stefania; 
S.g. 78 cl.V Martac Alina Mihaela, Neculcea Remus Marian, Oprea Maria Elena, 
Oprea Ovidiu Cristian, Sava Catalin Andrei, Stoian Andreea Ana-Maria, Stoian 
Stefania Raluca; $.g. 79 cl.IV Ghincea Matei, cl. VIII Capraru Richard; $.g. 81 
cl.ITV Andreescu Ovidiu Stefan, Bran Mihai, Cocioba Octavian George, Matei Stefan, 
Popescu Alexandra, Vaja Andreea Amalia, cl.V Dragomir Mara luliana, Lazar 
Alexia, cl. VI Panaitescu-Liess Nicholas Matei, Picu George, cl. VII Radulescu Ales- 
sandra Maria; $.g. 97 cl.V Sandu Theodor Pavel, Stoian Matei; $9.9. 139 ,,Mircea 
Santimbreanu“ cl.VI Chiper Alexandra Diana, Chiper Ioana Cristina; $.g. 172 ,,Sf. 
Andrei“ cl.ITV Constantinescu Alexandru Marius, cl. VII Giuglea Radu, cl. VIII Preda 
Stefania; $.g. ,,Constantin Brancusi“ cl.V Bacioiu Evelyn Andreea; $.g. 190 cl.V 
Galateanu Daria Ioana, Ispas Daria; $.g. 195 cl.IV Scarlat Madalina; $.9. 197 cl.IV 
Joita Octavian; $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ cl.V Oprea Alexandru Octavian, cl. VII 
Tender Laura; $.g. 307 cl.IV Ghergut David; $.g. ,,Sf. Treit Ierarhi“ cl.V Chirciu 
Ioan, Voicu Stefan; Scoala Europeand cl.IV Popescu Ioana; Lic. International de In- 
formaticd cl.V Parfeni Andrei Alexandru, Simon Sebastian Mihai, cl. VII Georgescu 
Laura Ioana, Hendoreanu Ana Daria, cl.[X Lia Ioana, Mihalcu Alexandru, cl.X Cojo- 
cariu Sebastian; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ cl.V Ciocaru Cristina; Lic. Teoretic 
, lon Barbu“ cl. V Must&toiu Sebastian; Lic. ,,M. Preda“ cl.IV Nita Andrei, 
Tudorache Stefan Cristian; C.N. ,,Gh. Lazar“ cl.VI Mihai Radu loan, Nidelea 
Gabriela Andreea; C.N. ,,Sf. Sava“ cl. X Gheorghe Teodora-Cristina, Mocanu 
Diana; C.N. ,,Gh. Sincai“ cl.IX Popescu Tudor Dimitrie, cl.X Panaitescu-Liess 
Michael Andrei;C.N. ,, Tudor Vianu“ cl.V Alazadroaie Andra, Ichim Alexia Ioana, 
cl. VII Constantinescu Adriana Mirela, Iorgulescu Matei, cl.[X Dicilea Alex Valentin, 
cl.XI Niculae Arthur. 
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BUZAU (BUZAU) $.9. 16 cl.V Sutu Daniel; $.9. ,,George Emil Palade“ cl.IV 
Iordache Razvan Gabriel. 

CARACAL (OLT) $.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl. VIII Chiroiu Doina. 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Pedagogic ,,C.D.Loga“ cl.X1 Dinu- 
lica Augustin, Dinulic&é Septimiu; Lic. Tehnologic ,,Decebal“ cl.VI Coman Catalin 
Andrei, Sulea Dragos, Sulea Serban. 

CALARASI (CALARASI) §.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl.VI Balea Catalin Ioan, 
Iordache Stefan Darius. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9._ ,,Oprea Iorgulescu“ cl. VIII Serboi 
Florea Dan; 9.9. 3 ,Nanu Muscel“ cl.V Ungureanu Monica; $c.Particulara ,,Sf. 
Iacob“ cl.V Popescu Andrei; Lic. National cu Program Sportiv cl. VII Craiu Andrada; 
C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl.VI Contor Andrei. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovita“ cl.V Rapeanu George Alexan- 
dru. 

CONSTANTA (CONSTANTA) $.9. 29 ,Mihai Viteazul“ cl. IV Dorneanu 
Cezar, cl. VIII Milcu Ana-Maria; $.g. 38 ,,Dimitrie Cantemir “ cl. VII Stanca Adelin 
Nicolae; Sc. Spectrum cl.V Garban Alexandru, Puscasu Razvan, Vergelea Vlad; Lic. 
International de Informaticd cl.[X Paunescu Adrian, Podagsca Andreica; Lic. Teoretic 
, Ovidius“ cl.V Beghim Genghiz, Branzoi Ana-Emilia, cl.VI Mocanu Andrei Flo- 
rentin, Teaca Maria; C.N. Pedagogic ,,C. Brdatescu“ cl.VIII Dracopol Alexandru 
Ion; C.N. ,,Mircea cel Batradn“ cl.V Titei Paula, Stelea Karina Sanziana, cl.IX 
Fulea-Margarit Traian, cl.XI Balagiu Anamaria, Brezeanu Laura Cristina, Bugescu 
Andreea, Dragoi Alexandra, Irimia Daiana Mihaela, Nichita Emil Nicolae, Stamat 
Andrada. 

CORABIA (OLT) 9.9. ,, Virgil Mazilescu“ cl. VI Dobre-Milcu Andreea. 
CRAIOVA (DOLJ) $.9.18 ,,Sf. Dumitru“ cl.IV Nicola Alexandra Mihaela; 9.9. 24 
»5f. Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian; $.g. 32 ,, Alexandru Macedonski“ cl.VI 
Dita Alin Gabriel; Lic. Teoretic ,,Henri Coandd“ cl.V Capruciu Alexandru Mihai, 
Dorobantu Andrei Ovidiu; C.N. ,,Carol I“ cl.V Bucur Razvan Nicholas, cl. VI Popa 
Erminia Petra, cl.X Bucur Mara Miruna; C.N. ,, Elena Cuza“ cl.X Jega Alexandru; 
CN. ,,Fratii Buzesti“ cl.[V Ciuperceanu Vlad Mihai, cl. VIII Lemeni Ioan Codrut, 
cl.IX Gurita Vladimir, Nicolaescu Andrei, Patrascu Cristian Bogdan, cl.X Atakan 
Ayline, Turcu Andrei George. 

CUGIR (ALBA) 9.9. 3 cl.VI Barabant Iulia, Bel Luana, Lazar Tia, cl. VII Enescu 
Ana-Maria, Para Roxana. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda, Petrui 
Cezara Maria, Simota Ariana, cl. VI Marian Braun Maribel, Popovici Andreea Ali- 
sia, Stanescu Alexia Carla, cl. VIII oor Alexandru Vasile, cl.[X Iacob Paul Cristian, 
cl.X Patea Octavian. 

DOROHOI (BOTOSANI) $.9. 8 | Mihail Kogdlniceanu“ cl.V Agachi Miruna, 
Bahrin Alexandra Miruna, Barbacariu Alexandra, Condurache Flavia Miruna, Re- 
benciuc Tudor, Rotariu Tudor Liviu, Rusu Miruna, cl. VIII Hritcu Andrei Alexandru. 
DRAGASANI (VALCEA) 9§.9. ,,T. Viadimirescu“ cl. VI Anghelina Ion Marian. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.9. 3 cl.[V Mergea Erika, 
Puiu Gabriela Mara, Puiu Mihaela Maria; $.g. 14 cl IV Nuicad Mihai Calin; S.g. 
»Alice Voinescu“ cl.VI Parvuceanu Alexandru Daniel; C.N. ,, Traian“ cl.V Bobia 
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Vlad, Boboruta Lorena Ladinia, Dani Oana, Firulescu Vlad, Nitu Gabriela, Popescu 
Ruxandra-Georgiana, Racianu Marian Gabriel, Ristea Radu Stefan, Semen Valentin 
Ion, Turai Lucian, Vasile Marian Daniel, Zaharia Daniel-Ioan, cl.VI Buse Iasmina 
Alexandra, Grecu Bogdan Octavian, cl.VII Seitan Radu Catalin, Tabacu-Teculescu 
Andra. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ cl.VI Veltan Victor. 

FARCASA (MARAMURES) 8.9. ,,Lucian Blaga“ cl.IV Bartha Emeric-Arthur, 
Babag Raul Florin, Dumitrag Iulia, Lupse Luiza Maria, cl.V Botis Iulia Maria, 
Bugecan Anda, Ciurdas Dariana Eneida, Mereut, Andrei Ramon, Mereuti Cristina 
Daiana, Nicoara Larisa Maria, Pilanciu Cecilia Maria, cl. VII Busecan Iulia, cl. VIII 
Gata Anamaria. 

FETESTI (IALOMITA) $.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ cl. VI Iordache Leonard Antonio, 
Ivan Bianca Diana. 

FOCSANI (VRANCEA) 98.9. ,,Duiliu Zamfirescu“ cl. VIII Tibrea Tudorel; 3.9. 
»lon Basgan“ cl. VIII Jelea Andrei, Torcea Octavian; S.g. ,,Stefan cel Mare“ cl. VII 
Grigore Diana Nicoleta. 

GALATI (GALATI) S.g. 28 ,,. Mihai Eminescu“ cl.IV Ghioca Ioana; C.N. ,,Al. 
I. Cuza“ cl.IV Trus Alexia; C.N. ,,Costache Negri“ cl.IV Buleti Daria Alexandra, 
cl.X Bourogs Ioana. 

GAESTI (DAMBOVITA) CN. ,, Vladimir Streinu“ cl.IX Anghel Petrigor, cl.X 
Anghel Victor Valentin. 

GUGESTI (VRANCEA) Sc. de Arte si Meserit ,,Al. Viahufa“ cl.IV Cucoanes 
Andrei. 

HATEG (HUNEDOARA) CN. ,,I.C.Bratianu“ cl.XII Duna Alexandru Dan. 
IASI (IASI) S.g. ,,.M. Kogdlniceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris; Lic. Teoretic 
»Dimitrie Cantemir “ cl. VI Mocanu Bianca; Colegiul National cl.V Dodun Dan, cl. VI 
Barliba Andrei, Chiorescu Alexandru, Gradinaru Ana Alexia, Lehaceanu Sharon 
Stefana, Stefan Tudor, cl. VII Curpan Robert Gabriel, Obada George Teodor, Obada 
Stefan Alexandru, Petrescu Bianca, Popa Ioana Maria, Prioteasa Ioana Cristina; 
Colegiul ,,Costache Negruzzi“ Popescu Theodora; C.N. ,,E. Racovita“ cl.V Luchian 
Denisa Alexandra, cl.VI Basca Teona Elena, Corduneanu Alexandra, Minea Mi- 
hai, Oleniuc Iulian, Papp Tudor, Popescu Tudor George, Scoica Matei Ionut, Smoc 
George, Tamaciuc Ioana. 

MEDIAS (SIBIU) $.g. 5 cl. V Obada Stefan Alexandru, cl. VI Barza Anamaria, 
Hanc Darius, Munteanu Vlad. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.Sc._ ,,Alezandru Macedonski“ cl. VI Spataru Patricia 
Teodora, cl.[X Spataru Andrei Raul. 

MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cosbuc“ cl.X Ionete Delia Roxana. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) $.9. ,,Mihai Eminescu“ cl.IV Dobricean 
Ioan Dorian, Mocanu Teodora, cl. VI Dumitru Cosmin, Mocanu Laura, Solovastru 
Mihai Gabriel, Suciu Vlad Mihai; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ cl.V Iuga Ciprian, cl.IX 
Axinie Razvan. 

NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. 1 cl.VIII Iantuc Bianca; $.g. ,,T. Arghezi“ 
cl.V Ion Vlad. 

ORADEA (BIHOR) Lic.Teologic Baptist ,,.Emanuel“ cl.VII Tiutin Andrada 
Georgia, cl.XI Zsisku Mihai. | 
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PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,Miron Costin“ cl.VII Ion Nela; C.N. ,, Mihail 
Sadoveanu“ cl.V Frasila Stefan, cl.X Vantur Cristian. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) C.N. ,,Petru Rares“ cl.[X Spiridon Calin Daniel. 
PITESTI (ARGES) $.g. 4 cl.V Cioc Amelia Gisele, cl. VI Cioc Alex Andrei; 
S.g. 11 ,,Mihai Eminescu“ cl. VI Popa Stefania, cl. VII Iancu George; C.N. ,,Zinca 
Golescu“ cl.V Avram Alexandru, Cuceanu Catalin Andrei, Florea Andrei, Georgescu 
Bogdan Ionut, Jianu Alexandru, Pandelica Lucian, cl. VII Serban Alexandru George. 
PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,, ALI. Cuza“ cl.V Petculescu Mihnea, cl. VII Dobos 
Emanuel Vladut, cl.[X Zecheru Daniela Cristina; C.N. ,,I. L. Caragiale“ cl.IV Alexan- 
dru Daria Ruxandra, Andronache Madalina Georgiana, Andronic Arthur Mihai, 
Barac Maria Iulia, Barbu Alessia Gabriela, Badoiu Robert Stefan, Botea Mari- 
an, Cadar Elena Manuela, Carnici David, Ditiu Cezar, Doroftei Andra Vanessa, 
Dragomir Mihai, Gavril Alessia Alexandra, Ghiculescu Andrei Flavius, Ionescu Petra 
Alexandra, Mihalcea Maria Alexandra, Mirita Ioana Raluca, Miroiu Andrei Claudiu, 
Nicolescu Alexandru Constantin, Nicolescu Ioan Teodor, Onut Andrei, Petcu Eduard 
Gabriel, Petrescu Mihnea, Popa Ana-Maria, Popa Andrei, Preda Gabriel Razvan, 
Radu Stefan Alexandru, Savelovici Teodor, Stanciu Diana Catalina, Suvaiala An- 
dreea, Timofte Andrei Cristian, Vintila Diana Andreea, Vlasceanu Andrei, cl.V Nis- 
tor Elena Daniela, cl. VI Deaconu Tudor Andrei, Foransbergher Tanya, Pipoi Ionescu 
Andrei, Savulescu Stefan, Tache Cristiana, cl. [IX Nadejde Catalina Gabriela, Teodo- 
rescu Octavian, Tudor Costin Razvan, cl.X Nedelcu Tamara, cl.XI Andrei Adrian, 
Andronescu Andrei Daniel, Barbu Iulian, Matache Cristian, Paraschiv George; C.N. 
»Jean Monet“ cl.V Alecse Flavia, Sarbu Irina; C.N. ,, Mihai Viteazul“ cl. VI Dragu- 
soiu Miruna Ioana, cl.XI Barsan Andrei. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) 9.9. ,,lake Ionescu“ cl.IV Ionica Jennifer 
Elena, Nicula Maria Cristina, cl.V Dimitriu Andrei, Gheorghe Liviu Armand, Ionica 
Flavio, Marinescu Alexandru, Panaitescu Mihnea, Panescu Angelina Gabriela, cl. VII 
Dumitrescu Dan, Papa Valentin; C.N. de Informatica , Matei Basarab“ cl.VI Mari- 
nescu Ioana, cl.[X Papa Victor Alexandru, Stancu Larisa. 

REGHIN (MURES) Gimnaziul de Stat ,, Augustin Maior“ cl.VI Oprea Florin 
Octavian. 

RESITA (CARAS SEVERIN) $§.g. 2 cl.V Boloca Madalina Maria, Dumitru 
Maria Alexia, Fara Eduard Petru, Jula Diandra Melinda, Terfeloag& Mario Andrei, 
Tuca-Willinger Andra-Beatrice. 

ROMAN (NEAMT) 9.9. 1 cl.V Leanca Ioana Ana Maria; S.g. 5 cl.VI Irimia 
Ana-Maria; C.N. ,,. Roman Voda“ cl.V Baltoi Teodor, cl. VI Bursuc Tudor, M&cinca 
Paul Alexandru. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,,Anastasescu“ cl.VI Stefan 
Alexandra Maria. 

SATU MARE (SATU MARE) 9.9. _ ,,Constantin Brdéncoveanu“ cl.V Bucsi 
Maya; $.g. ,,Grigore Moisil“ cl. VII Mihai Miriam; $.g. ,,Lucian Blaga“ cl.V Pop 
Miruna, cl. VIII Roatis Iris Ioana; C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.IX Mihai Marcian. 
SIBIU (SIBIU) $.9. 4 cl.VI Mihailescu Luana, cl. VII Diaconu Mihai; C.N. 
,9.v.Brukenthal“ cl.X Matei Cristian, Oprea Camelia, Toader Vlad Alexandru. 
SIGHISOARA (MURES) C.N. ,, Mircea Eliade“ cl.XII Mihaly Vlad Mihai. 
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SLATINA (OLT) 9$.9.  ,,Eugen Ionescu“ cl.VII Ignat Andrei Horia, cl. VIII 
Gheorghe Cristina Ioana, Mircescu Ma@lina Cristina; C.N. ,Jon Minulescu“ cl.IV 
Dobre Andreea Maria; C.N. ,,Radu Greceanu“ cl. VI Ionel Andrei Razvan. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Constantin Carabella“ cl.XI Brojbeanu 
Andi Gabriel; C.N. ,Jendchité Vdcdrescu“ cl.V Antofie Mihai Andrei, cl.VI Er- 
culescu Teodora, cl.X Angelescu Alina, Badea Alexandru, Duna Ancuta Georgiana, 
cl.XI Catana Adrian. 

TARGU JIU (GORJ) C.N. ,,Spiru Haret“ cl.IX Becheru Alexandra Valentina, 
Muru Cosmina; C.N. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.V Bunget Andreea Maria, Mirea Ana- 
Maria, cl. VI Popescu Maria Mateea, cl.[X Stroie Alesandra Monica, cl.XI Popescu 
Mihai. 

TECUCI (GALATI) $.9. 5 ,Elena Doamna“ cl.IV Tudor Dan Mihai, Tudor 
Irina Maria; C.N. ,,Spiru Haret“ cl.V Anghel Andrei Constantin, cl. VI Tasca Maria, 
Tudor Andreea Maria. 

TIMISOARA (TIMIS) 3.9. 18 cl. VIII Babalau Alexandru; S$.g. 21 cl. VII Du- 
mitrescu Patrick; $.g. 24 cl.VIII Grigore Ionut; Lic.Pedagogic ,,Carmen Silva“ 
cl. VIII Laitin Eduard; Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IV Barbieru Crina, cl.V Pretorian 
Razvan, cl.XI Ciocioman Oana; C.N. ,,C.D. Loga“ cl.IX Damian Doru, cl. XII Iocga 
Valentin Ionut. 

VASLUI (VASLUI) 8.9. 5 ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Dasc&lu Octavian Petrut. 
VIDELE (TELEORMAN) 8.9. 2 cl.IV Ionescu Petru Vlad. 

VULCAN (HUNEDOARA) §.9. 5 cl. VII Hirsch Alexandra. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,Miguel de 
Cervantes“ cl. VI Lavric Mihail. 

MOSINEE (WI) U.S.A. cl.V Sandru Albert. 


Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematica gi ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmAatorii 
profesori: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) 98.9. ,,Mihai Viteazul“ Cristea Tudor; 9.9. 
»otefan cel Mare“ Ionescu Floriana Violeta. 

ARAD (ARAD) C.N. ,,Moise Nicoaré“ Bodrogean Ovidiu, Buzgau Dorin. 
BACAU (BACAU) CN. ,Gh. Vraénceanu“ Lazar Lucian. 

BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,,Gh.Sincai“ Heuberger Dana, Musuroia 
Nicolae; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Bob Robert, Boroica Gabriela. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,, Joan Ciordas“ Bercovici Crina. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) $.9. 1 Sab&u Mariuca; $.g.  ,,Lucian 
Blaga“ Pop Stela; C.N. ,, Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 

BLAJ (ALBA) C.N. ,,.I.Micu Clain“ Ghita Ioan. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) S$.g. 1 Solcanu Vasile. 

BOTOSANI (BOTOSANI) S.g. 10 Condurache Elena; $.9. 17 Asiminicesei 
Vasile; C.N.,,A.T.Laurian“ Tomita Liliana; C.N. ,, Mihai Eminescu“ Oniciuc Gheor- 
ghe, Trisca Teodor, Vicol Daniela. 

BRASOV (BRASOV) 98.9. 2 Ciocarlan Ioana; $.g. 5 Folosea Ioan, Minea Delia; 
S.g. 15 Cocalea Rodica; $.g. 30 Ciocan Elena; Lic. ,,Andrei Mureganu“ Cataron 
Adriana; Lic. ,,Nicolae Titulescu“ Masca Ioana; Lic. Teoretic ,, Johannes Honterus“ 
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Lepadatu Maria; C.N. ,,Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel; C.N. 
,»Lmil Racovitad“ Pruna-Tarcan Silvia. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,lon Creanga“ Buzea Victor; $.9. ,,Fanus Neagu“ 
Tilinc’ Daniela; S.g. ,,Mihai Eminescu“ Francu Nicolae; Lic. Pedagogic ,,D.P. 
Perpessicius“ Serban George-Florin; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ Covaci Daniela; C.N. 
Nicolae Bdlcescu“ Danielescu Iulian, Botea Carmen, Botea Viorel. 

BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic Burlan-Mitu Olivia-Simona. 

BUCURESTI $.g. 12 ,,Herdstrdu“ Fainisi Dorela; $.g. 56 Radu Dana, Buzea 
Gabriela; $.g. 67 Nicolescu Cristiana, Palici Aurelia; $.g. 78 Manache Aurelia; 
S.g. 79 Burlan Camelia; $.g. 81 Donciu Mihaela, Ichim Cristina, Ivan Florina 
Catalina, Panaitescu-Liess Georgiana; $.g. 97 Olteanu Cristian; $.g. 139 ,, Mircea 
Santimbreanu“ Serban Stela; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ Baciu Florina, Angheluta 
Daniela, Georgescu Bogdan, Preda Traian; $.g. 190 Vlad Gabriela; $.g. 195 Ivan 
Florentina Daniela; $.g. 197 Sturza Luminita; $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ Raducan 
Gabriel, Tender Melania; $.g. 307 Iancu Georgeta; Sc. Europeand Scraba Maria; 
S.g. ,,Constantin Brdncusi“ Dumitrescu Teodora; $.g. ,,5f. Trei Ierarhi“ Voicu 
Laura Maria; Lic. International de Informatica Georgescu Flavian, Romascu Sergiu, 
Nicolae Elena; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ Aursulesei Cornelia; Lic. Teoretic ,,Ion 
Barbu“ Secareanu Ana-Maria; Lic. , Marin Preda“ Baciu Florina, Necula Mihaela; 
C.N. ,, Gheorghe Lazar“ Petre Simion; C.N. ,,Sf. Sava“ Tena Marcel; C.N. ,,Gheorghe 
Sincai“ Dilimot Nita Vasile, Pasla-Simionescu Raluca; C.N. ,, Tudor Vianu“ Chites 
Costel, Popa Marin, Zamfir Rica. 

BUZAU (BUZAU) S$.g. 16 Stratan Irina; $.g. ,,George Emil Palade“ Oancea 
Elena. 

CARACAL (OLT) 9.9. ,, Nicolae Titulescu“ Tolu Eugenia. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Pedagogic ,,C.D.Loga“ Buzescu 
Antoanela. 

CALARASI (CALARASI) §.g. ,,Nicolae Titulescu“ Iordache Camelia Elena. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,,Oprea Iorgulescu“ Tentu Isabela; 
S.g. 3 ,Nanu Muscel“ Fleancu Mariana; $c. Particulara ,,Sf. Iacob“ Leica Adi- 
na; Lic. National cu Program Sportiv Popescu Ionela; C.N. ,,Dinicu Golescu“ Leica 
Adina. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovitd“ Vasilescu Valentina. 
CONSTANTA (CONSTANTA) $.9. 29 ,, Mihai Viteazul“ Cojocaru Gratziela, 
Toma Mihaela; $.g. 38 ,.D. Cantemir “ Stanca Doina; Sc. Spectrum Carnaru Mioara; 
Lic. International de Informatica Vacarescu Cristina; Lic. Teoretic ,,Ovidius“ Ar- 
ventiev Dorin, Gurgui Adriana Daniela; C.N. ,, Mircea cel Batrén“ Chichirim Nelu, 
Constantinescu Gabriela, Frecus Viorica. 

CORABIA (OLT) $.g. ,, Virgil Mazilescu“ Parlea Irina. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 18 ,,Sf. Dumitru“ Diaconu Dinu Raluca; $.g. 24 ,,5f. 
Gheorghe“ Patragcu Mariana; 9.9. 32 ,, Alerandru Macedonski“ Margineanu George; 
Lic. Teoretic ,, Henri Coandd“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Carol I“ Bucur Maria Liliana, 
Georgescu Carmen Liana, Talau Nicolae; C.N. ,,Elena Cuza“ Stoian Ecaterina; C.N. 
»fratit Buzesti“ Nanu Ion, Prufu Veronica, Tutescu Lucian. 

CUGIR (ALBA) $.g. 3 Mitea Mariana. 
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DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,, Decebal“ Golgotiu Flavia, Lint Dorin, Lint Ma- 
randa, Monea Steluta. 

DOROHOI (BOTOSANI) 9.9. 8 ,, Mihail Kogdlniceanu“ Vlaescu Valerian. 
DRAGASANI (VALCEA) §$.g. ,, Tudor Viadimirescu“ Vieru Gheorghe. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) S.g. 3 Vasile Florica; S.g. 
14 Petriu Gabriela; $.g. ,, Alice Voinescu“ Coada Carmen; C.N. ,, Traian“ Antonie 
Mihaela Rodica, Cainiceanu Gheorghe, Paponiu Dana, Prajea Manuela. 
FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ Postolache Camelia. 

FARCASA (MARAMURES) $19. ,,Lucian Blaga“ Bolog Aurica, Pop Monica. 
FETESTI (IALOMITA) S.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ Nicolescu Ion. 

FOCSANI (VRANCEA) S.g. ,,Duiliu Zamfirescu“ Dochioiu Gicuta; S.g. ,,Jon 
Basgan“ Cucu Anca; §.g. ,,Stefan cel Mare“ Slujitoru Florin. 

GALATI (GALATI) S.9. 28 ,.Mihai Eminescu“ Berdil& Anica; C.N. ,,Al. I. 
Cuza“ Damian Oana; C.N. ,,Costache Negri“ Dudau Mitica, Tataru Radu. 
GAESTI (DAMBOVITA) CN. ,,Vladimir Streinu“ Ionescu Georgeta, Turcu 
Iuliana. 

HATEG (HUNEDOARA) C.N. ,,I.C.Brdatianu“ Pascotescu Camelia. 

IASI (IASI) S.g. ,,Mihail Kogdlniceanu“ Sarbu Lenuta; Lic. Teoretic ,,Dimitrie 
Cantemir “ Munteanu Daniela; Colegiul National Anita Alice, Culac Tamara, Lazar 
Cristian, Popa Gabriel, Zanoschi Gabriela Elena; Colegiul ,,Costache Negruzzi“ 
Zanoschi Adrian; C.N. ,,Emil Racovitd“ Budeanu Catalin, Loghin Raluca, Pitu Leon. 
MEDIAS (SIBIU) S.9. 5 Marculetiu Maria Carmen. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.Sc. ,, Alexandru Macedonski“ Micu Constantin. 
MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cosbuc“ Drula Valeriu. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) $.g. ,,Mihai Eminescu“ Muresan Mariana, 
Solovastru Vasile; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ Iovita Edith Rozalia. 

NAVODARI (CONSTANTA) S.g. 1 Voicu Daniel; $.g. ,, Tudor Arghezi“ Voicu 
Camelia. 

ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist ,,. Emanuel“ Cicortag Marius. 
PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,.M. Costin“ Craciun Alina; C.N. ,.M. Sadoveanu“ 
Craciun Dorinel Mihai, Frasila Mihai. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) C.N. ,, Petru Rares“ Sandovici Adrian. 
PITESTI (ARGES) 9.9. 4 Ursu Florica; $.g. 11 ,,.Mihai Eminescu“ Haiducu 
Marian; C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N.,,Al. I. Cuza“ Isofache Catalina, Mihalache Dani- 
ela, Mogog Carmen; C.N. ,,J.L.Caragiale“ Craciun Gheorghe, Nachila Petre, Nita 
Eugen, Vasile Emil; C.N. ,,Jean Monet“ Ghidu Mihaela; C.N. ,,Mithai Viteazul “ 
Simion Radu, Stegaroiu Malina. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. ,, Take Ionescu“ Deliu Dumitru, Popes- 
cu Constantin, Sma&randoiu Stefan; C.N. de Informatica ,,Mateit Basarab“ Pana 
Catalin, Ragcu Valerica, Varzaru Gabriela. 

REGHIN (MURES) Gimn. de Stat ,, Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 
RESITA (CARAS SEVERIN) 8.9. 2 Draghici Mariana. 

ROMAN (NEAMT) 9.9. 1 Gheorghiu Maria; $.g. 5 Leoreanu Anca; C.N. 
,fkoman Voda“ Husaru-Nechita Petronela. 


ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,, Anastasescu“ Enache Paul. 
SATU MARE (SATU MARE) 8.9. ,,Grigore Moisil“ Braica Petru; $.9. ,, Lucian 
Blaga“ Culic Camelia; C.N. ,, Mihai Eminescu“ Maiorescu Dan. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetschi Rodica; C.N. ,,S.v.Brukenthal“ Bottesch Martin. 
SIGHISOARA (MURES) C.N. ,, Mircea Eliade“ Lupsor Maria. 


Realizarea suplimentului este coordonata de: 


S:P14.72. Mai multi copii vor s& cumpere un obiect. Dac& fiecare 
participa cu 20 de lei, nu ajung 5 lei. Daca fiecare particip& cu 30 de lei, 
atunci sunt in plus 25 de lei. Cati copii vor s& cumpere obiectul? 


S:P14.73. Lungimea si latimea unui dreptunghi sunt exprimate prin 
numere naturale consecutive. Poate fi perimetrul dreptunghiului egal cu 48 
cm? Justificati raéspunsul dat. 


S:P14.74. O gradina are forma unui dreptunghi cu lungimea de 20 m 
si latimea — din lungime. Gradina se inpejmuieste cu trei randuri de sérma. 
Cati metri de sArma sunt necesari, stiind ca se las& un metru pentru poarta? 
S:P14.75. Aflati dimensiunile unui dreptunghi stiind c& sunt exprimate prin 


numere naturale consecutive, iar perimetrul este 42 cm. 


S:P14.76. Lungimea si latimea unui dreptunghi sunt exprimate prin 
numere naturale consecutive. Putem construi un patrat cu lungimea laturii 
exprimata printr-un numar natural si care s& aiba acelasi perimetru ca al 
dreptunghiului? Justificati raspunsul dat. 


S:P14.77. Andrei merge la flordrie si cere vanzadtoarei sd-i aranjeze 
buchete de cate 7 garoafe albe sau rosii, astfel incat oricare doua buchete 
sA nu contina acelasi numar de garoafe albe. Cate astfel de buchete se pot 
aranja? 


S:P14.78. Trei frati au impreuna 120 de lei. Dupa ce primul a cheltuit 
doua treimi din ce avea, al doilea a cheltuit trei sferturi din ce avea, iar al 
treilea patru cincimi din ce avea, au ramas cu sume egale de bani. Cati lei a 
avut, la inceput, fiecare dintre cei trei frati? 


S:P14.79. Intr-o cutie sunt bile rosii, galbene, negre si verzi, in total 
20 de bile. 14 bile nu sunt negre, 2 bile sunt verzi si 15 bile nu sunt galbene. 
Cate bile rosii sunt in cutie? 


S:P14.80. Intr-o pung’ sunt bomboane. Dac& toate bomboanele se 
impart in mod egal unui grup de 4 copii, atunci in pungé raman 3 bomboane. 
Daca toate bomboanele se impart in mod egal unui grup de 6 copii, atunci 
in punga’ raman 5 bomboane. In punga pot fi 71 de bomboane? Justificati 
raspunsul dat. 


AS . 3 
5:E14.129. Daca 0, pj pop3... este scrierea zecimala a numarului — 


13’ 
calculati p2o14 si suma pj + po +... + pooia. 
Gh Achim, Mizil, Prahova 


5:E14.130. Comparati numerele 


_ 2013" + 2015" 2013+! + 2015"*! 
~ 9014" 


unde n este numar natural. 
Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 


Clasa a VI-a 


$:E14.131. Aratati cé orice numar natural cu 2007 divizori este un 
patrat perfect. 
Romanta Ghitd si Ioan Ghitd, Blaj 
S:E14.132. Fie A = coer ae} siB={xEN|aze A}. 
Aflati cardinalul multimii B. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.133. Numerele intregi a si b sunt direct proportionale cu 6, 
respectiv 3, iar numerele b gi c sunt invers proportionale cu 0,(3), respectiv 
0,1(6). Aflati numerele a, b, c stiind c& a? + 6? +c? = 81. 

* «Ok 
or — 3 
L+2 


S:E14.134. Determinati numerele intregi x pentru care n = 
este patratul unui numar natural. 


Vasile Tarciniu, Odobesti, Vrancea 


S:E14.135. Pentru numerele a = 36, b = 42 si c = 56 verificati 
relatiile: 

i) (a, (b,c)) = ((a, 6), ¢); iii) (a, [a, ]) = a; 

ii) [a, [b, cl] = [[a, 5], c]; iv) [a, (b, c)] =a, 
unde (x,y) reprezint&’ cel mai mare divizor comun, iar [z,y| reprezintad cel 


mai mic multiplu comun al numerelor z gi y. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.136. Diferenta patratelor a dou& numere intregi este 1183. 
Aflati numerele stiind c& sunt direct proportionale cu 4, respectiv 3. 


S:E14.137. Fie n un numar natural nenul. Care dintre numerele 
(—2)r°+n si (—3)" tet este mai mare? Justificati raéspunsul dat. 


S:E14.138. Fie n un numar natural nenul. Calculati suma 
9012 - (a1) =i 9011 - a 4 9014 - SP a cs 9015 - (0 aes 


* *K X 


S:E14.139. Pentru cA4te numere abc exist& un numar def astfel incat 
s& fie indeplinite simultan conditiile: 
i) abe + def este p&trat perfect; 
li)at+td=n, b+e=n+4+1,c+f=n+4+2. 
Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 


S:E14.140. Fie z, y, z numere rationale astfel incaét ryz # 0, 
z 


x 
r+ +z)(z+2z 0 si = = . Calculati 
(@+(y+2(2 +2) #0si = B= 
r+ 
ety yee, 2 ee 
Zz © L+ty yt2 


Liviu Smarandache, Craiova 
Clasa a VII-a 


S:E14.141. Comparati numerele 


a VotVv3+1 ete V3+V2+1 
V5—V5+1 V5—V3+1 
Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.142. Determinati n numar natural astfel incat 4n? + 3n + 6 si 
16n* + 12n — 19 s& fie p&trate perfecte. 


Alfred Eckstein | si Viorel Tudoran, Arad 


S:E14.143. Notém p(n) penultima cifré a lui n. Ardtati cd 


SSS SS 2 
p( 0102 ..-An—-1An ) = p( An—14n ) 


S:E14.144. Pentru n numar natural demonstrati cd 


(5n? + 3)(n* + 8) + 2015 


nu este patrat pertect. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.145. Fie z, y, z numere intregi care verificd relatia z? = 2?+-y?. 


Aratati ci 4| x sau 4 | y. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.146. Vom spune cad o multime de numere naturale are pro- 
prietatea P daca, pentru oricare doud elemente a, 6 din multime, avem 
a—b|a+b. Cate multimi cu trei elemente nenule, mai mici sau egale 
cu 9, au proprietatea P? 

Inviu Petre, Targoviste 

S:E14.147. Fie a, b, c numere reale astfel incét a 4 b Ac F a. 
Calculati E?°!* unde 


ac ab be 


[5 ae cr ce ee 
Baines eh eae a ee 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.148. Aradtati ci numarul 73 -275+ 1 este patrat perfect, oricare 
ar fi cifra nenula z. 


* * x 
S$:E14.149. Determinati cea mai mica valoare a expresiel 
B= vVx22—-6r2+9+4 V9y? + 6y + 10, 
unde x si y sunt numere reale. 
* * Ox 


S:E£14.150. Fie expresia 
E(x) = (x +3)? + 2(x — 4)(x +3) + (a — 4)", 


cu x numéar real. Determinati valorile intregi ale lui a pentru care E(a) are 
cea mai mica valoare posibila. 


Clasa a VIII-a 


2010 - 20087909 + 2007 - 22009 — 3 


S:F14.151. Aratati ci numarul F = 6021 


este natural. 
Ionel Tudor, Calugareni si Dumitru Vieriu, Dorohoi 


S:E14.152. Demonstrati ci numarul 


999...9+1999...9000...0 
en ee a Ne ee 
2011 cifre 1005 cifre 1005 cifre 


este compus. 
Niculai Stanciu, Buzdiu 


S:E14.153. Determinati numarul real pozitiv a astfel incat media arit- 
metic’ a numerelor zr = a — 8,/a si y = \/a — 8a 8a fie 6. 
Adrian Stan, Buzau 


S:E14.154. Determinati valorile numarului intreg m pentru care 
a? +2(m—1)e+2m+4+1 
este padtratul unui numar intreg, oricare ar fi x intreg. 


Nicolae Ivaéschescu, Craiova 


S:E14.155. Determinati toate functiile f: R—-R, f(r) =axr+5, cu 
a, b numere intregi, pentru care f(a) + f(b) + f(a+b) =1. 
Ion Tudor, Pitesti 


S:E14.156. Aflati tripletele de numere naturale (z, y,n) pentru care 
l2ry + 9x + 4y +3 = 12”. 


Iiviu Petre, Targoviste 


S:E14.157. Aflati numerele naturale a gi b stiind ci media lor aritme- 
ticaé este 6,5, iar media lor geometrica este 6. 
* ok x 


S:E14.158. Fie m un numar real si ecuatia mz? + (2m —1)z+m=0. 
Pentru ce valori ale numarului m ecuatia are doua solutii reale diferite? 
* ok x 


S:E14.159. Fie m un numar real si ecuatia mz?+(2m—1)z+m-—1 = 0. 
Aratati ci ecuatia are solutii reale, oricare ar fi numarul real m. 
* kx 


S:E14.160. Aflati numerele intregi x si y care au produsul egal cu 60 
si diferenta egala cu 7. 


S:L14.128. Considerim pentagonul ABC'DE inscris in cercul C(O, R). 

Daca ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD,C DE, DEA si EAB sunt egal 
departate de punctul O, aratati cé pentagonul ABC DE este regulat. 

Petru Todor, Sebes 


S:L14.129. Sa se arate ca, intr-un triunghi ABC, are loc egalitatea 


AX" BY" CM 

(ate ) - (18 3) - (cts § | 
aS al Sa ea ee Se ee G72) 
C (4R)", 


A B 
* 2n - 2n * on 
sin“ — + sin” — + sin” — 
2 2 2 
pentru orice numar natural n (notatiile sunt cele uzuale). 
Florin Rotaru, Focgani 


S:L14.130. Demonstrati c& pentru orice numere reale strict pozitive 
x,y,z avem 


z 8 
wares? 
rtyt+6z 7 3 
suma fiind calculaté dupa toate cele trei permutari circulare ale numerelor 


Gs 2. 
Neculai Stanciu, Buzdu si Titu Zvonaru, Comanesti 


Clasa a X-a 


S:L14.131. Folosind reprezentarea geometrica a numerelor complexe 
demonstrati concurenta inaltimilor unui triunghi. 


S:L14.132. Numerele reale x, y, z verificd relatiile x2y + y?z+ 222 = p 
si zy? + yz? + 2x7 = gq, cu p,q € R. Calculati, in functie de p si g, valoarea 
expresiei E = (x° — y*)(y? — z°)(z° — 2°). 

Marcel Chirité, Bucuresti 


$:L14.133. 54 se arate ca, daca in triunghiul ABC are loc inegalitatea 
c*? sin2B + b*sin2C > 2bc, atunci triunghiul este dreptunghic. 
Florin Rotaru, Focsani 


S:L14.134. Fie A = {1,2,...,n}, cu n > 1 numéar natural, sim <n 
dat. Care este probabilitatea ca alegand la intamplare o functie din multimea 
functiilor f : A > A, imaginea acesteia sa contina exact m elemente din care 
cel putin unul par? 

Petru Todor, Sebes 


§$:L14.135. Fie z si w numere complexe cu argumente diferite, astfel 
incat |z| = |w| si |1+ 2] = |1+w]. Aratati c& z = w. 


5:L14.136. Fie z, y, z,¢ numere strict pozitive, astfel incat r+ y+z2+ 
+t = 4. Aratati cic /yty/zt+z2Vt+t/z < 4. 


Traian Taémdian, Carei 


n 
$:L14.137. Calculati suma yee ee. 
k=0 
Vasile Scurtu, Bistrita 
$:L14.138. Fie numerele supraunitare a,b,c, care sunt laturile unui 
triunghi ABC. Aratati ca 
log, c n log. log,b _ 9 


sais te eee 
A BC <n 


Descrieti cazurile de egalitate. 


Aurel Dobosan, Lugoj 
S:L14.139. Care este valoarea maxima a expresiei 


1 1 1 
sin?a sin?b sin?c’ 
‘ T\ . 3 
cand a,b,c € (0, =] si ) > ctgactgb = 5: 
Traian Taémdian, Carei 
S:L14.140. Rezolvati ecuatia 2? — 32 + 2/5 = 0 si calculati suma 


puterilor a gasea a radacinilor sale. 
Aurel Dobosan, Lugoj 


Clasa a XI-a 


S:L14.141. Fie A o matrice 3 x 3 cu elemente numere complexe, astfel 
incat tr(A+J/) =tr(A+J)* =0. Aratati cé det(A + J) = 14 det A. 
Aurel Dobosan, Lugoj 


S:L14.142. Aratati c& sirul (fn)n>1, definit prin z] = 1 §$i 2n41 = 
1 
Se re oe este convergent. 


1 
S:L14.143. Fie functia f : R* > R, f(z) = sin = Aratati ca nu 


sts |i | 
exista mean f(z) 
S:L14.144. Determinati functiile continue f : (0,00) — (0,00) pentru 


1 
care f(f(x)) = = pentru orice x > 0. 
Florin Rotaru, Focsani 


gz? sin 
b) Aratati c& sirul definit prin x1; = 1, Zp41 = sinZ, este monoton si 
convergent la 0. 
c) Folositi, eventual, punctul a), pentru a arata c& sirul definit prin 
Yn = Vn converge la V3. Deduceti ci 0,173 este o bund aproximare 
pentru sin(sin(...sin1)...), unde sunt 100 de paranteze in stanga. 


S:L14.146. Exista functii f pentru care f’(x) = f(x) si f(2) = 2? 
S:L14.147. Aratati ci dacai f,g : [—1,1] > [—1,1] sunt doua functii 


continue, exista a € [—1, 1] astfel incat f(a) + g(a) = 2a. 
Aurel Dobosan, Lugoj 


1 1 
S:L14.145. a) Calculati lim (= <7) 
z—0 


S:L14.148. Daca 0 < a < b, s& se arate ca existad c € (a,b), astfel incat 
numerele Ina, Inc, In b sa fie in progresie aritmetica. 
Florin Rotaru, Focsgani 


S:L14.149. Fie A, B € M,(C) astfel incat AB+A+B=O,. Aratati 
ci AB = BA. 
I.M.C. 


S:L14.150. Fie A,B,C € M,(C), cu A inversabila si (A — B)C = 
= BA™!. Ar&tati ci C(A — B) = A“!B. 
I.M.C. 


Clasa a XII-a 


S:L14.151. Se estimeazd ca cererea mondiala de petrol creste anual 
exponential cu 10% pe an. Daca acum cererea este de 30 miliarde de barili 
pe an, cat petrol se va consuma in urmatorii 10 ani in total? 


S:L14.152. Aratati ca 


TT Tv 


a dz = 5 fem dr. 


0 0 


$:L14.153. Calculati valoarea limitei 


dz. 


€ 
lim / ee 
e7i J_¢ (84° + 127? + 144 + 5) V3 — 4@ — 4? 
Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 
S:L14.154. Fie f : [a,b] > (0,00) o functie continua, 0 < a < b. 


a) S& se arate ca, pentru orice n € N*, exist& si este unic determinat 
Ln b 
numarul zr, € (a,b), astfel incat [t@ dz = n | fo dz. 
a In 


b) Daca (rn)n>1 este sirul definit la a), calculati lim zp. 
= noo 
Florin Rotaru, Focsani 


S:L14.155. Daca f : [0;1] — R este o functie continua, aradtati ca 
exista € € [0,1], astfel incat 


1 
| (ex? ae = 5706). 
0 


Examen, University of California, Berkeley 


S:L14.156. Acum mai bine de 200 de ani, matematicianul gi fizicianul 
francez Joseph Fourier a afirmat ca orice functie S(x), cu proprietatile: 

(i) S(a + 27) = S(x), Vr ER, 

(ii) S(—x) = S(x), Vz ER, 

(iii) S(0) = S(7) = 0, 


poate fi scrisé ca o suma infinita, astfel: 
(oe) 
S(x2) = b; sinzg + bo sin 2z + b3sin3z+4... = bs bn sin nz, 
n=1 


unde b, € R,Vn € N*. Aceasta ultima relatie este reprezentarea functiei S(x) 
in serie Fourter de sinusurt. 


Aratati ca 
2 pe - 
b= - | S(x) sin nz dz, Vn € N*. 
T JO 
—-1, —-7<2z<0 
0, x=0 
S:L14.157. Consideram functia S(z) = , pe care 


1, O< 2 <7 
0, xz=T7 
o prelungim prin periodicitate, cu perioada principalé 27, pe multimea nu- 
merelor reale, obtinand functia SW (xz) (numita square wave). 
a) Aflati coeficientii b, ai seriei Fourier prin sinusuri a functiei SW (z). 
b) Scrieti dezvoltarea in serie Fourier de sinusuri a functiei SW (z). 


c) Utilizand faptul ci SW (5) = 1, deduceti formula: 
111 
a eee ae ee oe 
( a6 ) 


formula a fost descoperité de matematicianul indian Madhava of Sangama- 
yrama in secolul al XIV-lea, dar a fost publicata, independent, abia in secolul 
il XVII-lea de cdtre matematicienii Gottfried Leibniz si James Gregory. 


S:L14.158 (Lema lui Gronwall, 1919). Considerém o functie con- 
‘inua z:[a,a +h] — [0, co) care satisface inegalitatea 


t 
z(t) < [las Mz(s)| ds, 
a 
pentru orice t € [a,a +h], unde numerele A si M sunt constante nenegative. 
Aratati ci, pentru orice t € [a,a + hl, are loc inegalitatea: 
z(t) < Ahe™”. 


S:L14.159. Definim norma Frobenius a unei matrice X € M,,(R), 
istfel: 


|X |e = 


inde X = (Xiz )1<ij<n- 
Aratati ca ||A+ Bl|r < ||Al|p + ||B|lr, pentru orice A, B € M,(R). 


f (-1)"2 


S$:L14.160. Aratati cd sirul definit prin z, = / dz este con- 
xe2P + 1 
1 


vergent 
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Abstract. The purpose of this note is to point that it is easy to overlook 
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Autorul acestei note isi aduce aminte de o lucrare pe care regretatul pro- 
fesor Adrian Ghioca a prezentat-o la una din editiile trecute ale Conferintei 
S.S.M. Prahova de la Sinaia. Lucrarea — inspirat intitulata ,,Exista oare? “ — 
se referea la faptul ca ipotezele unor probleme nu sunt totdeauna consistente. 

Mai precis, se definesc numere reale cu ajutorul unor relatii (egalitati 
sau inegalitati), insa la o analiza mai atenta se observa ca de fapt nu exista nu- 
mere cu proprietatile invocate. Profesorul Adrian Ghioca a dat exemple din 
geometrie unde se cerea sa se demonstreze o anumita proprietate, in ipoteza 
In care intr-un triunghi neechilateral anumite drepte sunt concurente. Prob- 
lema era insa ca dreptele respective sunt concurente numai daca triunghiul 
este echilateral si astfel ipoteza devine lipsita de esenta. Din algebra a fost 
un exemplu de problema despre un grup cu cel putin doua elemente cu o anu- 
mita proprietate, dar de fapt rezulta ca grupul este format dintr-un singur 
element ... 

Toate aceste probleme erau culese din reviste, culegeri sau chiar date in 
concursurile de matematica. 

In aceasta nota discutam urmatoarea problema care se poate gasi in ex- 
celenta lucrare [1, pag. 20] scrisa de profesorii constanteni Gheorghe Andrei, 


1)Prof. univ. dr. habilitat, Universitatea Valahia din Targoviste 
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Constantin Caragea, Gheorghe Bordea si regretatul profesor universitar Ion 
Cucurezeanu. 


Problema 1. Dacd numerele x,y,z strict pozitive si distincte satisfac 
egalitatile 


lg x lg y lg z 
r= Se (1) 
Y—-Z 2z2-X2% £-y 


atunct x7 y¥z* = 1. 


Asa cum este mentionat in [1], aceasta problema a fost data la etapa 
locala Constanta a Olimpiadei de Matematica din 1979. Dupa o parere per- 
sonala, enuntul este atragator, pare o problema frumoasa. Fiind solicitat sa 
elaborez subiectele Concursului ,,Grigore Moisil“, Editia a 29-a de la Oradea 
2014, am fost pe punctul de a alege aceasta problema ca subiect la clasa a X-a. 
Cand s& ma gandesc la un exemplu de numere 7, y, z strict pozitive si dis- 
tincte cu proprietatea (1) (folosind chiar notiuni de matematica superioara), 
am avut dificultati si evident am decis sa renunt, la alegerea acestei proble- 
me. Dificultatile au continuat, deoarece am fost concentrat Inca un timp 
(fara succes) in solutionarea acestei probleme. Numai recent, ca urmare a 
unei inspiratii de moment, am reusit s& rezolv problema (non)existentei nu- 
merelor z, y, z si ma felicit acum pentru (non)alegerea facuta. Acesta este si 
motivul elaborarii acestei note. 


Solutia formala a Problemei 1. Daca notaém cu 4 valoarea comuna a 
fractiilor (1), atunci 


Igr=A(y—z), Igy=A(z—-z), Igz=A(e—y). (2) 
Atunci 
cigre+ylgy+zigz=Ar(y—z)+Ay(z-—2) +Az(xz—- y) = 9, 


iar concluzia rezulta din lg (x7 y¥z7) = 0.0 


Prin adunarea egalitatilor (2), obtinem si ryz = 1, deoarece 
Igxrt+ligy+igz=A(y—z)+A(z—2z)+A(c—-y) = 0. 


S& revenim la subiectul lucr&rii noastre. Mai precis, ne punem intreba- 
rea daca exista intr-adevar x,y,z > 0 (bineinteles diferite douad cate doua) 
cu proprietatea (1). Dup& cum vom vedea, raspunsul este negativ gi astfel 
Problema 1 se poate aldtura celor prezentate de prof. Adrian Ghioca, fiind 
cu ipoteza fara esenta ... 

Daca am presupune c& exista z,y,z > 0 diferite doua cate doua cu 
proprietatea (1), atunci ar trebui sa avem si 


fe Say 2 1; 
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Dar asa cum rezulta din Problema 2 urmatoare, in acest caz trebuie sa avem 
neaparat x = y = z = 1, deci (1) este imposibila. 


Problema 2. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat 
cyz=1 st c*y%z7 = 1. Atunci cx =y=z=1. 


Solutie. Definim functia f : R > R prin 
fij=a'+y' +2", teR. 
Cum f'(t)=2'nz+y'lny+ 2‘ Inz, relatiile ryz = 1 si z*y¥z* = 1 se 
scriu sub forma f’(0) = 0, respectiv f’(1) = 0. 
Conform teoremei lui Rolle, exista c € (0,1) astfel incaét f”(c) = 0 sau 
echivalent 
x In? x + y°ln? y + 2° In? z = 0. 
Cum fiecare din cei trei termeni ai sumei este nenegativ iar suma este zero, 
trebuie sa avem 
r° In? ¢ = y° In? y = 2° In? z = 0, 
deci x =y=z=1. LJ 


In final va propunem spre rezolvare un set de probleme. Poate solutia 
Problemei 2 va va inspira in rezolvarea acestora. 


Tema 1. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat xyz = 1 
5 it, agi : yo 
gt x2* yd 2* =1. Demonstrati ca x = y= z= 1. 


Tema 2. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incadt x? y¥z* = 1 
: 22 y2 22 — ; uy = _ =: 
gt x” y¥ z* =1. Demonstrati ca x = y= z = 1. 


Tema 3. Fie z, y, z numere reale strict pozitive astfel incadt x7y¥z* = 1 
gt £¥*y** 279 = 1. Demonstrati ca x = y= z= 1. 


Tema 4. Fie aj, a2, ..., Gn numere reale strict pozitive astfel incat 


Q1Q2°-*An = 1 gi ay'as?--- ae" = 1. Demonstrati cé ay = ag = --- = Gn = 1. 


BIBLIOGRAFIE 


[1] Gh. Andrei, C. Caragea, I. Cucurezeanu, Gh. Bordea, Probleme de Algebra pentru 
Concursuri de Admitere si Olimpiade Scolare, Editura Didactic& si Pedagogica, Bu- 
curesti, 1993. 


228 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE 


BOUNDING AN EXPRESSION 
HAI TRAN BAcuH?) 


Abstract: We illustrate a method for finding bounds of symmetrical sums, 
using Cauchy-Schwarz inequality. 


Keywords: Cauchy-Scwarz inequalities. 
MSC : 26D15 


Let us try to bound 
1 1 1 
aa+ Bb+7ce - ab + Bc+-ya " ac+ Ba+-yb’ 
with a,b,c,a, 8,7 positive real numbers. 
The Cauchy-Schwarz’s inequality in the fraction form 
a2 = 2 - 2 
ee er 
with z= y=z=1 and u=aa+ Bb+ 7c, etc, yields the lower bound 
oe See: ee eee eer, eee 
at+B+y a+b+c7 aat+Pb+yc abt+Be+ya ac+ a+b 
What about an upper bound? For instance, I proposed the following 
problem in [1]. 
Problem. Let a,b,c be positive real numbers. Prove that 
1 i 1 " 1 = 9 a+b+c | 
a+2b+5c b+2c+5a c+2a+5b7~ 8(Vab+ Vbe + Vac)? 
Solution. Applying Cauchy-Schwarz’s inequality we get 
(8\/ca+7Vcb+ Vbc+5Vba+3V ab)? < (8c+7c-+b+5b+3a)(8a+7b+c+5a+3b) 
and, after rearranging it, we get 
1 2 3(13a + 106 + c) 
a+2b+ 5c ~ (8V/ab+ 8Vbe + 8,/ca)” 
Obtaining similarly the other two inequalities and summing them up 
we will get the desired inequality. ) 


Next follows a generalization of the problem and the reasoning behind 
the solution and the particular values. 


Generalization. Let a,b,c,a,@,y be positive real numbers such that 


3max(a, 8,7) < 2(a+8+7). 


Blev, Liceul Intermational de Informatica, Bucuresti. 
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Then 
1 1 1 9 a+b+c 


ee ee 
aa+Bb+yc ab+Bce+ya ac+Ba+yb~ a+6+7(Vab+vVbe+/fac)? 


Solution. Let us assume, without loss of generality, that y > B > a. 
We will force the use of Cauchy-Schwarz’s inequality again, in the following 
form: if 21, 22, Yi, Y2, 21, 22 are non-negative real numbers, then 


(x1 Vab + roVac + yi Vbc + yoV ba + 21/ca + z9V cb)? < 


< (11a + 22a + yb + yob + 21¢ + 29c)(T1b + Zac + YC + y2a + 21a + 2b) 
To obtain a similar construction as in the previous solution we enforce 
the conditions 


41+ 22 = 3a, 

yi + y2 = 32, 

zi + 22 = 34, 
mty=am1t+r2=yt+2=at+Bt+y. 


Notice that only five of the equations are linearly independent and there 
are six variables, so we can write everything in terms of 29: 


Z1 = 3a — 2, 

m=(a+8+y)- 22, 

zg = 3y— 241 = 38y- (a+ 8+ 7-22) = (2y7-B-a)+ 22, 

y2 =(a+6+7)-21=(a+6+7) — (8a—- 22) = (8 +7 —- 2a) + 22, 
yi =(a+68 +7) — 22 = (2a 4+ 26 — y) — xo. 


We can observe that setting zz = 0 satisfies the condition that all 6 
numbers are non-negative. Now we get that 


t1 + 29 = 2(a+8+ 7) — 38, 
yi + @2 = 2(a+ 6+ 7) — 34, 
y2 + 2 = 2(a+8+4+ 7) - 3a. 
Rearranging the obtained inequality we have 
1 
aa+ Bb+ yc s 
(2a+ B+) —3a)a+4+ (2(a+ B+ 7) —38)b+ (2(a+ B+7) —3y)c 
(a+ B+ 7)2(Vab + Voc + ca)? 


Writing the other two analogous inequalities, then summing them up 
we get the desired result. 


<3 


Question. Is the condition 3 max(a, 8,7) < 2(a+@8+7) necessary for 
the inequality to be always true? 
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Take c to be very close to 0 to obtain 
1 
ie 1 4 1 < 9 at b 
aa+Bb ab+7ya Bat+yb a+B+y7y ~~ ab 
Now taking a = b and applying Cauchy-Schwarz’s inequality for the 
last two term on the LHS, we get 
1 1 2 4 
aty B+y~  at+84+2y’ 


hence 
1 4 9 

—— + ——__ < —__.. 

at+B at+t+B+2y7~ at+B+y 
Denote z= a+ # and y = ¥ to get 

((x + 2y) + 4x) (x+y) < 9x(x + 2y). 
Taking t = — we get 4124+ 11t-2>0. 
y 


—11+ V153 
8 


By the quadratic formula t > , therefore we obtained the 


bound 


at+h+y7 . ~3+V158 _ sin =k 
; cae 


9 2 
which shows that it is necessary that a+ 8+ y > kmax(a,,7¥) for the 
inequality to be true. 

The question about what happens if 


a+B+7) 


* < thax(a, 8,7) 


Z 3 
2 
remains opened. 


REFERENCES 
[1] Mathematical Reflections, 2013. 


I. ONISOR, DESPRE PATRULATERELE CIRCUMSCRIPTIBILE 231 


PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


DESPRE PATRULATERELE CIRCUMSCRIPTIBILE 
IoNUT ONISOR)) 


Prin patrulater circumscriptibil intelegem un patrulater care admite un 
cerc tangent la toate cele patru laturi ale sale. Nu toate patrulaterele sunt 
circumscriptibile, dupa cum nu toate sunt inscriptibile. Iar aceasta reprezinta 
o buna sursa de probleme pentru concursuri. 

Aici vom vorbi despre unele conditii pe care trebuie sa le indeplineasca 
patrulaterele pentru a fi circumscriptibile (aceasta clasa de patrulatere fi- 
ind, din cine stie ce motive, mai putin cunoscuta decat cea a patrulaterelor 
inscriptibile). 

Punctul de plecare il reprezinta problema a sasea de la Olimpiada 
Internationala Zhautykov (Almati, Kazahstan) din ianuarie 2014: 

Patru segmente impart un patrulater convex in alte noud patrulatere 
(cf. figura de mai jos); stim cd punctele de intersectie ale acestor segmente 
se gasesc pe diagonalele patrulaterului si ca patrulaterele numerotate cu 1, 
2, 3, 4 sunt circumscriptibile. Atunci $i patrulaterul 5 este, de asemenea, 
circumscriptibil. 


Cat 


Bineinteles ca problema este ca si rezolvata daca avem la indeman& 
un criteriu convenabil de circumscriptibilitate care sd implice (una dintre) 
diagonalele patrulaterului. Si, din fericire, avem cel putin dou&?): unul este 
datorat lui Marius Iosifescu (si a aparut intr-o Gazeta Matematica din 1954, 
cf. [1]), iar celalalt lui Igor Voronovich (si a fost comunicat in discutiile 
juriului de la pomenita olimpiada). 

Criteriul lui M. Iosifescu®) se reduce usor*) la binecunoscuta teorem’. a 
lui Henri Pitot: 


1) Profesor, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu“, Bucuresti. 
2) Alte criterii pot fi g&site in articolele (2] si (3). 

3)Pe acest rezultat se bazeaza, de altfel, si solutia oficiala. 

4) A se vedea, totusi, demonstratia lui Martin Josefsson din articolul [3]. 
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Patrulaterul conver ABCD este circumscriptibil dacd $i numai dacd 
AB+CD=AD+8BC. 


C 


Q 


aL p45 


Pentru implicatia directa folosim faptul ca tangentele duse dintr-un 
punct la un cerc sunt egale; intr-adevar, daca P, Q, R, S sunt punctele 
de tangenta ale cercului inscris cu laturile AB, BC, CD, DA, atunci din 
egalitatile 


AS = AP, BP = BQ, CQ = CR si DR = DS 
rezulta imediat ca 
AB+CD=AD + BC. 


Pentru reciproca, pornim cu un cerc tangent laturilor AB si BC gi il 
omotetizam pana cand devine tangent si laturii C'D; daca acest din urma cerc 
nu este tangent si laturii AD, consideram punctul A’ pe semidreapta BA — de 
exemplu, dincolo de A — astfel incat patrulaterul A’BC'D sa fie circumscris 
cercului in chestiune. 

‘A! 
D 


A 


C' B 


Dar atunci din egalitatile AB + CD = AD + BC si AB+CD = 
= A’D + BC obtinem ca AD = AA’ + A’D, fapt imposibil. Prin urmare, 
patrulaterul ABCD trebuie sa fie circumscriptibil. 

Propozitia 1 (Marius Iosifescu). Patrulaterul conver ABCD este cir- 
cumscriptibil daca $1 numai daca 


XBAC x~ DAC <BCA ~DCA 
: tg = tg : tg 


2 2 2 2 


tg 
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cl/i™ ae 


Demonstratie. Pentru usurinta calculelor vom folosi notatiile indicate 
pe figura de mai sus. 


re a sin @ 7 
Intai, cu formula tg— = —————., rescriem relatia din enunt, astfel: 
2 1+cosa 
sin Aj sinC] sin Ag sin Cp 


1+cosA; 1+cosC, 1+cosAo °~ 1+cosCo 


Apoi, cu teoremele sinusurilor si cosinusului, transformam aceasta ega- 
litate succesiv: 


2xab 2xab = 2xcd . 2xcd 
(x +a)2?—b2  (x+b)?-a2 (x+d)2—c2’ (x +c)? — a?’ 


zr+b-a x«r+c-d 
t+a-b 2«+d-c’ 
adicaa+c=6+d. 
Dar aceasta ultima egalitate este echivalenta cu circumscriptibilitatea 
patrulaterului, conform teoremei lui Pitot, q.e.d. 


Folosind acest criteriu, solutia problemei este imediata: intr-adevar, 
aplicandu-| patrulaterelor 2, 3, 4, obtinem ca patrulaterul mare este circum- 
scriptibil, iar apoi, aplicand acelasi criteriu patrulaterelor 1, 3 si patrulateru- 
lui mare, obtinem ca patrulaterul 5 este circumscriptibil, q.e.d. 


Pentru criteriul lui Igor Voronovich avem nevoie de un rezultat preli- 
minar: 

Lema, Fie ABC un triunghi; fie w si w, doud cercuri tangente laturilor 
AB si AC $1 care intersecteaza latura BC’. Atunci, dacd arcele cercurilor w 
si w, aflate in interiorul triunghiului ABC’ au mdsuri egale, cele doud cercuri 
coincid. 
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Demonstratie. Cercurile w gi w; sunt, evident, omotetice fata de varful 
A; vom presupune ca cercurile sunt diferite si ci: omotetia care duce cercul 
w in cercul w) are raportul supraunitar. Fie D, E si D,, E, punctele in care 
cercurile w si w; intersecteazad latura BC; fie D’, E’ omoteticele punctelor D, 
FE. Atunci este clar cé punctele D’ gi E’ se gasesc in exteriorul triunghiului 
ABC si, deci, avem ca 


m(DE) = m(D'E’) > m(D,E1) 


(toate arcele trecand prin interiorul triunghiului ABC), in contradictie cu 
presupunerea facuta. Prin urmare, rezulta ca cercurile w si w; coincid, q.e.d. 


Propozitia 2 (Igor Voronovich). Fie ABCD un patrulater convex $i 
Ww ,w2 doud cercuri tangente laturilor AB $i AD, respectiv CB si CD. Atunci 
patrulaterul ABCD este circumscriptibil daca $i numai daca arcele cercurilor 
Ww Si Wo aflate de aceeasi parte a diagonalei AC' au aceeasi masura. 


Sais 


Demonstratie. Omotetizdm cercurile w; si w2 (fata de varfurile A, res- 
pectiv C') pana cand devin tangente si laturilor BC, respectiv AB. Atunci, 
dac& patrulaterul ABCD este circumscriptibil, cercurile w; si w, (omoteti- 
cele cercurilor w, si w2) vor coincide cu cercul inscris in patrulater; de aici 
concluzia urmeaza imediat. 

Reciproc, daca arcele cercurilor w, si w2 aflate de partea varfului B 
a diagonalei AC au aceeasi masura, rezulta ca si arcele cercurilor w; si w5 
aflate in interiorul triunghiului ABC’ au aceeasi masura, de unde, cu lema 
anterioara’, obtinem ca cercurile wi si w4 coincid; dar atunci cercul w} = wy, 
fiind tangent la toate laturile patrulaterului, este inscris in patrulater, q.e.d. 


Ly, 
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Si cu acest criteriu problema se rezolv la fel de repede. Intai, aplicand 
criteriul patrulaterelor 2, 3, 4 — ale caror cercuri inscrise sunt (invers) omo- 
tetice —, obtinem, din nou, ca patrulaterul mare este circumscriptibil. Apoi, 
consideram cercurile 5’ si 5” — tangente ca in figura de mai jos la cate doua 
laturi ale patrulaterului 5 — si aplicam criteriul cercurilor (invers omotetice) 
1, 3 si 5’, respectiv cercului 1, celui inscris in patrulaterul mare si cercu- 
lui 5” (direct omotetice) pentru a gasi, inca o data, ca patrulaterul 5 este 
circumscriptibil, q.e.d. 


Nota. Configuratia din problema discutata (mai putin intersectarea 
celor patru segmente pe diagonale) apare si in culegerea lui Viktor Prasolov’) 
sub forma: 

Fund dat un patrulater ABCD si patru segmente care il impart in alte 
noua patrulatere (cf. figura de mai jos) si stiind cd patrulaterele 1, 2, 3, 4, 5 
sunt circumscriptibile, avem ca si patrulaterul ABCD este circumscriptibil. 


Aceasta problema este mult mai simpla decat cea initiala. Intr-adevar, 
se observa usor ca suma segmentelor X1X2 si X4X5 este egala cu suma 
segmentelor Y Y4 si YoY5 (cf. figura de mai sus), de unde, transferand aceste 
segmente pe laturile patrulaterului ABCD, se obtine imediat concluzia (cu 
teorema lui Pitot). 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


CONCURSUL LICEELOR PARTENERE CU 
UNIVERSITATEA TEHNICA DIN CLUJ-NAPOCA 


Editia a V-a, 12 februarie 2014, Cluj-Napoca 
prezentare de VASILE Pop) si MIRCEA Rus 2) 


In 12 februarie 2014 s-a desfasurat a cincea editie a Concursului liceelor 
partenere cu Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca. La concurs au partici- 
pat elevi din 29 de licee si colegii nationale din toata tara care au parteneriat 
de colaborare cu Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, si anume: ,,Horia, 
Closca gi Crigsan“ — Alba-Iulia, ,,Gheorghe Sincai“ — Baia-Mare, ,, Vasile Lu- 
caciu“ — Baia-Mare, ,,Petru Rares“ — Beclean, ,,Liviu Rebreanu“ — Bistrita, 
»Avram Iancu“ — Brad, ,Avram Iancu“ — Campeni, ,,Pavel Dan“ — Campia- 
Turzii, ,,Dragogs Voda“ — Campulung Moldovenesc, ,,Avram Iancu“ — Cluj- 
Napoca, ,,Emil Racovita“ — Cluj-Napoca, ,,Andrei Muresanu“ — Dej, ,,Petru 
Maior“ — Gherla, ,,lancu de Hunedoara“ — Hunedoara, ,,George Cosbuc‘ — Na- 
saud, ,,xEmanoil Gojdu“ — Oradea, ,,Mihai Eminescu “ — Oradea, ,,Aurel Vlai- 
cu“ — Orastie, ,,Alexandru Lahovari“ — Ramnicu-Valcea, ,,Mihai Eminescu“ 
— Satu-Mare, ,Gh. Lazar“ — Sibiu, ,Dragos-Voda“ — Sighetul-Marmatiei, 
»»tefan cel Mare“ — Suceava, ,,Al. Papiu Ilarian“ — Targu-Mures, ,, Traian “ — 
Turnu Severin, ,,Silvania“ — Zalau, Colegiul Militar Liceal ,,Stefan cel Mare“ — 
Campulung Moldovenesc, Liceul de Informatica ,,Tiberiu Popoviciu“ — Cluj- 
Napoca, Colegiul National de Informatica — Piatra Neamt, . 

Prezentam in continuare enunturile problemelor. De mentionat ca ni- 
velul de dificultate este apropiat de cel de la faza locala a Olimpiadei de 
Matematica. Solutiile complete si baremul de corectare pot fi consultate 
accesand adresa http://users.utcluj.ro/~deptmath/clputcn. 


Clasa a [X-a 


1. S& se determine numerele pozitive a1, a2,...,@n cu proprietatile: 


i. = 20, S703 = 00, 7a! = 125. 
i=1 i=1 i=1 


Maria Pop 


2. S& se arate ci numerele 


n= \/3-3+3-V3+-- gi y= 3+ 3-V3+v3——- 


1)Conf. univ. dr., Univ. tehnic&, Cluj-Napoca. 
2) Assist. univ. dr., Univ. tehnica, Cluj-Napoca. 


CONCURSUL LICEELOR PARTENERE CU U. T. DIN CLUJ-NAPOCA, 2014 237 


sunt numere naturale (semnele + si — alterneaza iar numarul radicalilor in 
fiecare numar este infinit). 


Vasile Pop 
3. Fie A;,Ao,...,An (n > 2) puncte in plan. Pentru orice punct M 
din plan se construiesc punctele M,, Mo,...,M, astfel: My, este simetricul 


lui M fata de A,, Mo este simetricul lui Mj fata de Ag, M3 este simetricul 
lui Mo fata de A3,..., M, este simetricul lui M,_1 fata de An. 
Sa se arate ca pentru oricare doua puncte distincte M si N din plan, 
punctele M,N, M, si N, sunt varfurile unui paralelogram. 
Vasile Pop 


Clasa a X-a 


1. Fie a, b, c, d numere pozitive cu proprietatea log, b = log,c. Sa se 
determine numarul 


d 
N= gS 3 P p!Se en Ba 4 . q&a a 


Vasile Pop 
2. Fie f : R > R o functie cu proprietatea c& existS numerele reale 
a < 6 astfel incdt functia f(x + a) sa fie functie para iar functia f(x + b) sa 
fie functie impara. Sa se arate ca functia f este functie periodica. 
Vasile Pop 
3. S& se determine valorile minime si valorile maxime ale expresiilor 
Ey = |z1 + 22 + 23| si Eo = za + 20|? + |zo + z3|" + |z1 + 23|? definite pentru 
21, 22, 23 € C ce verifica |z,| = |z2| = |z3| = 1. 
Mircea Rus 


Clasa a XI-a 


1. Se considera’ matricea A = (; 2 si sirul lui Fibonacci (F'(n)),>9 
definit prin: 
F(0)=0, F()=1, F(n+1)=F(n)+F(n-1), Vn>1. 


F(n+1) F(n) 


(a) Sa se arate ca A” = ( F(n) F(n—1) 


) pentru orice n > 1. 


(b) S& se demonstreze relatia: 
F(F(n+1)) = F(F(n) + 1)F(F(n— 1)) + F(F(n))F(F(n— 1) - 1),Wn > 2. 


2. Se considera sirul (Zn)n>o definit prin 


2 
o=1, Ln41=In+—, Vn>od. 
Dn 


(a) Sa se arate ca sirul (tp)n>0 este corect definit si c& lim zp = +00. 
n—-OoO 
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y : In 
(b) Sa se calculeze im Um 


Dorian Popa 
3. Fie (@n)n>1 un sir de numere reale pozitive care converge la 1. 


Tr 
VW Ww Ww e 1 1 __ 
(a) Sa se arata ca jim: » (me arr z) = 0. 


(b) Sa se calculeze dim > = 


Indicatie. Se poate folosi (fara a fi nevoie de demonstratie) faptul ca 


1 
sirul 1 + 5 + 3 +...4+ ma Inn este convergent. 
Ovidiu Furdui 


Clasa a XII-a 
1. Fie f : R- R o functie derivabila astfel ca derivata sa sa fie functie 
periodica si fie F' o primitiva a functiei f. 
Sa se arate ca exista a, b € R astfel incat functia 
G:R->R, G(x) = F(x) —ax* — br, VreER, 
sa fie functie periodica. 
Vasile Pop 


2. S& se calculeze: 
n/2 


(a) ; In (sin z + cos x) sin x cos zx dz; 


0 
1 


(b) [s(ve+vi=2) dz. 


0 
Ovidiu Furdui 


3. Fie G o multime nevida si f : G > G o functie cu proprietatile: 
1) f(z,y,y) a f(y, z,y) = 2,V2r,ye G; 
2) f(f (x1, y1, 21), f (2, yo, 22), f(£3, ys, 23)) = 


= f (f (x1, 22,23), f(y1, Y2, ¥3)s f(z, 22) z3)) ’ V £1, 22, 23, Y1, Y2, Y3; 21, 22,23 € G. 
Fie a € G un element fixat. Pe G se defineste legea de compozitie 
c*xy= f(z,y,a), Vz,y EG. 


Sa se arate ca (G, *) este un grup abelian. 
Vasile Pop 
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CONCURSUL JUDETEAN AL CENTRELOR DE 
EXCELENTA TIMISENE 
»MATEMATICA PENTRU JUNIORI” 
Editia a II-a, Lugoj, 4 aprilie 2014 


prezentare de SEBASTIAN GHEORGHITA) si VASILE PAULIS?) 


In 4 aprilie 2014 a avut loc la Scoala Gimnaziala nr. 4 Lugoj, judetul 
Timis, a I]-a editie a Concursului judetean ,,Matematica pentru juniori“ 
adresat elevilor din clasa a IV-a pregatiti in centrele de excelenta din judetul 
Timis. Au participat 121 elevi din 23 de scoli cu traditie in performanta la 
matematica de-a lungul anilor. 

Concursul a fost organizat cu sprijinul Societatii de Stiinte Matema- 
tice din Romania, Filiala Timis si de Inspectoratul Scolar Judetean Timis, 
beneficiind, bineinteles, de deplina implicare a cadrelor didactice din scoala. 

Consiliul Judetean Timis, impreuna cu Asociatia HONESTE VIVERE 
a scolii nr. 4 Lugoj au cofinantat actiunea, contribuind astfel la buna ei 
desfasurare. 

Prezentam in continuare o selectie a subiectelor propuse concurentilor. 


1. Suma varstelor lui Radu si Vlad este de 21 de ani. In urm& cu 3 ani, 
varsta lui Radu era de 2 ori mai mare decat varsta lui Vlad. Ce varsta are 
Vlad acum? 


ae ee pk . 
2. Un cioban vinde jumatate din oile sale, apoi 3 din ceea ce a ramas, 


Sad | ee So Wet , 
apoi vinde — din noul rest si mai raman 6 oi. Cate oi a avut la inceput 


ciobanul? 
3. O carte are 432 pagini. Cate cifre s-au folosit pentru paginarea ei? 


4. Catul impartirii a dou& numere naturale este 6, iar restul este 9. 
Suma dintre deimpartit, impartitor, cat si rest este 143. Care sunt numerele? 


5. Intre cele 9 numere de mai jos exista un ,,intrus“. Acesta nu se 
incadreaza in relatiile care exista intre celelalte opt numere: 1925, 4862, 
7727, 2681, 6148, 8133, 3524, 5132, 9782. 

Care este intrusul? 

6. Se considera tabloul cu 1007 linii: 


Ly 2 

D2 424 

Dz 6 42 4 6 

L007 2014... 8 6 42 4 6 8 ... 2014 


1) Profesor, director Scoala Gimnaziala nr.4 Lugoj. 
2) Profesor, coordonator centru excelenta. 
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De cate ori apare in tablou numarul 200? 


Iata si premiantii concursului. 

Premiul I: David Karina — Colegiul National Banatean Timisoara; 
Demeter Tudor — Colegiul National Banatean Timisoara; Dusa Daria — Co- 
legiul National Banatean Timisoara; Sirbu Andrei —Sc.g. nr. 24 Timisoara. 


Premiul IT; Marchig Vlad Mihai —Sc.g. nr. 24 Timisoara. 


Premiul ITI: Berbecea Tania — Colegiul National Ban&tean Timisoara; 
Jurita Iulia —Sc.g. nr. 30 Timisoara. 


Primele Mentiuni gu fost obtinute de: Czeke Kreppel Christian — 
Colegiul National Banatean Timisoara; Fortis Victor — Liceul Teoretic ,,Gr. 
Moisil” Timisoara; Trales Marta Teodora —Sc.g. nr. 24 Timisoara; Brindu- 
soiu Bianca — Lic. Pedagogic ,,Carmen Sylva“ Timisoara; Popirlan Bogdan 
— §c.g. nr. 3 Lugoj; Cristescu Nensi —Sc.g. nr.19 ,, Avram Iancu “ Timisoara; 
Humailo Karissa —-Sc.g. nr.19 ,,Avram Iancu” Timisoara; Mesana Alexandru 
—Sc.g. nr 18 Timisoara. 


OLIMPIADA DE MATEMATICA PENTRU LICEELE 
MAGHIARE DIN EUROPA 


Editia a XXITI-a, Miercurea Ciuc, 12 - 16 martie 2014 
prezentare de Kovacs BELA) 


Concursul s-a desfagurat in data de 14 martie, fiind gazduit de Liceul 
Teoretic ,,Marton Aron” din Miercurea Ciuc. La concurs au participat 220 
de elevi si 80 de profesori din Ungaria, Ucraina, Slovacia, Serbia gsi Romania, 
de la circa 70 de unitati scolare cu limba de predare maghiara. Pregedintele 
concursului a fost conf. dr. Andrds Szildrd de la Facultatea de Matematica 
a Universitatii Babes-Bolyai din Cluj. 

La fiecare clasé au fost propuse cate 6 probleme. Subiectele au fost 
selectate de o comisie formata din conf. dr. Andras Szilard, prof. dr. Lukdcs 
Andor, prof. dr. Bencze Mihaly, prof. Zsombori Gabriella, prof. Kovacs 
Bela, prof. Meszar Julianna, prof. Pdlhegyi Farkas Laszlo. 

Prezentam in continuare subiectele propuse. 


Clasa a lX-a 


1. Intr-o bibliotec& s-au numerotat toate cirtile. La numerotare s-au 
folosit numere naturale consecutive incepand de la 1 si nu s-a scris acelagi 
numar pe doua carti. In cursul numerotdrii s-au scris pe c&rti de trei ori 
atatea cifre, cate cdrti au fost in biblioteca. Cate carti continea biblioteca? 

Oléh Gyorgy, Komarno 


1) Profesor, Liceul Teologic Romano Catolic ,Ham Janos“, Satu Mare 
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2. S& se determine toate solutiile intregi si strict pozitive ale ecuatiel 
(a+ b) (b+ c)(c+a) = 1144. 
Hraské Andras, Budapesta 
3. In patrulaterul convex ABCD avem AB = 1, BC = 2, AD= V/2, 
A= 105° si B = 60°. S& se calculeze lungimea laturii CD. 
Kovdes Lajos, Odorheiu-Secuiesc si dr. Andrds Szildrd, Cluj Napoca 


4. CAte solutii reale are ecuatia 3(z] = 277 + x — 4? (Not&m cu [z] 
partea intreagad a numarului real z.) 

Szabé Magda, Subotica si Longdver Lajos, Baia Mare 

5. Cu ajutorul calculatorului s-au listat valorile numerelor 22014 <j 52014 
in baza 10. Cate cifre s-au tiparit? (De exemplu, la tiparirea numarului 
11231 s-au folosit 5 cifre.) 

dr Katz Sdndor, Bonyhad 

6. (aceeasi la toate clasele) a) S& se determine toate posibilitatile de 
pavare a planului in mod regulat cu triunghiuri echilaterale si hexagoane re- 
gulate, fiecare cu latura unitara. (O pavare inseamna ,,umplerea” planului cu 
aceste poligoane, fara sa ramana portiuni neacoperite si fara sa se suprapuna. 
Pavarea este regulata daca exista doua numere naturale nenule a si b, pentru 
care in jurul fiecdrui varf care se formeaza vor fi exact a triunghiuri si b 
hexagoane, intr-o succesiune fixata. ) 

b) S& se demonstreze ca exist& o pavare, nu neaparat regulata (cu tri- 
unghiuri echilaterale si hexagoane regulate ca mai sus), in care exista o in- 
finitate de variante de modele diferite intre ele, care apar intr-un numar finit. 
(Prin model intelegem o figuri conex&, determinat& de un numér finit de 
poligoane din pavare. ) 

Zsombori Gabriella, M. Ciuc, dr. Andrds Szildrd si dr. Lukacs Andor 


Clasa a X-a 


1. Sa se rezolve in multimea numerelor prime ecuatia 
32? — y” = 22y — 122. 


Olosz Ferenc, Satu Mare 
2. Patru matematicieni intelepti traiesc pe un domeniu de forma unui 
trapez isoscel, casele lor fiind construite in varfurile trapezului. Baza mare a 
trapezului are lungimea a, unghiurile de la baza au masura 50°, iar unghiul 
format de diagonale are masura 76°. Inteleptilor le plac lucrurile regulate, 
astfel ca au hotarat sa construiasca o fantana care sa fie la distante egale de 
casele lor. La ce distanta se va afla fantana de casele lor? Se va afla fantana 
pe domeniul lor? 
dr. Péics Hajnalka, Subotica 
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3. S& se rezolve in multimea numerelor reale pozitive ecuatia 
1 
Qe hy Daet = 12. 


Koczinger Eva si Kovdcs Béla, Satu Mare 


4. Se considera triunghiul ABC astfel incat AB < BC < AC. Pe latura 
BC se considera punctul B’, astfel incat CB’ = AB. In mod asem&n&tor con- 
sideram punctele A’ si C’ pe latura AC astfel incat CA’ = AB si AC’ = BC. 
Notam cu D, E si F mijloacele segmentelor AA’, BB’ respectiv CC’. Sa 
Se arate ca daca A; este mijlocul segmentului BC’, B, este mijlocul seg- 
mentului AC si C, este mijlocul segmentului AB, iar {G} = AyDN AB, 
{H} = B,EN AB si {I} =C\ FN BC, atunci: 

a) BI=GH; 

b) dreptele A,D, C,Fsi B,E sunt concurente; 

c) daca J este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, K este cen- 
trul cercului inscris in triunghiul A,B,C; iar L este centrul de greutate al 
triunghiului ABC, atunci punctele J, K si L sunt coliniare si JL = 2K L. 

Pdlhegyi Farkas Laszld, Oradea 


5. Sa se arate ca suma tuturor numerelor de forma —— nu este numar 
mn 


intreg, unde 1 < m <n < 2014, iar m si n sunt numere naturale. 
dr. Kdntor Sandor, Debrecen 


Clasa a XI-a 


1. Care este regula dupa care se formeaza urmatorul sir: 2, 10, 16, 32, 42, 
66, 80, 112, 130,170 ? Aplicand aceasta regula, determinati formula termenu- 
lui general al sirului 2, 10, 16, 32, 42, 66, 80, 112, 130, 170,... 
dr. Kdntor Sdndorné, Debrecen 
2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 


7's 64 _ 77g !08s z a8 Bs 8 


Baldzsi Borbdla, Beregovo 

3. Determinati numarul maxim de elemente pe care poate sa le contina 

o submultime S a multimii H = {1,2,3,...,25}, in care produsul oricaror 
doua elemente ale lui S nu este patrat perfect. . 

Biré Béla, Sfantu Gheorghe 

4. Dreptele e si f sunt paralele situate la distanta unitara una fata de 

alta. Considerim punctele A;, A2, A3,..., An, An+1 pe dreapta e si punctele 

B,, Bo, B3,..-, Bn, Bn+1 pe dreapta f, astfel incét pe ambele drepte distanta 

dintre dou& puncte invecinate este unitara si pentru orice numar 7 € N, 

1 <i<n+1, segmentul A;B; este perpendicular pe dreptele e gsi f. Unim 

punctul A; cu punctele B, si Bn41. Segmentele astfel formate intersecteaza 

segmentul A» Bo in punctele P respectiv Q. 
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a) Exist& un numéar intreg pozitiv n, pentru care aria triunghiului A; PQ 


sa fie 1809 unitati de arie? 


b) Exist’ un numéar intreg pozitiv n pentru care aria triunghiului A; PQ 
sa fie 1360 unitati de arie? oe 
Biro Balint, Eger 
5. Construim toate diagonalele unui poligon regulat cu noua laturi. 
Exist& vreun punct in interiorul poligonului prin care trec cel putin trei di- 
agonale? 
Zsombori Gabriella, Miercurea Ciuc si dr. Andrds Szildrd, Cluj-Napoca 


Clasa a XII-a 


1. In triunghiul ABC, x ACB = 60° si AC < BC. Fie D un punct al 
segmentului AC’ si E un punct al segmentului BC, astfel incét AD = BE. 
Se construieste triunghiul echilateral DEF, astfel incat directia de parcurgere 
a triunghiurilor DEF si ABC sa fie aceeasi. SA se demonstreze ca punctul F' 
se gaseste pe cercul circumscris triunghiului ABC. 

Nemecsko Istudn, Budapest 

2. Cubul ABCDEFGH are latura de lungime 1 cm. O furnica porneste 
din varful A si parcurge o distanta de 2014 cm circuland doar pe muchiile 
cubului (poate parcurge o muchie de mai multe ori). Comparati numarul 
traseelor care se termina in varful A cu al celor care se termina in varful C. 

Kekeoadk Szilvia, Kosice 

3. Se dau cifrele a,b,c € {0,1,2,...,9}, astfel incdt num&rul abc sa fie 
numar prim. S& se demonstreze c& ecuatia az? + br +c = 0 nu are solutii 
rationale. 

Bencze Mihaly, Bucuresti 

4. Fie 0, a a2...@n (bib2...b,) scrierea ca fractie zecimala a numarului 
(unde (b;b2...b,) este perioada fractiei iar n, k au cea mai mica 


1 
2014! - 2015! 
valoare posibila). Care este valoarea numéarului n? 


dr. Gecse Frigyes, Kisvarda 

5. Fie p un numar prim si se considera un numar de a cutii numerotate, 

unde a > 2. Se numeroteaza p bile de la 1 la p si se introduc in mod aleator 

in cutii. Sa se determine in cate moduri distincte se pot introduce bilele in 

cutil, astfel incat suma numerelor de pe bilele din prima cutie sa fie divizibila 
cu p. (Intro cutie goala suma numerelor de pe bile este egala cu 0.) 

dr. Andrds Szildrd, dr. Lukdécs Andor, Cluj Napoca 


S-au acordat douad categorii de premii: diplome din partea MEN si 
diplome, carti, medalii si premii speciale din partea sponsorilor si a comisiei 
de concurs. 
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Prezentam lista premiantilor din Romania. 


Clasa a IX-a 


Szabé A gnes-Kriszta, Liceul Teoretic ,,Bolyai Farkas”, Targu Mures — 
premiul I si medalie de argint; Fdgel Péter, Colegiul National ,,KGlcsey Fer- 
enc“, Satu Mare — premiul II si medalie de argint; Schefler Barna, Liceul Teo- 
logic Romano Catolic ,,Hdm Janos“, Satu Mare — premiul III si medalie de 
bronz; Baja Zsolt, Liceul Teoretic ,,Tamasi Aron “’ Odorheiu Secuiesc, Totos 
Gyorgy, Colegiul National ,,Silvania“, Zalau, Veress Szildrd, Liceul Teore- 
tic ,Ady Endre”, Bucuresti, Tanké-Gdbor Tihamér, Liceul Teoretic ,,Marton 
Aron”, Miercurea Ciuc, Medgyesi Attila, Colegiul ,,Székely Miké“, Sfantu 
Gheorghe — mentiune. 


Clasa a X-a 

Schefler Gergéd, Liceul Teologic Romano Catolic ,Ham Janos“, Satu 
Mare: premiul I si medalie de aur; Boros Zoltdn, Liceul Teologic Romano 
Catolic ,,Ha4m Janos”, Satu Mare — premiul III si medalie de argint; Bu- 
rus Endre si Papp Andrea Kinga, Liceul Teoretic ,,Marton Aron”, Mier- 
curea Ciuc — mentiune gsi medalie de bronz; Fistos Agnes, Liceul Teoretic 
Bathory Istvan“, Cluj Napoca, Elthes Zoltén Zsombor, Colegiul ,,Székely 
Mik6“, Sfantu Gheorghe, Hegedtis Hunor, Liceul Teoretic ,,Tamasi Aron“, 
Odorheiu Secuiesc, Mikldés Botond, Liceul ,,Zajzoni Rab Istvan”, Sacele, Rab 
Zsolt, Colegiul ,,Székely Miko“, Sfantu Gheorghe — mentiune. 


Clasa a XI-a 

Székely Attila, Liceul Teoretic ,Salamon Erno“, Gheorghieni — premiul 
I si medalie de argint; Csala Hunor, Liceul Teoretic ,,Marton Aron“, Mier- 
curea Ciuc, Juhos Attila, Colegiul ,,Székely Miké6“, Sfantu Gheorghe si Koncz 
Botond, Liceul Teoretic ,,Marton Aron“, Miercurea Ciuc — premiul III; Bei- 
land Arnold, Liceul Teoretic Carei, Csutak Baldzs, Mester Attila si Simon 
Addm, Colegiul ,,Székely Miké“, Sfantu Gheorghe — mentiune. 

Clasa a XI]-a 

Szdsz Tamds-Zsolt, Liceul Teoretic ,,Bathory Istvan“, Cluj Napoca — 
premiul II; Kolumbdén-Antal Gyorgy, Liceul Teoretic ,,Tamasi Aron“, Odor- 
heiu Secuiesc — premiul III; Farkas-Pdll Kristéf, Liceul Teoretic ,Ady En- 
dre“’, Oradea, Megyesfalvi Botond, Liceul Teoretic ,,Bolyai Farkas", Targu 
Mures, Rétyi Dorottya si Tamdsi Timea, Liceul Teoretic ,.Marton Aron“, 
Miercurea Ciuc si Gdl Béni, Colegiul ,,Székely Mik6“, Sfantu Gheorghe — 
mentiune. 
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PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 11/2013 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 


E:14561. Ardtati cad numdrul A = 1? + 2? +... + 2013? — 6 este divizibil cu 
5, unde p este un numar natural prim impar. 
George-Florin Serban, Braila 


Solutie. Daca p este numar prim mai mare ca 2, atunci p = 4k + 1 sau 
p= 4k+3. Notém u(n) ultima cifré a lui n. Pentru p = 4k + 1 avem u(1? + 2? + 
+3? + 4? + 5? + 6? + 77+ 8? + 9P + 10?) = u(1+2+34+44+5464+74+849+0) =5, 
iar pentru p = 4k + 3 avem u(1? + 2? + 3? + 4? + 5? + 6? + 77 + 87? + 97 + 107) = 
=u(1+8+7+4+5+6+3+2+4+9+0) =5. Asgadar, pentru orice p numar prim, 
dac& grupam termenii cate 10, obtinem ultima cifra 5. In suma noastr& putem forma 
210 grupe de cate 10 termeni si mai raman 3 termeni, apoi scadem 6. Vom avea 
u(A) = u(210-5 + 1” + 2? + 3? —6) = 0. Prin urmare A se divide cu 5. 
E:14562. Sd se compare numerele a = 57° — 3 . 5204 — 32 . 5203 _ 4. 5202 5; 
b=34+2-34+2-3742-394...42.- 390, 
Eugeniu Blajut, Bacau 
Solutie. Putem scrie a = 57% . (5° — 3-5? — 37-5 — 4) = 50? gi 
b= 3-(14+2)+2-3742-394...42-390? = 374 2.3242-334...42.3302 = 
= 37-(142)4+2-39 +...42- 3307 = 3342-33 4...42-3902 =, = 3803, 
Avem de comparat a = 57% cu b = 3°. a = 520? = (5?) ‘07 — 95101 jar 


b = 3303 — (33) = 27/91. Prin urmare a < b. 


E:14563. Impéartind numarul natural a la numdrul natural nenul b se obtine 
catul 14 gi restul 18. $tund ca diferenta dintre numerele a si a — 3b este egala cu 
135, ardtati cé numarul 2a este patrat perfect. 

Stefan Tifur, Grinties, Neamt 


Solutie. Diferenta dintre a si a — 3b este 3b. Deci 3b = 135, de unde b = 45. 
Pe de alta parte a = 14-5+ 18, asadar a = 648. Obtinem 2a = 1296 = 367. 


E:14564. Numdrul natural abcd are suma cifrelor egalé cu 27. Ardtati cd 
numéarul abcd + dcba se divide cu 297. 
* KO 


Solufie. Folosind scrierea zecimalda, avem 
abcd + dcba = 1001a + 110b + 110c + 1001d = M11. 
Pe de alta parte 
abcd + deba = 1001a + 110b + 110c + 1001d = 
= (27-37+2)a+ (27-4+2)b+ (27-44+2)c+(27-37+2)d = M27+2(a+b+c+d) = M27. 
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Cum 11 si 27 sunt prime intre ele deducem c& abcd + dcba se divide cu 
11-27 = 297. 


Clasa a VI-a 
E:14565. Determinati toate perechile de cifre nenule (x,y) cu proprietatea 
od rytyry A 
yryrye 7 


Vasile Scurtu, Bistrita 


Solutie. Avem 
cycyrzy xy-10000+Z7y-100+7y Zy-(10000+100+1) Zy 


yryryz yr-10000+y9%-100+ ye ye-(10000+100+1) yz 


, zy 4 
Prin urmare = =s sau 7-Zy = 4- yz, de unde, folosind scrierea zecimala 
obtinem y = 2z. Perechile cautate sunt (1,2), (2,4), (3,6), (4,8). 
E:14566. Demonstrati cd, oricare ar fin numér natural, numdrul 
A=3- 52nt+1 4 g3n+l 


este divizibil cu 17. 
Ion Pirse, Campulung Muscel 


Solutie. Vom scrie 
A= 15-25" + 2-8" = 15- (17+ 8)” +2-8" = 15-(M17 + 8") +. 2-8" = 
= M17+15-8"+2-8" = M17+ 8" - (15+ 2) = M17. 


E:14567. Demonstrafi cd, printre 81 de numere naturale ai céror divizori 
primi se afléd in multimea {2,3,5}, existd patru al cdéror produs este puterea a patra 
a unui numar natural. 


* *K OX 
( 


Solutie. Fiecare dintre cele 81 de numere naturale are forma 2% - 3° - 5°. Ob- 
servam ca produsul a doua astfel de numere este patrat perfect daca exponentii 
factorilor 2, 3 si 5 au, respectiv, aceeagi paritate. Numarul de succesiuni posibile 
diferite ale parit&tilor exponentilor factorilor 2, 3 si 5 din produsul 2° - 3° - 5° este 
egal cu 2° = 8. 

Grupam cele 81 de numere in 9 grupe, numerotate de la 1 la 9, fiecare grupa 
avand cate 9 numere. Conform principiului cutiei, in grupa cu numarul 2, 1 <i < 9, 
exista cate o pereche de numere (X;, Y;), fiecare dintre numerele X; si Y; avand 
aceeasi succesiune a paritatii exponentilor. Deci numerele Z; = X;-Y; = 2™-3”-5?, 
1 <2z< 9, sunt patrate perfecte. Numerele m, n si p sunt pare, deci dau la impartirea 
cu 4 resturile 0 sau 2. Produsul Z;-2Z; = (2™ -3"+ -5P#) - (23 -3"5 - 5?) este 
puterea a patra a unui numar natural daca numerele m;, n; si p; dau acelasi rest 
la impartirea cu 4 ca si numerele m;, n,, respectiv p;. Numarul de succesiuni 
posibile diferite ale resturilor impartirilor la 4 ale exponentilor factorilor 2, 3 si 5 din 
produsul 2° - 3° - 5° este egal cu 2° = 8. Prin urmare, conform principiului cutiei, 
exista doud numere JT, = X,-Y,,1<k< 9,917, = X)-Y,,1<1<9, kK £4, astfel 
incat numarul T;, -T; = X,-Y,-X ,-Y) este puterea a patra a unui numar natural. 
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Observatie. Concluzia ramane adevarata daca, in loc de 81 de numere naturale 
ai caéror divizori primi se afla in multimea {2,3,5}, considerém numai 25 astfel de 
numere. 

Incercati s& rezolvati aceast’& problema! 


E:14568. Dacdé abc = cba + def, unde a>c+2, calculati def + fed. 
Dumitru Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
Solutie. Relatia daté se mai scrie def = abc — cba = 100(a — c) + (c— a). 
Deoarece a > c, pentru a scaddea a din c ne imprumutam. Avem astfel 


def = 100(a—c—1)+10-9+(10+c-—a), 


de unde d=a—c—1,e=9gi f =10+c—agi atunci d+ f =9. 
Pe de alta parte def + fed = 100(d+ f) + 20-e+ (f +d) gi avand in vedere 
cele de mai sus def + fed = 1089. 


Clasele a VII-a si a VIII-a 


E:14569. Determinati numerele naturale a gi b gi numérul natural prim p 

stiind cé a2 +a=p* +2. 
Pavel Rincu , Bozovici, Carag - Severin 

Solutie. Deoarece numarul a? + a = a(a+1) este par, rezulta c& numarul 

p* +2 este par. Prin urmare p = 2 si egalitatea din enunt devine a? + a — 2 = 22”, 
b 

sau (a — 1)(a +2) = 2? . Cum membrul drept este un numar par, iar numerele a—1 
sia+ 2 au paritati diferite, apar situatiile: a—1=1sia+2= 22° sau a—1 = 2?” 
sia+2=1. 

Pentru a+ 2 = 1, nu avem solutii. 

Pentru a—1=1sia+2=2?’, obtinem 4 = 2?’, decia=2sib=1. 

Prin urmare, (p, a, 6) = (2, 2, 1). 

E:14570. Se considera paralelogramul ABCD gi E € (CD). 

Dacé {F} = AEN BC gi {G} = BEN AD, demonstrati cé AD < 


Emil Vlad, Zimnicea, Teleorman 


DG+CF 


Solutie. Notam =a = k. Din ADEG ~ 3 
: aes avem — —_ me si atunci . F 
a k, (1). Pe = a” . din ACEF ~ C 
~ ADEA obtinem — AD ~ DE™ }’ (2). F 
Adunand (1) cu (2) obtinem ates =k+ = Se stie ci, pentru k > 0 
avem k + : > 2 si atunci aot ee > 2, de unde AD < salt 
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E:14571. Determinafi cea mai micd valoare a expresiet 


522 — 102 +7 


E = 
(2) Qn? — 47 +3” 


unde x este numar real. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


5(2 —1)? +2 lic. (x — 1)? 


2(x-—1)*+1 2(x-—1)*+1 
tea se obtine pentru xz = 1, inseamna ca cea mai mica valoare a expresiei E (x) este 
egala cu 2. 


E:14572. Se considera triunghiul echilateral ABC gi punctele D, E € (BC) 
astfel incat m(XBAD) = m(<CAE) = 20°, F € (AD) si G € (AE) astfel incat 
m(<ABF) = m(<CBG) = 20°, iar I € (AE) astfel incét ABI = <CBI. 


a) Demonstrati cé FI || BC. 


b) Dacé {H} = ADNBG, determinati masurile unghiurilor triunghiului FGH. 
Romanta Ghita si Ioan Ghitd, Blaj 


Solutie. Avem EF (x) = > 2. Cum egalita- . 


Solutie. a) Deoarece semidreapta (BI este bisectoarea unghiului x ABE, con- 


oe re ee ; I AB 
form teoremei bisectoarei, aplicata in triunghiul ABE, obtinem — = —, (1). 


Pe de alta parte, triunghiul BEG este isoscel, 
A deoarece m(<BGE) = m(<xBAG) + m(xABG) = 80°. 
Deci BE = BG, (2). Din (1) si (2), obtinem 


a oa (3). Cum triunghiurile AGB si FDB sunt 


‘a asemenea si isoscele (U.U.), deducem ca 
LEG = = a = ade (4). Cum gi triunghiul FAB este 
BG BD FD’ *\” 
B E C isoscel, BF = AF, obtinem = = a (5). 

Din (3) si (5), pe baza reciprocei teoremei lui Thales, deducem ca F'I || DE, 
relatie echivalenta cu concluzia. 


b) Avem m(<FHG) = m(xBHD) = 20° + 40° = 60°, (6). Punctul F' este 
centrul cercului inscris in triunghiul ABG, deci 


m(xGAB) 
2 


m(XBFG) = 90° + = 100°. 


Obtinem m(XHFG) = m(xBFG) —m(xBFH) = 100° — 40° = 60°, (7). Din 
(6) si (7) rezult& c& triunghiul FHG este echilateral, deci m(<FGH) = 60°. 
E:14573. Ardtati cd, oricare ar fi numerele reale a, b gic, are loc inegalitatea 
J/(a + 1)2 + (b+ 1)? 4+ V(b+ 1)? + (c+ 1)? + V(e+ 1)? + (a+1)? = 


> JAa+b+c+83). 


Gheorghe Iacob , Pascani 
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’ i 
Solutie. Pentru oricare numere reale x si y are loc inegalitatea 


(a+ 1)*+(b+1)° at b+2 
2 = oF 


z+ y2 | | 
5 (justificarea este imediata). Obtinem 


adicd \/(a+1)* + (b+1)* > ue (a+6+2). Scriind si relatiile analoage obtinem 


(b+1)?+(c+1)? > We bte+2) si /(e+ 1)? + (a+1)* > Ve cta+2) si 


adunandu-le membru cu membru, obtinem concluzia. 


E:14574. Ardtati cd , dacd a < 2 sib > 2 sunt numere reale, atunci 


2 2 
a +5 6 +5 e490 
a—2 b—2 


Aurel Dobogan, Lugoj 


2 2 
Solutie. Cerinta este echivalenta cu (S ae + 2) — € aa . — 10) < 0, adica 


_9 Fess 
1). {b= 5)" 
eee es Cum (a+ 1)? > Osia—2 <0, iar (b—5)* > Osib—2>0, 


inegalitatea este evidenta. Cazul de egalitate se obtine pentru a = —1 < 2 si 
b=5>2. 
PROBLEME PENTRU LICEU 


Clasele a IX-a si a X-a 


26831. Sd se determine functia f : N* + N* stiind cd 


1°7(1) +2902) +... n2g(n) = =) 1 


oricare ar fin € N*. 
Aurel Dobosan, Lugoj 


Solutie. Avem 


n+1 
2 ja. See 
dL FF (k) be fy =e eee 


deci 4(n + 1)*f(n +1) = (n+ 1)2(f(n + 1) + 1)? — n?(f(n) + 1)?, de unde 
(n + 1)*(f(n + 1) — 1)? = n2(f(n) + 1)?. Cum f(n) > 1 pentru orice n € N*, 


rezulta cd (n+1)(f(n+1)—1) = n(f(n) +1), deci (n+1)f(n+1) = nf(n)+2n+4+1, 
pentru orice n € N*. Atunci 


nf(n) — f(1) = y(k+DF(k+ 1) - kf(k)) = S-(2k +1) = n? — 1. 
k=1 k=1 


Din enunt, f(1) = Guu 


deci f(n) =n, n € N*. 


, deci f(1) = 1 si, in consecinta nf(n) = n?, 
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26832. Fie a,b,c € [2,00). Sa se arate cd 
Ges ee oes, 54 | 
c+1 a+l1 b+1 a+b+c+3 
Catalin Cristea, Craiova 


Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem 


ab+c bc+a in ac+b _ (Vab+c)° rn (Voc+a) rn (Vact+b) 


c+1 a+1 6b4+1 °&2}c+i1 a+1 ELT > 
>, (Vabte+ vieta+t vacth )’  (3v6) 54 
a+b+c+3 = a4+b4+e43 ~ at+bt+cet+3— 


26833. Fie ABC un triunghi neobtuzunghic in care BC. BH — AC: AH = 
= 2R-AB, unde H este ortocentrul $i R este raza cercului circumscris. Sd se arate 
ca triunghiul ABC este dreptunghic. (Enunt modificat.) 


Solutie. Cu notatiile obisnuite, relatia din enunt devine 


2 2 _ pp2 67 + — 
2aRcos B — 2bRcos A = 2Rc & ote Hon =co 


2 72 
a“ —b 
=cea’=t*+c’, 


deci triunghiul este dreptunghic in A. 


26834. Se considera ecuatia x? + y° = 6zry. 
a) Sd se arate ca ecuatia are o infinitate de solutiit (x,y) EQ x Q. 


b) Sa se determine trei solutii (11, y1), (22, y2), (23, y3) ale ecuafier astfel incat 


D1 22 T3 
— + — —_= 


Y1 Y2 ¥3 


»] 


( 


x x : x : 
(3)'+(3)'+(@)- 

Y1 Y2 ¥3 

r : x x ? 
(3)'+ (3)'+(3)'-™ 

Y1 Y2 ¥3 


c) Sd se determine solutiile intregi ale ecuatiet. 


Marcel Chiritd, Bucuresti 
2 


ae y= fort cukeéN. Atunci 


Solutie. a) Alegem xz = 


5, 3 _ (6k?) +(6k)® _ (6k)*(L+KS) _ 5 6k? GkK_ ig 
Ee a 7 Raid 1 +k3 14k 
b) Fiea = —, b= 2 sic = —. Sistemul devine a+b+c = 6, a?+b?+c? = 14 


Y1 Y2 Y¥3 
si a? + b? +c? = 36. Notam cu f = X3+mX?+nX + p,polinomul monic de grad 3 
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cu radacinile a, b, c. Din relatiile lui Newton rezulta a + b+c= —m, deci m = —6, 
a? + b? +c? —6(a+b+c) + 2n =0, deci n = 11 gi 
ae +b% +c? —6(a? +b? +c’) +1l(a+b+c)+3p=0, 


deci p = —6. Obtinem f = X? — 6X2 + 11X —6 = (X — 1)(X — 2)(X — 3), deci 
{a,b,c} = {1,2,3}. Pentru a = 1, b=2,c=3 avem 21 = y1, Lo = 2y2 Si Tz = 3y3. 
Inlocuind in ecuatia din enunt obtinem 
8 4 27 9 
(x4, y1) = (3, 3), (Xa, y2) = 3° 3 sl (x3, 3) = . 


14°14 
c) Notam t= x+y. Obtinem 
a? + (t — 2)? = 62(t — x) & 3(t + 2)a? — 3t(t + 2) +t? =0. (*) 
Avem 
A = 9t?(t + 2)? — 12¢°(t + 2) = 34?(t + 2)(3t + 6 — 4t) = 3t?(t + 2)(6 — #). 


Daca (zx, y) este solutie in Z x Z, atunci ecuatia(*) are solutii in Z, deci A > 0 
si t € Z,de unde t € {—2, -1,0,1, 2,3,4,5,6}. Cum A este patrat perfect obtinem 
t € {—2,0, 4,6}. Cum t = —2 nu convine, iar pentru t = 4 ecuatia (*) nu are solutii 
in Z, rezulta t € {0, 6}. 

Pentru t = 0 obtinem solutia (0,0), iar pentru t = 6 obtinem solutia (3, 3). 

a 


26835. Fie x1,22,...,2n € [0,1] numere reale. Sd se demonstreze c 
n—-—1 1 1 1 i Zi cie 
2 1+21%2°...:%n 1+2, %14+22 ~ 1+2, 7 14+23°...°2n 
Vasile Berghea, Avrig, Sibiu 
Solutie. Fie x1,22,...,2n € [0,1] si notam 
— 1 1 
ae 1 1 
Atunci (@oics.k,) = a aS ee 
unci f (1,22 Tn) a es l+z, 14+ 12%9:...-2p 
n—-1 n-1 n—1 
1 En (412Q°...*Ln-1 — 1) 1 
=> Fog pied et at SEER eh Se A <So1=n-1 
1+ 2k (l+2,)(1+212%2°...-+Zn) —~ 1+ 2 ar 
Inegalitatea din stanga o vom demonstra prin inductie dupa n. Cum 
1 1 1 Z2 (x1 = 1) 
21,22) —- = = —— - = + = 
f(z 2) 2 l+2z, 2 (1+ 22) (1+ 2122) 
= 1-72 £2 (x1 — 1) _ 
2(1+ 2) (1 + x2) (1 + 2122) 7 
m2 (ger pets) finn), 
2(1+21) (1+22) (142122) 2(1+21)(1+22)(1+2122) ~~ 
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Rezulta ca proprietatea este adevarata pentru n = 2. In ipoteza ca propri- 
etatea este adevarata pentru n — 1, avem 


n-1l n-2 1 1 
9 = 9 ai 9 < f (41, 22,.. Eni) + 5 os 
ee er oe aay ee pena ee OT 
l+z, 1+22 1+2n-1 1421%Q°...°:2n-1 27 
1 1 1 1 1 


i + +... es 2 SS ae 9 See ner ses9 9 
1 
deoarece 3 Sf (Li Posing Ca) 


26836. Fie a, b, c, k numere reale strict pozitive. Sd se demonstreze cd 


a? — bc b? — ca c? — ab 
Pe esc ene cee cn ee Dee) 
k2b? + Q2ka2+c?2 3=k2c2 +. 2kb2? +02 =k??? + 2c? + 62 


Marius Bocanu, Bucuresti 


a? — 2k (a? — 2k (a* — be) | 
Solute. Avem Yara pe 29° L wey re 20% 
2k (a? — bc) (kb +c)? 
& cams ee ie A par (ak 
Ds (1 pra) <8 = 7D k2b? + 2ka? + c? — : 
Cum, din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, avem 
(kb +c)? Pe ¢? 


be 4+ kate ~ Beka | katte’ 


Sey td ‘ kb? c? 
va fi suficient s& aratam ca s- (are + crre) < 3. 
Dar 


(4 ek 
kb2 +02 ka2+c2}) kb2+a2 ka2+c2 kc? +62 kb? +a? 
ka? bike? +B? kb? +0? ka? +c? 


"eee zi kce2 +62 ke? +62 kb? + a? . kaz+c2. 
ceea ce incheie solutia. ; 


26837. Fie ABC un triunghi oarecare si A,, B,, C, picioarele indltimilor. 
Notdm cu M, N, P proiectiile punctului A pe dreptele B,C ;, C,A1, respectiv A; By. 
Sd se arate ca cercurile AM A,, ANB, si APC, au doud puncte comune. 

Petru Braica, Satu Mare 


Solutie. Vom demonstra, pentru inceput,urmatoarea proprietate a unui tri- 
unghi ABC: piciorul bisectoarei exterioare din A, notat T si picioarele bisectoarelor 
interioare din B si C, notate B’ si C’, sunt coliniare. 


Notam TC’ N (AC) = {X} (oreipanein Be(TC)). Atunci, din teorema lui 


Menela eee Cx AC" —] deg, 22 .C* AC _ ee BC 
nga TC XA CB” “A4C XA BC” ” XA AB 
si in consecinta X = B’. 
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Revenind la problema, notém cu {T} = ByC,N BC, {B’} = (A1C1) N BB, 
si {C’} = (A, B,) NCC;,. Cum patrulaterele ANB’ B, si APC’C, sunt inscriptibile 
si m(< AB, B’) = m(x< ACC’) = 90°, rezulta c& centrul cercului (AN B,) este mij- 
locul lui [AB’] si centrul cercului (APC}) este mijlocul lui [AC’]. Cum patrulaterul 
AT AM este imscriptibil si m(X AAT) = 90°, rezulta ca centrul cercului (AM A;) 
este mijlocul lui [AT]. Cum B’ gi C’ sunt picioarele bisectoarelor interioare in 
triunghiul A,B,C}, iar BC estre bisectoarea exterioara din A, in acelasi triunghi, 
din proprietatea anterioara, rezulta ca JT, B’ si C’ sunt coliniare. Atunci mijloacele 
segmentelor [AT], [AB’] si [AC’] sunt coliniare, deci centrele celor trei cercuri din 
enunt sunt coliniare. Cum cele trei cercuri au in comun punctul A,atunci au in 
comun inca un punct (simetricul lui A fata de linia centrelor). 


26838. Sd se arate cad existd o multime infinité M de puncte in plan cu 
proprietatea ca orice treit puncte sunt necoliniare $i astfel incat distanta dintre orice 
douad puncte este un numar rational. 

* * x 


Solutie. Pentru fiecare t € QM (0,1) notam cu x(t) = 2arctgt, cu A(t) punctul 
de coordonate (cos 2x(t), sin 2x(t)) si cu z(t) afixul punctului A(t). 
Fie p,q € QN (0,1). Atunci 


A(p)A(q) = |2(p) — 2(q)| = 2|sin(x(p) — x(q)| = 
= 2|sin z(p) cos x(q) — cos z(p) sin x(q). 


x 
Cum sinz(p) ME te Q si coszx(p) = 2 € Q, reaul 
um sin z(p) = ———*-— E Q si cosxz(p lnm © , rezulta 
141222) ~ 1+p? l+p 


3 ; 2 : ihe ae ates 
c& A(p)A(q) € Q. Cum functia p > i 7 5 este strict crescdtoare, deci injectiva pe 


(0,1), rezulta c& punctele A(p), p € (0,1), sunt distincte. Cum toate punctele A(p) 
sunt pe cercul unitate, rezulta ca oricare trei sunt necoliniare. 


Clasele a XI-a gi a XII-a 


26839. Fie a € (4,5). Consideram girul (Gn)y>, definit prin a, = 


2 


= tga: $i Qn41 = a2 cos*a+sin*a,n>1. Sd se calculeze lim n(a, — 1). 
n—0oo 


Traian Tdémdian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Fie p = cos*a si f : (0,00) > R, f(x) = pr? +1-—p. 
Cum an+1 = f (ao), f este crescdtoare pe (0, 00) si 


a2 — a, = pa? + 1 — p— ay = (a; — 1) (pay +p —1)=p(a; — 1) (a; — tga) = 


= p(a; — 1) (a, — af) = —p(a, — 1)* a; <0, 
rezulta ca girul (a,,),, este strict descrescdtor. Deoarece a, > 0, Vn € N*, sirul (an), 


este marginit, deci convergent. Daca A € R este limita lui, atunci f(A) = A, deci 


| Cs 


pA* -’\+1—p=0. Obtinem \ € mt Dee P = tga =a? >a, > an, 


Vn € N* gi din monotonia lui (a,),, rezulta A = 1. 
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Deoarece a, > 1, Vn € N*, n(a, —1) = 7 si 
an—1l 
n+1l—n — (Q@n41 —1) (Qn -1) | 
1 1 7 Qn — On+1 7 


— (@n41— 1) (Q@n—-1) _ nti — 1 


~ p(Gn — 1) (tg?a-an) pp (tga — an) 8 


din lema lui Stolz-Cesadro deducem ca lim n(a, — 1) = 0. 
n— oo 


26840. Fie A € M3(R) o matrice cu det(A) = 0 én care fiecare element are 
patratul egal cu complementul sdu algebric. Sd se arate cad A = O3. 
* OK 


Solutie. Notam cu d;; complementul algebric al elementului a;; din matricea 
A. Atunci d;; = az. > 0. Cum det(A) = 0 rezult& c& rang (A*) < 1, deci putem 
presupune c& exist’ a, 8 € R astfel incat Cz = a2C, si Cz = BC), unde Cy, Co 
si C3 sunt coloanele lui A*. Atunci ag; = €;a1; si a3; = u;Ga1;,cu j € {1,2,3} gi 
€;,44; € {1,2}. Fie k,l € {1,2,3}, k Al, astfel incat e, = 1. 

Daca p € {1, 2,3} \ {k,l}, atunci 


Qik ail 
Qik All 


— (_1)\pt3| G1k 11 | _ ¢_1)p+3 _ 
dgp = (—1)P"8] OF |= (“Pace 


’ 


deci a3, = 0. Obtinem ,fa1, = 0, deci 6 = 0 sau aj, = 0. 

Daca 6B = 0, atunci a3; = a32 = azz = 0, deci d;; = 0 pentru orice i € {1, 2} si 
j € {1, 2,3} gi, in consecinta A = O3. 

Daca a1, = 0, atunci a2, = a3, = 0, deci d;; = 0 pentru orice i € {1,2,3}\{p} 
si 7 € {1, 2,3}, deci A = O3. 

26841. Pentru un gir (dn),>9 definim sirurile (tn)y>o9 St (Yn)n>o astfel: 
En = Min (dn, An41) $i Yn = Max (An, An41), 2 > 0. = . 


a) Sd se arate cd dacd girul (an),,59 are limita, atunci sirurile (Zn) n>0o $i 
(Yn) n>o au limita. 


b) Este reciproca adevdrata? 


Solutie. a) Avem 
An + Qn+1 — lan _ An+1| An + Qn+1 + lan — Q@n+1 
L_ = eS Sees 
2 2 

ceea ce probeaza concluzia in cazul cand (an),,5. are limita finita. 

In cazul cand (dn)n>o are limita oo sau —oo, concluzia este evidenta. 

b) Nu. Alegem, de exemplu, sirul (a,),,,, definit prin a, = (—1)” gi avem 
In = —1, yn = 1, dar (an),,5, nu are limita. 
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26842. Sa se calculeze 


1 
1 ls 
8) 


Marian Cucoanes, Marasesti 


Solutie. Avem 


(1 + 2?) 
_ 2 
(1+ 22)” 


26843. Fie f : [0,1] > R o functie de doud ori derivabilé cu derivata a doua 
continua si avand f(0) = f(1). Sd se arate ca 


1 1 2 
(f"(x))° da > 120 ( x ‘ 
/ | 


0 


1 
7 n f=" de)  f(1)=5 
0 


unde f : [0,1] > R, f(z) = 


Radu Pop, Baia Mare 


1 
Solutie. boom f esareaes [tere =azf'(x)| = f'(1) si 
0 


1 2 , 
/ rf'(a)de =~ f"(2)| — 
2 O 


0 


1 
2 
| i" ade = 5h) - 5 f 2s"@)ae = 
0 
1 
=; [i f(z) +af"(a))de— 5 | 2*7"(e)de = 
0 


=f @)] 


1 1 
+3] — x) f"(x)dz = 5 | — x) f"(x)dz. 
0 0 


1 
Dac&d f : [0,1 > R este o functie continu’, atunci Jim n i x” f(x)dx = f(1). Se 


) 
poate vedea de exemplu D. Popa: ,,Exercitii de analiza matematic4“, pag. 51, 72, Editura 
MIRA, Bucuresti, 2007, Biblioteca SSMR. 
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Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz obtinem 


1 2 1 z 
120 (/ “ee = 30 (/ (x — x”) rey) < 
0 


0 
< 0 f 2 )'ae [yreyrar | ure de. 


26844. Fie (G,-) un grup finit in care multimile 
Ca = {xe G| az = za} 
au acelasi cardinal, oricare ar fia € G \ {e}. Sd se arate ca grupul este abelian. 
Marian Andronache, Bucuresti 
Solutie. Fie Z(G) centrul grupului G si notam cu p cardinalul comun al sub- 
grupurilor C,, cu a € G \ {e}. Din formula claselor avem 


ord(G) = ordZ(G) + ye oe). 


xzE€I\Z(G) P 
unde J este un sistem complet de reprezentanti ai claselor relatiei de echivalenta 
definitaé peG: a~b S Jz €Gcua=zbr"!. Fie k € N* astfel incét ord(G) = kp. 
Atunci kp = ord (Z(G)) + mk, unde m este cardinalul multimii J \ Z(G). Daca 
2 <k, atunci cum k | ord(Z(G)), existé a € Z(G), a#e. Rezulta cd Cy = G, deci 
p = ord(G), de unde p = kp > 2p, absurd. In concluzie k = 1, deci p = ord(G) si 
C, = G, Vae G, de unde Z(G) = () C. =G gi rezulta concluzia. 


a€G 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE?) 


Prezentam mai jos un model pentru proba de matematica a Evaluarii 
Nationale a elevilor din clasa a VIII-a. 


SUBIECTUL I 


- Rezultatul calculului 25 — 5: 5 este egal cu... 
4 
Daca 5 =e atunci 3ab — 36 este egal cu... 


Solutia ecuatiel 2x — 3 = 7 este... 


Un cerc cu diametrul de 8 cm are lungimea egala cu ...cm 
3 


SU ae ee 


Un cub cu latura de 6 cm are volumul egal cu ...cm 


6. In tabelul de mai jos sunt redate temperaturile minime si maxime 
din luna martie, intre anii 2010 si 2013. 


1) La problemele din aceasta rubric& nu se primesc solutii. (N.R.) 
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2013 
‘Temperatura minimax | -2 [ 4 | -8 | -1_ 
10 


Cea mai mare diferenta de temperatura s-a inregistrat in anul... 


SUBIECTUL al II-lea 


7. Desenati un tetraedru regulat si notati-l1 ABCD. 


8. Ardtati cd numarul N = (/3 — 1)? + \/(2V3 — 3)? + 3 este patrat 
perfect. 7 

9. Pentru 5 kg de struguri si 4 kg de mere s-au platit 32 de lei, iar 
pentru 3 kg de struguri si 2 kg de mere, de aceeasi calitate, s-au platit 18 lei. 
Cat costa un kilogram de struguri? Dar un kilogram de mere? 

10. Se da functia f: ROR, f(z) = —227 + 4. 

a) Reprezentati grafic functia. 

b) Aflati coordonatele punctului de pe grafic, care are abscisa egala cu 
ordonata. 

11. Aratati cai expresia 

3L x—1 
as (1- 3) 242’ 

"unde z € R \ {—2,1}, nu depinde de z. 


SUBIECTUL al IIlI-lea 


12. In desenul de mai jos este reprezentata schita unui teren in forma 
de patrat ABC'D cu latura de 12 m, iar E este un punct pe latura AD astfel 
incat 2- AF = ED. 

D C 


ie 
A B 
a) Aflati aria triunghiului BEC. 
b) Daca M este mijlocul segmentului EC, calculati aria patru- 
laterului DE BM. 


c) Daca P € (BC), aflati lungimea segmentului BP astfel incat 
Aarsp = 2-Aggcp. 


258 PROBLEME PROPUSE 


13. Fie ABCDA’'B'C’D’ un paralelipiped dreptunghic in care AB = 3 
cm, AD =4cm si AA’ = 12cm. Se cere: 
a) Aria totala si volumul paralelipipedului; 


b) Distanta de la M, mijlocul lui AA’, la punctul C. 


c) Daca P € (AA’) astfel incét AP = 2, aflati z pentru care tri- 
unghiul D’PC este isoscel, cu PC = PD’. 


Clasa a [X-a 
14. Functia f : R > R verificd f(z) = f(2—2) si f(x +1) = f(5—2), 
oricare ar fi x € R. Sa se arate ca functia f este periodica. 
15. Sa se determine functia de gradul doi cu f(0) = 4, f(1) = —-1 si 
f(2) =5. 
16. Sa se calculeze cos 165°. 


17. Sa se arate c& numarul sin1-sin2-sin3-...-sin 10 este pozitiv. 


18. Sa se calculeze suma patratelor medianelor triunghiului cu laturile 
de lungimi 3, 6 si 8. 


19. Sa se calculeze cosinusul celui mai mare unghi al triunghiului cu 
laturile de lungimi 3, 6 si 8. 
Clasa a X-a 


20. Sa se determine numarul functiilor surjective 
f : {1,2,...,10} > {1,2,..., 10}. 

21. S& se determine numarul submultimilor din A = {1,2,3,...,10} cu 
suma elementelor egala cu 10. 

22. S& se afle cel mai mare divizor comun al numerelor C?, C?, C? si 
C8. 

23. Sa se determine simetricul punctului A(1,2) fata de dreapta de 
ecuatie y = oz — 1. 


24. Sa se calculeze aria triunghiului determinat de dreptele de ecuatii 
r=4,y=r+4+1s137+2y4+10=0. 

25. Fie punctele A(1,2), B(2,9), C(3,—1) si D(4,a). Sa se determine 
valorile lui a € R, pentru care segmentele [AD] si [BC] au un punct comun. 


Clasa a XI-a 


26. Se considera functia f: RR, f(x) =z —sinz. 
a) Sa se arate ca functia este strict crescatoare. 
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b) S& se calculeze lim 2/@), 
xr—0 


Vi@) 


c) Sa se calculeze lim 
z—0 


2 
27. Se considera functia f: R- R, f(z) =e” -—1-—2- - 
a) S& se arate c& functia f” este crescatoare. 
b) S& se arate c& f’(x) > 0, oricare ar fix ER. 
c) Sa se calculeze lim~> iS ) 
Clasa a XII-a 
1 
28. Pentru fiecare n € N* se noteaza I, = / 
0 


p2n 


io 
a) Sa se calculeze Ip. 


b) Sa se arate cA lim I, = 0. 
noo 

c) S& se calculeze lim nIp. 
n— Oo 


29. Se consider& polinomul f = X3 + 2X24 X +1 € Z3[X]. 
a) S& se determine rddacinile lui 1 din Zz. 
b) S& se descompuna f in factori ireductibili in Z3[X]. 


c) S& se determine un polinom g € Z3[X], de grad 4, cu f(x) = g(z), 
oricare ar fi x € Zs3. 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR?) 


P:688. Suma a doua numere este 100. Daca din primul numar scad 20 
si la al doilea adun 10 obtin numere egale. Aflati cele doué numere. 
* * Ox 


P:689. Aratati ca folosind o balanta si patru greutati: una de 1 kg, 
una de 3 kg, una de 6 kg si una de 11 kg, putem cantari orice cantitate pana 
la 21 de kg. 


* * X* 


P:690. Cate numere de forma aba au suma cifrelor un numar par? 
* OK 


1) Se primesc solutii pand la 30 septembrie 2014 (data postei). (N.R.) 
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P:691. Suma a trei numere este 2013. Primul numér este de trei ori 
mai mare decat al doilea si cu inca 300. Al doilea numar impartit la al treilea 
da catul 3 si restul 61. Aflati cele trei numere. 

Nicolae Ivdschescu, Craiova 


P:692. Marind un numéar cu 243 obtinem inzecitul siu. Aflati numarul. 
* * x 


P:693. Este posibil ca suma a gase numere consecutive sa fie 2014? 
Justificati raspunsul dat. 
* * x 


P:694. Trei caiete si sase pixuri costa 30 de lei. Trei pixuri si patru 
creioane costa 17 lei. Sase caiete si cinci creioane costa 34 de lei. Cat costa, 
impreuna, un caiet, un pix si un creion? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


4 
P:695. Un numér reprezinta 7 din alt numar. Aflati numerele stiind 
ca diferenta lor este 210. 
* OX 


P:696. Cate numere de cel mult trei cifre putem forma cu cifrele 1, 2, 
3? 


* kK 


P:697. Aflati suma tuturor numerelor naturale de forma aab. 
* Ok Ok 


PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU? 
Clasa a V-a 
E:14653. Determinati cifrele nenule z, y si z stiind ca 
By +de+m+yEt+e =141. 
Daciana Lovin, Braila 


E:14654. Determinati numarul natural n de patru cifre care are pro- 
prietatea c&, daca ii eliminadm cifra sutelor, din num4rul rezultat scadem 2, 
apoi diferenta obtinutd o inmultim cu 19 gsi noul rezultat il impartim la 2, 
obtinem n. 

Petru Todor, Sebes, Alba 


E:14655. Nicu are 100 de bile, albe sau negre. Dorind sa aiba numai 
bile albe, el face schimb cu prietenul séu Miticd. Acesta ofera o bila alba 


1) Se primesc solutii pana la 30 septembrie 2014 (data postei). (N.R.) 
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pentru fiecare trei bile negre. Dupa efectuarea schimbului, Nicu are 40 de 
bile albe. Determinati numarul de bile albe pe care l-a avut Nicu initial. 
Gabriel Pandele si Neculai Stanciu, Buzau 


E:14656. Determinati numerele prime a, b si c pentru care are loc 
egalitatea 2a + 5b + 6c = 50. 
Ioan Tebies si Irina Oprate, Nasaud 


Clasa a Vi-a 


E:14657. Determinati cel mai mic numar natural n care are numai 
doi divizori primi diferiti si care are proprietatea c& d(n) divide d(n”). (Prin 
d(m) s-a notat suma tuturor divizorilor naturali ai numarului m.) 

Liviu Petre, Targoviste 


E:14658. Se considera punctele diferite A;, A2, A3 situate pe dreapta 
d astfel incéat A,;A2q = AoA3 = 1. 
Aratati ca, daca exista un punct Mastfel incat distantele MA1, MA 
si M Ag sa fie exprimate prin numere naturale, atunci M € d. 
Lucian Tutescu, Craiova 


E:14659. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care H este 
ortocentru. Aratati ci AH = BC daca si numai daca m(< BAC) = 45°. 


* ok x 
E:14660. Se considera multimile 

A= Z 
{reQ|2 = oA ,ne \iB- {ve@|y=5 al mez) 


Determinati elementele multimii AN B. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


Clasa a VII-a 


E:14661. Aratati cd, pentru orice numar real nenul 2, are loc relatia 
Po) +1< P+ 3]. 
({a] reprezinté partea intreaga a numarului a.) 
Ion Neata, Slatina, Olt 
E:14662. Determinati cifrele a, b, c si d, ac # 0, pentru care 
abed = ab + cd. 
Aurel Dobosan, Lugoj 


E:14663. Se considera numerele naturale nenule p si n si multimea 


A={p+1,p4+2,...,p+n}. 
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Daca + cat : < : atati ca multi A conti 
—— + —— 4+ ...+ —— < -, aratati cA multimea A contine 
pt+l pt2 ptn on 

cel mult un patrat perfect. 


Marian Haiducu, Pitesti 


E:14664. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC. Notam cu E 
proiectia punctului B pe dreapta AC si cu F proiectia punctului C' pe dreapta 
AB. Determinati pozitia punctului M, situat pe dreapta BC, astfel incat 
suma ME + MF sa fie minima. 


Marian Cucoanes, Marasesti, Vrancea 


Clasa a VIII-a 


2 2 
E:14665. a) Rezolvati sistemul { 2 Bi 5 : 
numere intregi. 
b) Ar&tati c& ecuatia x? — 5y? = 1 are o infinitate de solutii in multimea 
numerelor intregi. 


, unde z si y sunt 


Aurel Dobosan, Lugoj 


E:14666. Se considera numerele reale pozitive a, b, c si d astfel incat 
a+b+c+d=4. Aratati ca 
a2 ie b2 " c2 ni d? 
b+ct+td at+c+d a+b+d a+b+c 

Vasile Scurtu, Bistrita 


4 
> —. 
~ 3 


E:14667. Se considera numarul natural n fixat, n > 3. Fie n puncte 
distincte avand suma tuturor distantelor dintre ele, luate doua cate doua, 
egala cu D. Pentru 1 < m < n-2, inléturam m dintre cele n puncte. 


Aratati c& suma tuturor distantelor determinate de cate doua dintre 
iG . n-m-!1 
cele n — m puncte ramase este mai mica decat saree a D. 
Tl — 
George Stoica, Canada 


E:14668. Se consider&a numerele reale nenule a, b, c si d care verifica 
simultan relatiile: a? + b? = 4, c? + d? = 9 si ac+ bd = 6. 
| = A 
a= 


Aratati ca =-. 
rata{l ca r 3 


Daniel Sitaru, Turnu Severin 
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PROBLEME PENTRU LICEU’”) 
Clasa a IX-a 
26915. Sa se determine numerele irationale x cu proprietatea ca nu- 


merele x? + x si x® + 22” sunt intregi. 
George Stoica, Canada 


26916. Sa se determine termenul general al sirului (a,),,., definit prin 
a; = 1, ag = 2, ag = 24 Si Anan_2An_-3 — 6a? _,an—3 + 8an—107_» =0,n> 4. 
Neculai Stanciu, Buzau 


26917. Fie numerele reale a,b,c € (0,00) cua+b+c=1. Sase arate 
1 1 1 3 


— + — < —__——__.. 
a+b . b+c . c+a~” 2(ab+bc+ca) 
Brojbeanu Andi Gabriel, elev, Targoviste 


26918. Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC. In exteriorul 
sdu construim punctele A’, B’, C’ astfel incat ~A’BC = xABM, xA/CB= 
= «ACM, x<B’CA = x<BCM, «xB’AC = xaBAM, «C'AB = «aCAM si 
x<C'BA = xCBM. Fie A”, B”, C” intersectiile dreptelor MA’, MB’, MC’ 
cu laturile BC, AC, respectiv AB. Sa se arate c& dreptele AA”, BB”, CC” 
sunt concurente. 

Nicusor Minculete, Brasov 


Clasa a X-a 


26919. Sa se arate ca in orice triunghi ABC’ avem 
36S7 < (2a? + 2c? — b*) (2a? De) ae c”) 
Constantin Rusu, Rm. Sarat 
26920. Fie z un numar complex cu |z| > 1. Sa se arate ca 
1007|1 + z| + |1+ 27] + |1t 2°] +...4 [1+ 270| > 2014. 
Romanta Ghitd si Ioan Ghitd, Blaj 
26921. Fie numerele reale a,b,c € (0,00) cu a? + b* +c? = 3. S& se 


arate ca 


a a b b Cc Cc = 
ee ge ge 
b+- c+- at—- c+t=- b+=—- at- 
a a b b Cc Cc 
36 
SS 
~ a4+64+ c++ abc(a+b+c)+6 


Alexandru Mihalcu, elev, Bucuresti 


1) Se primesc solutii pana la 30 septembrie 2014 (data postei). (N.R.) 
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26922. Fie z,4, zB, zc afixele varfurilor triunghiului ABC’. Fie J un 
punct interior triunghiului si S,, S,, S, ariile triunghiurilor JBC, IAC’, IAB. 
Sa se arate ca J este centrul cercului inscris daca si numai daca 

(2S, — ar) z4 + (2S, — br) zp + (2S, — cr) zc = 0. 
Cristian Moantd, Craiova 


Clasa a XI-a 


26923. Fie A,B € Moe(R) astfel incat 
AB = BA, det (A* + A?B? + B*) = 9 si det (A? + B?) + det(AB) = 5. 
Sa se calculeze 


det (A? + AB + B?) + \/det (A? — AB + B?). 
Traian Taémdian, Carei, Satu Mare 
26924. Sa se arate cd nu exista matrice A,B € Mo(C) astfel incat 
A? + B? = 2AB si det(A — B) £0. 
Cristian Chiser, Craiova 
(n!)24 
(n =f b)ante ° 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 
Clasa a XIIl-a 
1 


26926. Sa se calculeze lim n = / a dy 
N00 2 1+e7™ 
0 


26925. Fie a,b,c € R, a> 0. Sa se calculeze lim 
n— Ooo 


Traian Tadmdian, Carei, Satu Mare 


26927. Polinomul f = aX°+bX*+cX +d € R[X] are toate radacinile 
reale si verificd inegalitatea b? — 4ac < ad — 4a”. S& se arate c& radacinile nu 
pot fi toate strict pozitive. 

Radu Pop si Vasile Ienutas, Baia Mare 


26928. Fie p un numar prim, n un numar natural si d un divizor 
natural al lui n. Fie L un corp cu p” elemente. Sa se arate ca: | 

(i) Exist& un unic subcorp K C L cu p? elemente. 

(ii) Pentru orice a € K, polinomul 


ft A ee KX 


are exact p”—@ radacini in L. 


n—2d 


Ioan Baetu, Botosani 
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ERATA 


— Coautorul lectiei ,,.mportanta matricei adjuncte in unele probleme 
de olimpiada” din G.M.-B nr. 4/2014 este George Rares Stan gi nu George 
Rares Stefan. 

~In G.M--B nr. 4/2014, la problema E:14645 se va adiuga conditia 
n # 3. Multumim profesorului Neculaz Stanciu din Buzau, pentru semnalarea 
acestel scapari. 

- In G.M.-B nr. 4/2014, autorul problemei 26901, de la clasa a IX-a, 
este Florin Rotaru, Focsani. 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 


Au trimis solutii la problemele propuse urm4atorii elevi: 


AIUD (ALBA) S$.g._,, Ovidiu Hulea“ cl. VII Boanea Bogdan (120), Dan Andrada 
(110), Mulea Denisa (110), Nemes Maria (100), Preda Alexandra (80). 

ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ cl.VIII Iancu Debora (150), 
Tomus Nicoleta (130), cl.X Marginean Ioana (130). 

ARAD (ARAD) Lic. ,Adam Miller Guttenbrunn“ cl.VI Gergely Vogel (100), 
Giurgi Madalina (100), Lovrenschi Melanca (100), Sendroiu Iulia (100+100), Telegdi 
Sarah (100+100), cl. VII Balaj Henrietta (100+100), Balita Andrada (100), Costea 
Bogdan (80), Dagau Andrei (90+90), Ille Raluca (80+90), Ochis Miriam (100), 
Ouianu Kevin (100), Rieger Givlia (90), cl. VIII Ferekete Iulia (90), Lazar Vlad (90), 
cl.IX Bulgariu Theodora (100), Cata Roland (100), Halmagean Cristian (110), Hell 
Roberta (100), Merle Markus Ronald (100); C.N. ,,Moise Nicoard“ cl.V Magdau 
Antonia (100), cl. VII Serpar Ariana (120); C.N. ,, Samuel von Brukenthal“ cl. VII 
Stancu Hanna (260), cl.X Toader Vlad Alexandru (10). 

BACAU (BACAU) 9.9. ,Al. I. Cuza“ cl.V Fantu Teodora (390), Melecciu Ioana 
(130), Opinca Maria (130), Puiu Ioana (130), Puscasu Stefan (170), Saran Antonio 
(190), Tataru Eduard (290), Untea Diana (100), cl. VII Ungureanu Vranceanu George 
(250). 

BAIA MARE (MARAMURES) §$.9. ,,Avram Iancu“ cl. IV Sulean Georgia 
(100); S.g. ,,DLucian Blaga“ cl.V Hoban Serban (70); $.g. ,,Octavian Goga“ cl.VII 
Nyegre Dariana (100); C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl.V Zagreanu Luca (300); C.N. 
Vasile Lucaciu“ cl.V Pop Paul Calin (60), Rad Radu (60+80), Tibil Alexia (60). 
BARLAD (VASLUI) C.N. ,Gh. Rosca Codreanu“ cl.VII Apostu Alexandru 
Mihai (100). 

BICHIGIU (BISTRITA NASAUD) 9.g. cl.V Catiul Ica (80), Mititean Florina 
(80), Rusu Adela (90), cl. VII Pop Victoria (80). 

BISTRITA (BISTRITA NASAUD) S.g. ,otefan cel Mare“ cl.V Chetan Iris 
(140), Demian Catalin (50), Dolha Raul (70), Gherasim Sorana (140), Ihlit Andra 
(140), Palfi Maria (80), cl.VI Borcani Robert (50), Ma&linag Larisa (50), Todoran 
Patricia (50). 

BORSA (MARAMURES) Lic. cl. V Maris Catalin (90). 

BOTOSANI (BOTOSANI) §.g. 11 cl.V Atodireaei Matei (130), Blidar Smaran- 
dita (130), Croitor Octavian (90), Tudose Dominique Megan (130), cl.VII Atasie 
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Oana (160); C.N. ,.Mihai Eminescu“ cl.VI Murariu Danut (100), cl. VIII Ivancov 
Ioana (100). 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl.V Anton Iulia An- 
dreea (140), Boldea Patricia Maria (100+70), Clipa Andreia (120), Gherasim Marius 
(120), Oniga Nicoleta (100), cl. VII Rova Patricia Madalina (150). 

BRASOV (BRASOV) §.9. 5 cl.VI Boeriu Bianca Maria (200); $.g. 11 ,,St. 
O. Iosif “ cl. VI Iova Olga (70); $.g. 13 cl. VII Bolonyi Andreea (80+80+110); S.g. 
15 cl. VI Pelin Ana Marsa (100), Preotu Cristina (70); $.g. 27 ,,Anatol Gherman- 
schi“ cl.VI Pop Alexandru (200); Lic. ,,Andrei Muresan“ cl.VI Buzea Alina (20); 
CN. ,,Andret Saguna“ cl.V Gardan Maria Alexandra (100), Vizante Ana (50), cl. VI 
Costache Tudor Andrei (100), Platano Cesare (200), Zilberman Maia (110); Colegiul 
de $tiinte ale Naturii ,,.Emil Racovitd“ cl.VI Vorovenci Rareg Ionut, (90). 
BRAILA (BRAILA) S.g. ,,Constantin Sandu Aldea“ cl.V Stamate Gabriela 
(210), cl. VII Chivu Monica (120); $.g. ,,Fanug Neagu“ cl. VII Olaru Gabriel (170), 
S.g. ,J. Creanga“ cl.V Bratosin Alexandru (120), Ciuperca Isabel (80); Lic. Peda- 
gogic ,,D. P. Perpessicius“ cl.V Dinu Cosmina (90), Modoran Calin (120), Neacgu 
Georgiana (100+100); C.N. ,,N. Balcescu“ cl. VI Anghel Andreea Maria (250+250), 
Ricardo (50), Cioroiu Ioana (170+150), Cristache Ionut, Gabriel (130+150+60), 
Donescu Irina (280), Dragomir Razvan (40), Fotin Andrei Stefan (190), Fudulu 
Dennis (100+150), Gligoce Andreea Irina (130), Giurcé Maria (100), Iliescu Maria 
(120), Munteanu Irina Mihaela (100), Neculaiu Cristian (150), Pavel Marinel (230), 
Petcu Alexia Octavia (120), Popescu Maria (200), Popescu Vlad Cristian (210+130), 
Poteca Rares Stefan (60), Radu Alexandru (150+50), Roadevin Stefan (120), Sasu 
Elena (160), Sofrone Mihnea Andrei (150+220), Surdu Cristian (210), Tanase Maria 
(220), Tovarnac Tudor (230), Uzureanu Gabriela (190), Varlan Andrei (280), cl. VII 
Banita Elena (100), Bazon Alexandru (110), Balan Mircea (190), Beiliciu Vlad (100), 
Ciineanu Andrei (230+19), Decu Tudor (50), Lupsa Sabina Florina (90), Mihailescu 
Cristian (150), Negulescu Luigi (60), Preda Corina (100), Susanu Ioana Sabina (60), 
Vicol Theodora (120), cl. VIII Buhus Teodora (100), Sgarcitu Lavinia (120), fara 
mentiune de clasd: Asan Ana Maria (190), Bogatu Andrei Tudor (180). 
BUCURESTI §.9. 3 cl.V Cornateanu Ioana (60); $.g. 30 ,,Grig. Ghica Voievod“ 
cl. VI Petcu Eduard (40); S.g. 56 cl.VI Lupasu Iustina (100), Mihai Andrei Cris- 
tian (130), Popescu Bella (80); $.g. 78 cl.V Craciun George Claudiu (50), Mar- 
tac Alina (20); $.g. 79 cl.III Albu Victor (110+200); $.9. 96 cl.IV Sandu Luca 
Catalin (120); $.9. 97 cl.V Sandu Theodor Pavel (170); $.g. 113 Geamanu An- 
dreea (130), Geamanu Elena (70); $.g. 150 Streche Ilia (170); $.g. ,Anastasia 
Popescu“ cl.VI Gosova Mara (80), Mehedintu Andra (110), Socola Codrin (100); 
S.g. , Titu Maiorescu“ cl.VII Tudorache Maria (50); Colegiul Economic ,, Lauder- 
Reut“ cl.IX Uduroiu Radu (70); Lic. ,,.Marin Preda“ cl.TV Alexa Andrei Valentin 
(100), Bahrin Ilinca (100+100), Banches Karina (100), Kovaci Andreea (100), Mar- 
tin Bianca (100), P&l&dgean Cristina Daria (100), Preda Maria Cristina (100+100), 
Sindrilaru Andreea (100); Lic. ,,Stefan Odobleja“ cl.VI Iftimescu Vlad Gabriel (80); 
C.N. ,,George Cosbuc“ cl.V Ispracnic Alexandra (80); C.N. ,, Tudor Vianu“ cl. VII 
Strat Sabina (20); fdérd mentiune de scoald si clasé: Maftei Alexandra (30). 
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BUZAU (BUZAU) $.9. 15 ,,G.E. Palade“ cl.V Albu Nicoleta (80), Bercu Irinel 
(90), Birtu Rareg (90), Burcéu Ana Maria (90), Caloenescu Ana Elena (80), Cam- 
peanu Elena (80), Ciulin Ana (80), Drabota Ana (90), Druga Andra (70), Dumitru 
Daria (80), Iacob Iuliana (90), Ion Andrei (60), Nicolaie Iulia (90), Nicula Narcis 
(80), Oancea Andreea Mihaela (90), Oancea Teodor (90), Toma Denise (50), Viciu 
Stefania Alexandra (90), cl. VII Zamfir Iulian (50). 

CALAN (HUNEDOARA) Lic. ,,Ovid Densusianu“ cl. VII Jurj Mihai (100). 
CALARASI (CALARASI) $.9._ ,,Carol I“ cl.V Pan& Samuel (150), Pantilie 
Robert (240), cl. VI Cristache Craita (220), Dumitru Mihai (210), Filip Fabian (140), 
Ivanciu Bianca (80), Pociovalisteanu Andreea (200), Simion Stefan (210), Slav An- 
dreea (190); 9.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl. VI Ene Romeo (110). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) S.g. 3 ,,Bogdan Vodé“ cl.VI 
Holuta Maria (100), Pantiru Ioan (50). 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,, Alexandru Mocioni“ cl.V Sziics Francisc (190). 
CONSTANTA (CONSTANTA) S.9. 29 ,, Mihai Viteazul“ cl.IV Dorneanu Cezar 
(32+320); S.g. ,.D. Barbilian“ cl. VIII Prodan George (40); C.N. Pedagogic ,,C-tin 
Brdatescu“ cl.V Balagiu Darian (160);C.N. ,, Mircea cel Batran“ cl.V Burnichi Alexan- 
dra (100), Simionov Bogdan (130), Titei Paula (30), cl. VII Caragheorghe Elena 
(190), Coman Diandra (100), Dumitru Andreea Bianca (140), Puscagu Radu Andrei 
(150), cl.IX Ghezea Madalina (60), Gruia Haricleea Maria (50), cl.X Miu Cristina 
(50), cl.XI Balagiu Ana Maria (50), Bogescu Andreea (40), Ciobotariu Raluca (60), 
Craciun Irina Andrada (90), Duma Andra Ioana (70), Falfan Miruna (50), Lazar 
Miruna Andreea (50), Munteanu Diana (70), Stamat Andrada (40), Valcea Luana 
Crina (70). 

CRAIOVA (DOLJ) S.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ cl. VI Balaci Andrei Lucian (140); $.g. 
»Al. Macedonschi“ fard mentiune de clasa: Piciu Iulia Maria (40); $.g. ,,Sf. Du- 
mitru“ cl.IV Ciurea Maria Alexandra; C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl.III Lungoci Andrei 
(50), Mitranca Sara (50), Soimu Bianca (40), cl.[X Ghenciu Vlad $tefan (100), Lutan 
Ruxandra (100), cl.X Barbu Octavian (100), Campeanu Robert (70), Enorovici De- 
nis Gabriel (80), Gangioveanu Alexandra (120), Mitru Adina (100), Predeanu Chris- 
tian (80), Radu Mihai (70), Tudor Ciprian (100), fara mentiune de clasé: Coliban 
Eliza (100), Filip Andrei (70), Onea Andrei (70), Rosiu Raluca (100). 

CUGIR (ALBA) §.g. 3 cl. VII Stefanescu Ionela (10). 

CURTICI (ARAD) Lic. ,,Jon Creanga“ cl. VII Joandrea Sergiu (100). 

DEVA (HUNEDOARA) CN. ,, Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda (530), cl. VI 
Borleaea Adela(80), Popovici Andreea(90), Stanescu Alexia Carla (50), Top Alexan- 
dru Vasile (50), cl.X Patea Octavian (40). 

DRAGASANI (VALCEA) S$.g. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.VI Suganu Vlad Ga- 
briel (80), cl. VII Radu Alberto (20). 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 2 cl.IV Taiche Lauren- 
tiu (200); S.g. 3 cl.IV Mergea Erika Maria (210), Puiu Gabriela Mara (300+240), 
Puiu Mihaela Maria (300+240); $.g. 11 cl.V Stanciu Andra (330), cl. VI Chisalita 
Iasmina (180), Dragotoniu Corina (100); $.g. 14 cl.IV Nuicad Mihai Calin (100); $.g. 
15 cl. VIII Iordachesa Anca (100); C.N. Pedagogic ,,Stefan Obreja“ cl.V Badet, Bianca 
(90), Busoi Daniela (70), Carstea Rania (60), Chirita Alessandra (100), Dragotoniu 
Madalina (80), Dragan Turturea (80), Filip Vladimir (80), Ghijan Alexandru (80), 
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Popa Laura (80), Stefan Raul (80), Tudor Stefan (120);C.N. ,, Traian“ cl.V Vasile 
Daniel (370), Voinea Andreea Alessandra (90+100); C.N. ,,Gheorghe Titeica“ cl. VII 
Iliescu Nicoleta Cosmina (80); 

FETESTI (IALOMITA) S.g. 7 ,Aurel Vilaicu“ cl.V Andreescu Claudia (60), 
Coipan Razvan (100), Dobrescu Gabriel (70), Dobrescu Stelian (70), Radu Mihaela 
(60), cl. VI Sima Cosmin (170), cl. VII Chicet Ana Iulia (70+70), Clinciu Valentin 
(120+150), Iordache Leonard (80), Ivan Bianca (120), Ovreiu Auras Danut (250), 
cl. VIII Hulubei Bianca Elena (100), Naca Marian (70), SaAceleanu Andrei (130), Stere 
Robert (60). 

FRECATEI (TULCEA) S.g. cl.IV Nutu Alina (60), cl. VII Halciuc Alexandru 


(60). : 

GAESTI (DAMBOVITA) cv. » Vladimir Streinu“ cl.VII Constantinescu An- 
drada (40). 

GIURGIU (GIURGIU) $19. 7 cl.V Soare Theodora (50); S.g. ,,Acad. Marin 


Voiculescu“ cl.V Banica Daria ae ), Stancu Andreea Nicoleta (120). 
GURA HUMORULUI (SUCEAVA) S.g. , Tudor Bélan“ cl. VI Mirog Razvan 


TASY (IASI) $.g. ,Al. Viahutd“ cl. VI Blejuta Eduard Florin (80), Hriscu Alexandru 

Gabriel (80);S.g. CG. Calinescu“ cl. VI Balan Alexandru (80), Lica Tudor (80), Popa 

Razvan (80); $.g. ,,.Mihail Kogdlniceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris (30); Lic. 

» Miron Costin“ cl. VII Chirica Andra (140), Florea Andreea (150), Nistor Georgiana 

(140); C.N. ,,2mil Racovité“ cl.VI Radu Iulia (100); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl. VII 

Florea Bianca, cl.X Dedeaga Delia (100); C.N. ,,Costache Negruzzi“ cl. VI Toma 

Mara (120), cl. VII Turculet Dorina (320); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.VI Vasiliu 
Razvan (80) CN. ‘east Wurmbrand“ cl.XII Parvu Alina (120). 

IZBIC (OLT) S.g. cl. VI Patachia Simona Ionela (80). 

JIBOU (SALAJ) Lic. »J. Agarbiceanu“ cl.XI Veres Ionut, (160). 

LERESTI (ARGES) S. g. 1 cl.V Dascdlu Catalina (90). 

LESILE (DOLJ) $19. cl.V Hancu Abel (60), Tiglar Iuliana (50). 

LUGOJ (TIMISOARA) S.g. 4 cl.V Blotea Antoni (80), Muntean Radu (120), 

cl. VI Sutuc Sorina (80), cl. VII Ciama Robert (150), fara mentiune de clasd: Uihelyi 

Larisa (200 

LUPENI T (HUNEDOARA) S.g. 2 cl. VIII Dosan Laurentiu (70). 

MARGHITA (ORADEA) cv. , O. Goga“ cl.V Nedescu Carla Alexandra (100), 

Sabau Florin IPR 

MANECIU (PRAHOVA) Fic. Tehnologic cl. VII Barbu Bianca Elena (110), Dani- 

lé Teodora (140), Filip Andreea (100), Mosor Teodora (140), Posea Cristina (80), 

Stancu Viziri Irina (110), Toc& Vlad (140), cl. VIII Burlacu Diana Valentina (110), 

Ciurca Eliza Georgiana (110), Oprica Dan (110). 

MOROIENI (DAMBOVITA) S.g. ,Jon Ciordnescu“ cl.IV Rasnoveanu Ecate- 

rina 

MOVILITA (IALOMITA) ¢ 9. cl.V Banic& Ionela (90), Costache Gheorghe 

(110), Georgescu Adriana Tania (90), Tarus Alina (150). 

NAVODARI (CONSTANTA) S.g. ,G. Enescu“ cl.V Costinescu Maria (120), 

Damian Flavius (120), Enache Daria (120). 
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ODOBESTI (VRANCEA) Lic. , Duiliu Zamfirescu“ cl.III Giurgea Petru An- 
drei (50), cl.V Onofrei Adelina Gabriela (70), cl. VI Braulung Monica (90), Dita 
Georgiana (120), Nan Ionela (90), Vulcan Ana Maria (70), cl. VII Croitoru Cosmina 
(70), Ene Crina (100), Giurgea Robert (50), Nan Valentin (50), Obreja Adina (50), 
Onica Ilona (60), Palade Alina (60), cl. VIII Barbu Victor (60), Boboc Madalina 
(70), Bunoara Loredana (70). 

OTELU ROSU (CARAS SEVERIN) Lic. Bandtean cl. XI Stefanescu Andrei 
(130). 

PANTELIMON (ILFOV) §.g. ,,Al. I. Cuza“ cl.V Minca& Ana (50). 
PETRILA (HUNEDOARA) §$.9. 6 ,,.D. Saérbu“ cl.VI Condurat Denisa (80), 
fard mentiune de clasd: Mitrofan Alexandru (50). 

PITESTI (ARGES) $.9. ,,Davila“ cl. VI Rizoiu Bianca (120); 9.9. ,,fon Pilat“ 
cl.V Dumitru Ana Maria (150). 

PLOIESTI (PRAHOVA) S.9. Sf. Vasile“ cl.V Munteanu Teodora (20); C.N. 
,lon Luca Caragiale“ cl.IV Cadar Elena (20), Botea Marian (20), Vintila Diana 
(10), Petrescu Mihnea (10), cl.V Cehivarean Andra (80), Dita Mara (110), Frunza 
Vladimir (50), Godeanu Anastasia (120+120+90), Jianu Maria Bianca (130), Mirosu 
Alexandra (90+90), Nistor Elena (1310), Nita Ana (100), Oprisescu Andrei Stefan 
(130), Paduraru Anaida (240), Raducanu Gratian (50), Radulescu Ana Maria (50+ 
120+130+90), Renghes Victor (120), Sanda Andreea (250+230), Secreteanu An- 
dreea (90+120), Stan Radu (60), State Alexandru (120), Tiu Delia (110), Voicu 
Sabina (80), cl.VI Tudor Dan Mihail (140), cl.[X Manea Robert (140), Nadejde 
Catalina (100). 

POTCOAVA (OLT) Lic. ,,Stefan Diaconescu“ cl.VI Ivana Alina (90). 
RAMNICU SARAT (BUZAU) §$.9. 6 Panturu Adelina (50); $.g._ ,, Vasile 
Cristoforeanu“ cl.V Bricea Ana Cristina (60), Crintea Bianca Maria (60), Cristodor 
Andra Joana (70), Ghiliftoiu Oana (80+70), Sava Elena (80), Serban Tudor (110), 
cl. VIII Gheorghe Laura (100), Vasilache Violeta (90+150); C.N. ,,Al. Vlahutd“ cl.VI 
Lazarescu Vlad (70), Tatan Miruna Maria (260). 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) 5.9. , Take Ionescu“ cl. VII Dumitrescu Dan 
(310), Papa Valentin (20). 

RECEA (MARAMURES) 5S.g. cl.V Ghitie Denisa (100), Mois Izabela (100). 
REGHIN (MURES) $.9._,,Alezandru Ceusianu“ cl.VI Ivonas Iulia (100); $.g. 
»Augustin Maior“ cl.V Rotar Catalin (50), Zajsan Andrei (50), cl. VI Oprea Florin 
(60). 

RESITA (CARAS SEVERIN) S.g. 2 cl.V Fara Eduard Petru (290), cl. VIII 
Milencovici Merima Nicole (60). 

ROGOVA (MEHEDINTI) 9$.9. cl.IV Dondera Alexandru (60), Nicu Alexandra 
(60). 

ROMAN (NEAMT) $.g. ,,Al. I. Cuza“ cl.IV Stafie Costina (160+130). 
ROMULI (BISTRITA-NASAUD) $.g. cl.V Bulz Raluca (200), Ivan Alexandru 
(200), Rus George (100), cl. VI Curtuius Elisabeta (70), Lilian Ioana (60), Timoce 
Diana (70), cl. VII Cilian Georgiana (100), Scuturici Claudia (100). 

SALVA (BISTRITA-NASAUD) S.9._ ,, Tiberiu Morariu“ cl.IV Linul Cristian 
(120), Oprea Ramona (110), cl.V Pavele Maria Ioana (70). 
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SEBES (ALBA) C.N. ,,Lucian Blaga“ cl.IX Alisie Razvan (80), Filip Liviu (100), 
Groza Doriana (80), Stanusiu Cristina Ioana (80), Epure Luician (100), cl.XI Andrus 

Andreas (120), Dumitreasa Mihai Ioan (120). 

SEINI (MARAMURES) 9§.g. 1 cl.V Pop Adrian Vasile (100), cl.VII Szilagyi 

Edward (100). 

SIBIU (SIBIU) 98.9. 4 cl.VII Diaconu Mihai (290+20); S.g. 18 cl.V Muntean 

Codrin (100+240), cl.VI Muntean Flavia (70+120); $.g. ,,Nicolae Iorga“ cl.VI 

Gaura Marius (80); Lic. ,,Onisifor Ghibu“ cl. VII Popa Emil Constantin (80); C.N. 
,, Gheorghe Lazar“ cl.V Roberts Olivia Mary (60+50), cl. VII Lavionescu Adrian (90), 

Roberts Emma Maureen (40). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) 8.9. ,,Dr. Ioan Mihaly de Apsa“ 

cl.V Biro Daniel Iuliu (50); Lic. Pedagogic ,,Regele Ferdinand“ cl.V Bogdanovici 

Andreea (80), Ilies Bianca (70), Visovan Magdalena (70). 

SLATINA (OLT) S.g. ,,Eugen Ionescu“ cl.V Ganeganu Ionela (180), cl. VI Florita 

Violeta (140), cl. VII Barbu Simina (140). 

SLOBOZIA (IALOMITA) S.g. 3 fard mentiune de clasd: Barzoi Bianca (60), 

Dorobantu Alexandra (50), Manea Lidia (110). 

SMARDAN BRADEANU (BUZAU) $.g. cl.V Neagu Alina (180), cl. VI An- 

drei Florentina (80), Florea Madalina (80), Serban Larisa (80), cl. VIII Furtuna Elena 

‘Madalina (60), Ilie Adina (60), Neagu Andra (60). 

STANISESTI (BACAU) S.9. Balotesti cl.IV Andriescu Andrei (300). 

TARGU BUJOR (GALATI) §.9. ,,Grigore Hagiu“ cl. VII Solomon Radu (50). 

TARGU LAPUS (MARAMURES) Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.V Petrut Ticu- 

leanu (80). 

TARGU MURES (MURES) §.9. ,,Dacia“ cl.VI Brustur Otilia (70); $.9. ,,Dr. 

Bernddy Gyorgy“ cl. VIII Zahan Mara (130); $.g. ,,Liviu Rebreanu“ cl. VII Burtica 

Cristina (200); C.N. ,, Unirea“ cl. VIII Hilbert Dennis (100). 

TIMISOARA (TIMIS) $.g. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (100), Jula Alex Rares 
(100), Pert, Radu Craciun (100), faérd mentiune de clasd: Mosteanu Alexa (60); $.g. 

24 cl. VI Cornea Radu (100), Novacovici Ioana (110+110); Lic. ,,Grigore Moisi" 

cl. VII Paulescu Ioana (100). 

TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl.VI Pisicé Andrei (70). 

URZICENI (IALOMITA) $.g. 1 ,,Al. Odobescu“ cl.VIII Alexandru Gabriela 
(130+130); $.g. 2 ,,J.H. Rddulescu“ cl.VI Ispir Oana Raluca (80). 

VIDELE (TELEORMAN) 8.9. 1 cl. VI Erimia Clara (140), Nita Denisa Teodora 
140). 

as DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,Bogdan- Voda“ cl.XI Simon Gheorghe 

Tonut, (110). 

ZIMNICEA (TELEORMAN) 8.9. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (290), Tancu 

Mihaela Isabelle (180). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clas& de urmA&torii profesori: 


AIUD (ALBA) 9.9. ,,Ovidiu Hulea“ Nitu Angela. 
ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Apulum“ Urcan Mihaela. 
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ARAD (ARAD) Lic. ,,Adam Miller Guttenbrunn“ Francz Adalbert, Stoica Mir- 
cea Mario; C.N. ,,Moise Nicoara“ Moraru Augustin, Negrila Liliana; C.N. ,,Samuel 
von Brukenthal“ Bottesh Martin. 

BACAU (BACAU) S.g. ,,Al. I. Cuza“ Blajut Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9$.9. ,,Avram Ioncu“ Corpodean Sonia; $.g. 
,»Lucian Blaga“ Keller Otto; $.g. ,,Octavian Goga“ Popovici Ioana;C.N. ,, Gheorghe 
Sincai“ Heuberger Dana; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Sabau Stefan. 

BARLAD (VASLUI) C.N. ,,Gh. Rosca Codreanu“ Mihalache Dumitru. 
BICHIGIU (BISTRITA NASAUD) 8$.9. Clini Liviu. 

BISTRITA (BISTRITA NASAUD) 9$.9. ,,Stefan cel Mare“ Baciu Monica, 
Morar Horatiu. 

BORSA (MARAMURES) Lic. Mihali Marinela. 

BOTOSANI (BOTOSANI) $.g. 11 Tudose Geanina; C.N. ,,Mihai Eminescu“ 
Trisca Teodor. 

BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Rancu Pavel. 
BRASOV (BRASOV) 9.9. 5 Minea Delia; $.g. 11 ,,St. O Iosif“ Ghigse Lucica; 
S.g. 13 Gaszpor Adriana; $.g. 15 Cocalea Rodica; $.g. 27 ,, Anatol Ghermanschi“ 
Bajan Mariana; C.N. ,, Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel. 
BRAILA (BRAILA) S.g. ,,C-tin Sandu Aldea“ Pasci Rudi; $.g. ,,Fadnus Neagu“ 
Paun Victor; $.g. ,Jon Creanga“ Paun Viorica; Lic. Pedagogic ,,.D. P. Perpessi- 
ctus“ Serban George Florin; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel, 
Danielescu Gabriel. 

BUCURESTI $.g. 3 Dinu Razvan; $.g. 30 ,,Grigorie Ghica Voievod“ Osiceanu 
Sorin; $.g. 56 Radu Dana; $.g. 78 Manache Aurelia, Palici Aurelia; $.g. 79 Neacsu 
Carmen; 9§.g. 96 Rosca Viorica; $.g. 97 Olteanu Cristian; $.g. 113 Verdes Ioana; S.g. 
»Anastasia Popescu“ Corpaci Daniela; Colegiul economic ,,Lauder-Reut“ Revencu 
Ileana; Lic. ,, Marin Preda“ Baciu Florina; Lic. ,, Stefan Odobleja“ Dumitru Camelia; 
C.N. ,,George Cogbuc“ Preda Claudia; C.N. ,, Tudor Vianu“ Chites Costel. 
BUZAU (BUZAU) $.9. 15 ,,G.E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CALAN (HUNEDOARA) Lic. ,,Ovid Densusianu“ Dimisoni Manuela. 
CALARASI (CALARASI) 9-g. ,,Carol I“ Furtuna Sorin, Predoiu Eugen; S.g. 
»Nicolae Titulescu“ Constantin Adriana. 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) 8.9. 3 ,,Bogdan Voda“ Magu- 
rean Toader. 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ Neghina Ion. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 8.9. 29 ,,Mihai Viteazul“ Toma Mihaela; 9.g. 
»Dan Barbilian“ Arventiev Maria; C.N. Pedagogic ,,Constantin Brdtescu“ Cavachi 
Nicolae; C.N. ,, Mircea cel Baétrén“ Contanu Mihai, Frecus Viorica. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ Patragcu Mariana; S.g. ,,Sf. Du- 
mitru” Jianu Lonetta; 9.9. ,,.Al. Macedonschi“ Margineanu George; C.N. ,,Fratii 
Buzesti“ Ciuperceanu Marian, Tutescu Lucian. 

CUGIR (ALBA) $.g. 3 Mitea Mariana. 

CURTICI (ARAD) Lic. ,,lon Creanga“ Don Nelu. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Golgotiu Flavia, Lint Dorin, Lint Ma- 
randa. 

DRAGASANI (VALCEA) $.g. ,, Tudor Vladimirescu“ Vieru Gheorghe. 
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DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.g. 2 Puiu Luminita; $.g. 3 


Vasile Florica; $.g. 11 Saceanu Victor; $.g. 14 Petriu Gabriela; C.N. ,, Traian“ Praja 
Manuela; C.N. ,,Gheorghe Titeica“ Ungureanu Octavian; C.N. Pedagogic ,,Stefan 
Sa “ Bondoc Gabriela. 

FETESTI (IALOMITA) S.g. 7 ,,Aurel Vlatcu“ Costache Constantin, Halmagiu 


Nicolae, Nicolescu Ion. 
FRECATEI (I[ALOMITA) ¢ 9. Morozencu Ionel. 


GAESTI (DAMBOVITA) cw. » Vladimir Streinu“ Turci Tuliana. 

GIURGIU (GIURGIU) S.g. 7 Dinca Gabriela; $.g. ,,Acad. Marin Voiculescu“ 
Gogoasa Iulian. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) S.g. ,, Ludor Balan“ Munteanu Liliana. 
IASI (IASI) S.g. ,Al. Vlahutd“ Bejan Tinuta; $.9.,,G. Calinescu“ Bejan Tinuta; 
S.g. ,Mihail Kogdlniceanu“ Sarbu Lenuta; Lic. ,,Miron Costin“ Luchian Dorel; 
C.N. ,,Costache Negruzzi“ Sava Radu; C.N. ,,Emil Racovitd“ Pitu Leon; C.N. ,,G. 
Ibrdileanu“ Chirila Constantin, Maciuc Dominica; C.N. ,, Mihai Eminescu“ Blendea 
Gheorghe; C. N. ,, Richard Wurmbrand“ Maciuc Dominica. 

IZBICENI (OLT) 5$.9. Gulie Marian. 

JIBOU (SALAJ) Lic. ,,on Agarbiceanu“ Sampacean Liviu. 

LERESTI (ARGES) S.g. 1 Ungureanu Gheorghe. 

LESILE (DOLJ) S.g. Stanciu Emil. 

LUGOJ (TIMISOARA) S.g. 4 Cadariu Liviu Ioan, Gheorghita Sebastian, Mun- 


teanu Rodica. 
LUPENI (HUNEDOARA) S.g. 2 Nicolaescu Alina. 


MARGHITA (ORADEA) ©.N. ,O. Goga“ Ursan Rodica. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

MOVILITA (ILALOMITA) S.g. Chircusi Antonigel. 

NAVODARI (CONSTANTA) S.g. , George Enescu“ Constantinescu Gabriela. 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,Duiliu Zamfirescu“ Chiriac Teodora, Tarciniu 


Vasile. 
OTELU-ROSU (CARAS-SEVERIN) Lic. Bandtean Dragomir Lucian. 
PANTELIMON (ILFOV) S.g. ,Al. I. Cuza“ Cretu Cristina. 
PETRILA (HUNEDOARA) ¢.9. 6 ,1.D. Sérbu“ Marchidan Minodora. 
PITESTI (ARGES) S.g. ,,Davila“ Vacaru Daniel; $.g. ,, Jon Pilat“ Haller Daniela. 
PLOIESTI (PRAHOV: ) S.g. ,,Sf. Vasile“ Pana Tatiana; C.N. ,Jon Luca Cara- 
iale“ Craciun Gheorghe, Nachil& Petre, Nita Eugen, Vasile Emil. 
OTCOAVA (OLT) Lic. »otefan Diaconescu“ Ivana Valeria. 
RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 6 Giurea Cristina; $.9. ,, Vasile Cristofo- 


Vv 


reanu“ Cristea Mirela, Marin Simion; C.N. ,,Alezandru Vlahuta 
Neagu Constantin Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. ,, Lake Ionescu“ Popescu Constantin, 
Smarandoiu Stefan. 

RECEA (MARAMURES) S.g. Mihis Anca. 

REGHIN (MURES) S.g. ,Alerandru Ceusianu“ Simion Gheorghe; $.g. ,,Augus- 


tin Maior“ Bozdog Constantin. 
RESITA (CARAS SEVERIN) §.9. 2 Draghici Mariana. 
ROGOVA (MEHEDINTI) $.9. Sarbulescu Florentina. 


“ Lazarescu Dragos, 
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ROMAN (NEAMT) 9:9. »Al. I. Cuza“ Geman Maria. 
ROMULI (BISTRITA NASAUD) 9-9. Calini Rodica. 


SALVA (BISTRITA N AS AUD) S.g. ,, liberiu Morariu“ Ceuca Letitia, Moldo- 
vean Floarea. 


SEBES (ALBA) C-.N. ,,Lucian Blaga“ Tudor Petru. 

SEINI (MARAMURES) S.g. 1 Mesesan Teodora, Tivadar Ioan. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetchi Rodica; $.g. 18 Ardelean Liviu; $.g. ,,Nicolae 
Iorga“ Negrila Doina; Lic. ,,Onisifor Ghibu“ Dragoe Mihaela; C.N. ,,Gh. Lazar“ 
Serb Delia. 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) 9-8 »Dr. [oan Mihaly de Apga* 
Put Liliana; Lic. Pedagogic ,,Regele Ferdinand“ Put Liliana. 

SLATINA (OLT) S.g. ,fugen Ionescu“ Nasui Mariana, Popa Gratiela. 
SLOBOZIA (IALOMITA) 9-9. 3 Dinu Razvan. 

SMARDAN BRADEANU (BUZAU) 9-9. Stanescu Ion. 

STANISESTI (BACAU) 9-9. Balotesti Coman Costica. 

TARGU BUJOR (GALATI) 9-9. »Grigore Hagiu“ Mitu Dan George. 
TARGU LAPUS (MARAMURES) Lic. ,,Grigore Moisil“ Boga Ovidiu. 
TARGU MURES (MURES) 9-9. »Dacia“ Stoica Angela; $.9. ,Liviu Rebreanu“ 


Ganta Florica; C Unirea“ Hecser Eniko. 

TIMISOARA (TIMIS) §.g. 24 Mihet Maria; Lic. ,,Gr. Moisil“ Bociu Cerasela. 
URZICENI (IALOMITA) S.g. 1 ,,Alezandru Odobescu“ Paraschiv Nicolae; S.g. 
2 ,,J.H. Radulescu“ Turcu Alina. 

VIDELE (TELEORMAN) 9-9: 1 Constantinescu Florica. 

VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,.Bogdan- Voda“ Pop Vesel Floare. 
ZIMNICEA (TELEORMAN) 9-9. 3 Vlad Emil. 


In perioada 23 aprilie — 5 mai 2014, au trimis solutii la probleme pentru 
Concursul Gazeta Matematicasi ViitoriOlimpici.ro urmAatorii elevi: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) 9-9. »Mthai Viteazul“ cl. VII Calitescu Mihai, 
cl. VIII Andreica Radu-Adrian; $.g. ,,Stefan cel Mare“ cl. VI Iordan Oana Mihaela. 


ARAD (ARAD) Lic. Teoretic , Adam Muller Guttenbrunn“ cl.V Buda Paul; C.N. 

»Moise Nicoara“ cl. VII Crigan Ioana, cl.[X Santa Richard Andrei. 

BACAU (BACAU) ©-N. Gh. Vrénceanu“ cl.V Andronic Smaranda, Dolineanu 

Miruna. 

BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,,Gh.Sincai“ cl. VII Mercea Ioana; $.9. 

» Vasile Alecsandri“ cl.V Blidar Alexandra Anamaria, Blidar Melisa Madalina; C.N. 

» Vasile Lucaciu“ cl. VII] Bodnar Andreea Laura. 

BEIUS (BIHOR) ©-Tf. ,,foan Ciordag“ cl. VII Tau Andreea. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 9.g- Lucian Blaga“ cl.VII Deac Alex 

Claudiu, Reu Teodora;C.N. ,,Liviu Rebreanu* cl.V Badiu Anca, Hognogi Cristina. 

BLAJ (ALBA) ©-.N. ,J. I. Micu Clain“ cl.IX Megiegan Sergiu. 

BOGD ANESTI (SUCEAVA) 9-9-1 cl.V Airinei Andrei Cristian, cl.VI Alexiu 
ucian. | 

BOTOSANI (BOTOSANI) 9-9. 10 cl.VI Aciobanitei Andrei, Alexuc Eduard; 

C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl.VI Ababei Madalina, Trigc& Vicol Cezar, cl.IX Pricope 

Tidor Vlad, Rotaru Andreea. 
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BRASOV (BRASOV) $.g. 2cl.V Albert Alexandra, Corbu Andreea, Duca Daniel 
Florin, Manea Alexandru, Muscalu Diana, Popa Diana, Robu Anamaria, Simescu 
Diana, cl.VI Barla Mara, Ciurea Maria Eliana, Giurgiteanu Mihai Andrei, Schiller 
Vlad, Saramet Andrei, Tomici Andreea Mihaela, cl.VII Banicaé Dragos, Corbos 
Raluca, Enache Teodora, Nedelcu Vlad, Saplacan Amanda, cl. VIII Martinescu Tu- 
dor, Pomirleanu Sebastian; $.g. 5 cl.IV Pomponiu Iulius Eugen, cl.V Gherghe Ana 
Ilinca, Manghiuc Andrei, Secarea Diana Maria, cl. VI Boeriu Bianca Maria, Vasilescu 
Joana; §.g. 15 cl. VI Bratu Oana; Lic. ,,Andrei Muresanu“ cl. VIII Chitu Andrei; 
Lic. Teoretic ,, Johannes Honterus “ cl. VI Ciupala Ana Iulia; Lic. ,,Nicolae Titulescu “ 
cl.XI Iacob Andrei; C.N. ,,Andrei Saguna“ cl.V Cardan Maria Alexandra, Gilea 
Vicentiu, Mandai Dan Catalin, cl. VI Chichernea Diana, cl.VII Arens Patricia An- 
tonia, Cataron Andrei, cl.[IX Manea Dragos; C.N. ,,Emil Racovitad“ cl. VI Vorovenci 
Rares Ionut; C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil“ cl. VI Popescu Dragos Septimiu. 
BRAILA (BRAILA) 9.9. lon Creanga“ cl.VI Bulgaru Maria Diana; 9.9. 
»fanus Neagu“ cl. VI Chirita Ioana, Dima Ioan Andrei, Dragnea Andreea, Samoila 
Rares; 9.g. ,,. Mihai Eminescu“ cl. VIII Grecu Cristian Stelian, Moise Gabriel; C.N. 
»Nicolae Balcescu“ cl.V Drogeanu Daria, Macineanu Maria-Irina, cl. VI Anghel Maria 
Andreea, Buruiana Albert Mihai, Cioroiu Ioana Denise, Cristache Ionut, Gabriel, 
Done Mihnea, Fotin Andrei Stefan, Lupascu Irina Elena, Popescu Maria, Popescu 
Vlad Cristian, Staicu Dan Andrei, Zeles Miruna, cl. VII Mihailescu Cristian. 
BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic cl.V St&nculescu Gabriel. —_ 
BUCURESTI 58.9. 12 ,,Herdstrdu“ cl. V Ene Stefan-Gabriel; $.g. 56 cl.V Coman 
Alexandru Sergiu, cl. VI Ciocan Maria, Mihai Andrei Cristian; $.9g. 67 cl.V Radoi 
Raisa, cl. VI Despa Alexandra Adina, Matei Mihaela, Sirbu Andreea Daniela; 9.g. 
78 cl.V Craciun George Claudiu, Dragan Horia Andrei; $.g. 79 cl.[V Ghincea Matei, 
cl.V Constantin Dragos Sebastian, cl. VI Sima Andreea, cl. VIII Capraru Richard; §.g. 
81 cl.IV Andreescu Ovidiu Stefan, Bran Mihai, Cociobaé Octavian George, Matei 
Stefan, Moldoveanu Alex Adrian, Popescu Alexandra, Vija Andreea Amalia, cl.V 
Dragomir Mara Iuliana, Lazar Alexia, cl. VI Panaitescu-Liess Nicholas Matei, Picu 
George, cl. VII Radulescu Alessandra Maria; $.g. 97 cl.V Sandu Theodor Pavel, 
Stoian Matei; $.9.128 cl. VII Dragu Ana-Maria: $.g. 139 ,,Mircea Santimbreanu“ 
cl. VI Chiper Alexandra Diana, Chiper Ioana Cristina; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ cl. IV 
Constantinescu Alexandru Marius, cl.V Stavarache Teodora Maria, cl.VII Giuglea 
Radu, cl. VIII Preda Stefania; $.g. ,,Constantin Brancusi“ cl.V Bacioiu Evelyn An- 
dreea; $.g. 190 cl.V Ispas Daria, Mitu Matei, Serb Ioana; $.g.195 cl. IV Scarlat 
Madalina, $.g.197 cl.IV Joita Octavian; $.g. 280 ,,Mihail Sebastian“ cl.V Oprea 
Alexandru Octavian, cl.VII Tender Laura; $.g. ,,Sf. Trei Ierarhi“ cl.V Chirciu 
Ioan, Voicu Stefan; $. Europeand cl.IV Popescu Ioana; Lic.International de Infor- 
maticd cl.V Parfeni Andrei Alexandru, Simon Sebastian Mihai, cl. VII Georgescu 
Laura Ioana, Hendoreanu Ana Daria, Nicolae Ioan Andrei, cl.[X Lia Ioana, Mihalcu 
Alexandru, cl.X Cojocariu Sebastian; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ cl.V Ciocaru 
Cristina; Lic. Teoretic ,,Ion Barbu“ cl. V Mustatoiu Sebastian; Lic. ,, Marin Preda“ 
cl.IV Nit& Andrei, Tudorache Stefan Cristian; C.N. ,, Gheorghe Lazar“ cl.VI Mihai 
Radu Ioan, Nicorescu Patricia Irina Andreea; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl.[X Popescu 
Tudor Dimitrie, cl.X Panaitescu-Liess Michael Andrei; C.N. ,, Tudor -Vianu“ cl.V 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 275 


Ichim Alexia Ioana, cl. VII Constantinescu Adriana Mirela, Iorgulescu Matei, cl.IX 
Dicilea Alex Valentin, cl.XI Niculae Arthur. 

BUZAU (BUZAU) 9§.9. 16 cl.V Sutu Daniel. 

CARACAL (OLT) $2.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl.VIII Chriroiu Doina. 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Ped. ,,C.D.Loga“ cl.XI Dinulica Au- 
gustin, Dinulicé Septimiu; L.T. ,, Traian Doda“ cl. VI Dogaru Raul. 

CALARASI (CALARASI) §.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl.VI Balea Catalin Ioan, 
Iordache Stefan Darius. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.g. ,,Oprea Iorgulescu“ cl.IV Jipa Darius 
Andrei, cl. VIII Serboi Florea Dan; $.g, 3 ,,Nanu Muscel“ cl.V Ungureanu Monica; 
C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl. VI Contor Andrei. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovita“ cl.V Rapeanu George Alexan- 
dru. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 8.9.29 ,, Mihai Viteazul“ cl.IV Dorneanu Cezar, 
cl. VIII Milcu Ana-Maria; S.g. 38 ,,Dimitrie Cantemir“ cl. VII Stanca Adelin Nicolae; 
S.Spectrum cl.V Girban Alexandru, Puscasu Razvan, Vergelea Vlad; Lic. Internaji- 
onal de Informatica cl.[X Paunescu Adrian, Podasca Andreia; Lic. Teoretic ,, Ovidius “ 
cl.V Beghim Genghiz, cl.VI Mocanu Andrei Florentin; C.N. Pedagogic ,,Constantin 
Brétescu“ cl. VIII Dracopol Alexandru Ion;C.N. ,,Mircea cel Batran“ cl.IX Fulea- 
Margarit Traian, cl.XI Brezeanu Laura Cristina, Irimia Daiana Mihaela, Nichita 
Emil Nicolae. 

CRAIOVA (DOLJ) $.9.18 ,,Sf. Dumitru“ cl.IV Nicola Alexandra Mihaela; $.g. 24 
»Of. Gheorghe“ cl.VI Balaci Andrei Lucian; $.g. 32 ,,Alezandru Macedonski“ cl.VI 
Dita Alin Gabriel; Lic. Teoretic ,, Henri Coanddé“ cl.V Apostolescu Ruxandra Maria, 
Capruciu Alexandru Mihai, Dorobantu Andrei Ovidiu, Negoeasa Adelina Maria, 
Tone Andrada Stefania, Varzaru Andreea Bianca, Voicu Alexia Maria; C.N. ,,Carol 
I“ cl. VI Popa Erminia Petra, cl.[X Jianu Stefania Ligia, cl.X Bucur Mara Miruna; 
C.N. ,,Elena Cuza“ cl.X Jega Alexandru; C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl. IV Ciuperceanu 
Vlad Mihai, cl. VIII Lemeni Ioan Codrut, cl.[X Gurita Vladimir, Nicolaescu Andrei, 
Patrascu Cristian Bogdan, cl.X Turcu Andrei George, cl.XII Kevorchian Andreea 
Gabriela. 

CUGIR (ALBA) $c.g. 3cl.VI Barabant Iulia, Bel Luana, Lazar Tia, cl. VII Enescu 
Ana-Maria, Para Roxana, Presecan Laurentiu, Stefanescu Ionela, Tartau -Cosmina, 
Vaidasigan Lorea. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal™ cl.V Petrui Cezara Maria, Procopie 
Urban Anda, Radu Alexandra Maria, c].VI Popovici Andreea Alisia, Stanescu Alexia 
Carla, cl. [IX Iacob Paul Cristian, cl.X Pitea Octavian. 

DOROHOI (BOTOSANI) 9.9. 8 ,,Mihail Kogdlniceanu “cl.V Agachi Miruna, 
Bahrin Alexandra Miruna, Barbacariu Alexandra, Caruntu Denisa, Condurache 
Flavia Miruna, Rebenciuc Tudor, Rotariu Tudor Liviu, Rusu Miruna. 
DRAGASANI (VALCEA) $.9. ,,T. Viadimirescu“ cl.VI Anghelina Ion Marian. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.9. 3 cl.IV Mergea Erika, 
Puiu Gabriela Mara, Puiu Mihaela Maria; $.g. 14 cl IV Nuicé Mihai Calin; S.g. 
»Alice Voinescu“cl.VI Pirvuceanu Alexandru Daniel; C.N. ,, Traian“ cl.V Barbulescu 
Andra, Cigmaroiu Maria Sanziana, Firulescu Vlad, Nitu Gabriela, Popescu Ruxan- 
dra-Georgiana, Racianu Marian Gabriel, Ristea Radu Stefan, Semen Valentin Ion, 
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Turai Lucian, Vasile Marian Daniel, cl.VI Buse Iasmina Alexandra, Grecu Bogdan 
Octavian, cl. VII Dumitrache Francesca Luisa, Picior Catalin, Seitan Radu Catalin, 
Tabacu-Teculescu Andra. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ cl. VI Veltan Victor. 

FARCASA (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ cl.IV Bartha Emeric-Arthur, 
Babag Raul Florin, Busecan Anda, Dumitras Iulia, Lupse Luiza Maria, cl.V Botis 
Iulia Maria, Ciurdag Dariana Eneida, Mereut, Andrei Ramon, Mereuti Cristina Da- 
iana, Nicoara Larisa Maria, Pilanciu Cecilia Maria, cl. VII Busecan Iulia. 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,Aurel Vlaicu“ cl.VI Ivan Bianca Diana. 
FOCSANI (VRANCEA) 9.9. ,,fon Basgan“ cl.VIII Jelea Andrei; $.9. ,,$tefan 
cel Mare“ cl. VII Grigore Diana Nicoleta. 

GALATI (GALATI) 9.9. 28 ,,Mihai Eminescu“ cl.IV Ghioca Ioana; 9.Primard 
cl.IV Murgoci Cristiana; C.N. ,, Al.I.Cuza“ cl.IV Trus Alexia; C.N. ,,Costache Negri“ 
cl.IV Buleti Daria Alexandra, Mayer Rosca Bianca, cl.X Bouros Ioana. 

GAESTI (DAMBOVITA) C.N. ,, Viadimir Streinu“ cl.IX Anghel Petrisor, cl.X 
Anghel Victor Valentin. | 
GUGESTI (VRANCEA) Sc. de Artesi Meserii ,Al. Vlahutd“ cl.IV Cucoaneg 
Andrei. 

HATEG (HUNEDOARA) C.N. ,,I.C.Brdtianu“ cl.XII Duna Alexandru Dan. 
IASI (IASI) 9.9. ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl.IV Ciocoiu Alexandru Boris; $.g. 
»otefan Barsanescu“ cl.IV Astefanei Octavian; Lic. Teoretic ,,Dimitrie Cantemir “ 
cl.VI Mocanu Bianca; Lic. de Informatica ,,Grigore Moisil“ cl. VIII Aluchienesei 
Victor; C. National cl.V Dodun Dan, cl.VI Chiorescu Alexandru, Gradinaru Ana 
Alexia, Lehaceanu Sharon Stefana, Prigoreanu Teodora, Stefan Tudor, cl. VIJ Curpan 
Robert Gabriel, Obada George Teodor, Petrescu Bianca, Popa Joana Maria, Pri- 
oteasa Ioana Cristina, Vacniuc Teodora Cristina, cl.VIIJ Anusc& Popa Ioan Ar- 
mand, Astefanei Cosmin, Obada Stefan Alexandru, cl.IX Pinteala Eliza; Colegiul 
,Costache Negruzzi“ cl.V Olaru Raluca, cl.VII Popescu Theodora; C.N. ,,Emil 
Racovitd“ cl.V Luchian Denisa Alexandra, Vlad Adriana, cl.VI Coca Rucsandra, 
Corduneanu Alexandra, Oleniuc Iulian, Smoc George, cl.XJI Stangaciu Ramona 
Daniela, Vizitiu Monica. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.Sc. ,,Alerandru Macedonski“ cl.VI Spataru Patricia 
Teodora, cl.[X Spataru Andrei Raul. 

MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cogbuc“ cl.X Ionete Delia Roxana. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) §.9. Mihai Eminescu“ cl.IV Dobricean 
Ioan Dorian, cl.VII Tirligan Paul; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ cl.V Iuga Ciprian, cl.IX 
Axinie Razvan, Caldarea Cristian Daniel 

NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. 1cl.VIII Iantuc Bianca; $.g. 3 cl. VI Alexan- 
dru Bianca; $.g. ,, Tudor Arghezi“ cl.V Ion Vlad, cl. VI Pascalau Robert Gabriel. 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Duiliu Zamfirescu“ cl.VI Boboc An- 
drei, Savanopol Andreea, cl. VII Nan Valentin, Palade Alina. 

ORADEA (BIHOR) Lic.Teologic Baptist ,.Emanuel“ cl.VII Tiutin Andrada 
Georgia; C.N. ,,Emanuil Gojdu“ cl.XI Zsisku Mihai. 

PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,Miron Costin“ cl. VII Ion Nela; C.N. ,,Mihail 
Sadoveanu“ cl.V Frasila Stefan, cl. VIII Buzatu Andreea. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) C.N. ,,Petru Rares“ cl.IX Spiridon Calin Daniel. 
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PITESTI (ARGES) 9-9. 4 cl.V Cioc Amelia Gisele, cl.VI Cioc Alex Andrei, 
cl. VIII Simion Teodora; $.g. 11 ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Popa Stefania, cl. VII Iancu 
George; C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.V Avram Alexandru, Cuceanu Catalin Andrei, 
Florea Andrei, Georgescu Bogdan Ionut, Jianu Alexandru, Pandelica Lucian, cl. VII 
Serban Alexandru George. 

PLOIESTI (PRAHOVA) ©.N. ,,Al. I. Cuza* cl.V Petculescu Mihnea, cl. VII Do- 
bos Emanuel Vladut; C.N. ,,[.L.Caragiale“ cl.IV Alexandru Daria Ruxandra, Andro- 
nache Madalina Georgiana, Andronic Arthur Mihai, Barac Maria Iulia, Barbu Ale- 
ssia Gabriela, Badoiu Robert Stefan, Botea Marian, Cadar Elena Manuela, Cirnici 
David, Ditiu Cezar, Doroftei Andra Vanessa, Dragomir Mihai, Gavril Alessia Alexan- 
dra, Ghiculescu Andrei Flavius, Ionescu Petra Alexandra, Mihalcea Maria Alexan- 
dra, Mirita Ioana Raluca, Miroiu Andrei Claudiu, Nicolescu Alexandru Constantin, 
Nicolescu Ioan Teodor, Onut Andrei, Petcu Eduard Gabriel, Petrescu Mihnea, Popa 
Ana-Maria, Popa Andrei, Preda Gabriel Razvan, Radu Stefan Alexandru, Savelovici 
Teodor, Stanciu Diana Catalina, Suvaiala Andreea, Timofte Andrei Cristian, Vintila 
Diana Andreea, Vlasceanu Andrei, cl. VI Deaconu Tudor Andrei, Savulescu Stefan, 
Serban Florin Alexandru, cl.[X Tudor Costin Razvan, cl.X Nedelcu Tamara, cl.XI 
Matache Cristian, Rosu Octavian; C.N. ,,Jean Monet“ cl.V Alecse Flavia, Nicu- 
lae Alexandra, Rosu Delia Ioana, Sirbu Irina; C.N. ,, Mihai Viteazul“ cl.XI Birsan 
Andrei. 

RAMNICU VALCEA (V ALCE A) 9.g. , lake Ionescu“ cl.IV Ionicaé Jennifer 
Elena, cl.V Capris Ruth, Dimitriu Andrei, Gheorghe Liviu Armand, Ionica Flavio, 
Marinescu Alexandru, Panaitescu Mihnea, Panescu Angelina Gabriela, cl. VII Du- 
mitrescu Dan, Papa Valentin; C.N. de Informatica ,,Matei Basarab“ cl. VI Marinescu 
Ioana, cl. [IX Stancu Larisa. 

REGHIN (MURES) Gimnaziul de Stat ,, Augustin Maior“ cl. VI Oprea Florin 
Octavian. 

RESITA (CARAS SEVERIN) 9.g. 2 cl.V Dumitru Maria Alexia, Fara 
Eduard Petru, Jula Diandra Melinda, Terfeloagé Mario Andrei, Tuca-Willinger 
Andra-Beatrice; Lic. Teoretic ,, Traian Lalescu“ cl.V Buga Andru. 

ROMAN (NEAMT) 9.g. 1 cl.V Leanca Ioana Ana Maria; §.g. 5 cl.VI Irimia 
Ana-Maria; C.N. ,,.Roman Voda“ cl.V Baltoi Teodor, cl. VI Bursuc Tudor, M&cinca 
Paul Alexandru. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,,Anastasescu“ cl. VI Stefan Ale- 
xandra Maria. 

SATU MARE (SATU MARE) 9.9. ,Constantin Bréncoveanu“ cl.V Bucsi 
Maya; 9.9. ,,Grigore Moisil“ cl.VII Mihai Miriam; §$.g. ,,Lucian Blaga“ cl.V Pop 
Miruna, cl. VIII Roatis Iris Ioana; C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.[X Mihai Marcian. 
SANNICOLAU MARE (TIMIS) Lic. Teoretic ,,Iloan Jebelean“ cl.VII Bociat 
Daniel. 

SIGHISOARA (MURES) C.N. ,,Mircea Eliade“ cl.XII Mihaly Vlad Mihai.. 
SIBIU (SIBIU) 9.9. 4 cl. VI Mihailescu Luana, cl. VII Diaconu Mihai; C.N. ,,Gh. 
Lazar“ cl.VI Balaci Oana Miruna; C.N. ,,S.v. Brukenthal“ cl.X Matei Cristian, Oprea 
Camelia. 
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SLATINA (OLT) $9.9. ,,Eugen Ionescu“ cl. VII Ignat Andrei Horia, cl. VIII Ghe- 
orghe Cristina Ioana, Mircescu Malina Cristina; C.N. ,,Jon Minulescu“ cl.IV Dobre 
Andreea Maria; C.N. ,,Radu Greceanu“ cl.VI Ionel Andrei Razvan. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) C.N. ,,Constantin Carabella“ cl.XI Brojbeanu 
Andi Gabriel; C.N. ,,Jendchita Vdcdrescu“ cl.X Angelescu Alina, Badea Alexandru, 
Duna Ancuta Georgiana, cl.XI Catana Adrian. 

TARGU JIU (GORJ) C.N. ,, Tudor Vladimirescu“ cl.V Bunget Andreea Maria, 
Mirea Ana-Maria, cl. VI Popescu Maria Mateea, cl.IX Stroie Alesandra Monica, cl.XI 
Popescu Mihai. 

TECUCI (GALATI) 9.9. 5 ,,Elena Doamna“ cl.IV Tudor Irina Maria, Tudor 
Dan Mihai; C.N. ,,Spiru Haret“ cl.V Anghel Andrei Constantin, cl. VI Tasca Maria, 
Tudor Andreea Maria. 

TIMISOARA (TIMIS) S.g. 18 cl. VIII Babalau Alexandru; $.g. 21.cl. VII Du- 
mitrescu Patrick; $.g. 24 cl.VI Cziszter Eduard, cl. VIII Grigore Ionut; Lic. Peda- 
gogic , Carmen Silva“ cl. VIII Laitin Eduard; Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IV Barbieru 
Crina, cl.V Pretorian Razvan, cl.[X Malekshahian Alexandru, cl. XI Ciocioman Oana; 
C.N. ,,C.D. Loga“ cl.IX Damian Doru, cl.XII Iocsa Valentin Ionut. 
VASLUI (VASLUI) $9.9. 5 ,,Stefan cel Mare“ cl. VII Dascalu Octavian Petrut. 
VIDELE (TELEORMAN) 58.9. 2 cl.IV Ionescu Petru Vlad. 
VULCAN (HUNEDOARA) 9.9. 5 cl. VII Hirsch Alexandra. 

CHISINAU (REPUBLICA MOLDOVA) Lic. Roméno-Spaniol ,,M.de Cer- 
vantes“ cl. VI Lavric Mihail; Lic ,, Natalia Dadiani“ cl.VI Danilov Oleg. 

USA MOSINEE (WI) cl.V Sandru Albert . 


Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematicasi ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmatorii 
profesori: 


ALEXANDRIA (TELEORMAN) $.9. ,,Mihai Viteazul“ Cristea Tudor; $.g. 
»otefan cel Mare“ Ionescu Floriana Violeta 

ARAD (ARAD) Lic. Teoretic ,, Adam Miller Guttenbrunn“ Stoica Mircea Mario; 
C.N. ,, Moise Nicoarad“ Bodrogean Ovidiu, Negrila Liliana. 

BACAU (BACAU) C.N. Gh. Vraénceanu“ Lazar Lucian. 

BAIA MARE (MARAMURES) CN. ,,Gh.Sincai“ Musuroia Nicolae; C.N. 
» Vasile Lucaciu“ Bob Robert. 

BEIUS (BIHOR) Colegiul Tehnic ,,Ioan Ciordas“ Bercovici Crina. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) $.g._ ,,Lucian Blaga“ Pop Stela; C.N. 
Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 

BLAJ (ALBA) C.N. ,J. I. Micu Clain“ Ghita Ioan. 

BOGDANESTI (SUCEAVA) S.g. 1 Solcanu Vasile. 

BOTOSANI (BOTOSANI) $.g. 10 Condurache Elena; C.N. ,, Mihai Eminescu“ 
Oniciuc Gheorghe, Trisca Teodor, Vicol Daniela. 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 Ciocirlan Ioana; $.g. 5 Folosea Ioan, Minea Delia; 
S.g. 15 Cocalea Rodica; Lic. ,,Andrei Muresanu“ Cataron Adriana; Lic. ,,Nicolae 
Titulescu“ Masca Ioana; Lic. Teoretic ,,Johannes Honterus“ Lepadatu Maria; C.N. 
Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Gabriel; C.N. ,,Emil Racovitad“ Pruna- 
Tarcan Silvia; C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil“ Popescu Radu. 
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BRAILA (BRAILA) S.g. ,Jon Creanga“ Buzea Victor, Tilinca Daniela; 9.9. 
» Mihai Eminescu“ Frincu Nicolae; C.N. ,, Nicolae Balcescu“ Danielescu Iulian, Botea 
Carmen, Botea Viorel. 

BREZOI (VALCEA) Lic. Teoretic Burlan-Mitu Olivia-Simona. 

BUCURESTI 9$.9. 12 ,,Herdstrdu“ Fainigi Dorela; $.9. 56 ,,Jose Marti“ Radu 
Dana; $.g. 67 Palici Aurelia; $.g. 78 Manache Aurelia, Palici Aurelia; $.g. 79 
Burlan Camelia, Marin Ion; $.g. 81 Donciu Mihaela, Ichim Cristina, Ivan Florina 
Catalina, Panaitescu-Liess Georgiana; $.g. 97 Olteanu Cristian; $.g. 128 Sandru 
Mariana; $.g. 139 ,,Mircea Sdntimbreanu“ Serban Stela; $.g. 172 ,,Sf. Andrei“ 
Baciu Florina, Angheluta Daniela, Georgescu Bogdan, Preda Traian; $.g. 190 Vlad 
Gabriela; $.g. 195 Ivan Florentina Daniela; $.g. 197 Sturza Luminita; $.g. 280 
Mihail Sebastian“ Raducan Gabriel, Tender Melania; $. Europeand Scraba Maria; 
S.g. ,Constantin Brancusi“ Dumitrescu Teodora; $.g. ,,Sf. Tret Ierarhi“ Voicu 
Laura Maria; Lic . International de Informatica Georgescu Flavian, Romascu Sergiu, 
Nicolae Elena; Lic. Teoretic ,,Dante Alighieri“ Aursulesei Cornelia; Lic. Teoretic 
fon Barbu“ Secareanu Ana-Maria; Lic. ,,Marin Preda“ Baciu Florina, Necula 
Mihaela; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Petre Simion; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Dilimot 
Nita Vasile, Pasla-Simionescu Raluca; C.N. ,, Tudor Vianu“ Chites Costel, Popa 
Marin, Zamfir Rica. 

BUZAU (BUZAU) 9.9. 16 Stratan Irina. 

CARACAL (OLT) $.g. Nicolae Titulescu“ Tolu Eugenia. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. Ped. ,,C.D.Loga“ Buzescu An- 
toanela;Lic. Teoretic ,, Traian Doda“ Dragomir Delia. 

CALARASI (CALARASI) $.9. ,,Nicolae Titulescu“ Iordache Camelia Elena. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES ) S.g- ,,Oprea Iorgulescu“ Bivol Ioana, 
Tentu Isabela; $.g. 3. ,,Nanu Muscel“ Fleancu Mariana; C.N. ,,Dinicu Golescu“ 
Lieca Adina. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,£mil Racovitd“ Vasilescu Valentina. 


CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. 29 ,,Mihai Viteazul“ Cojocaru Gratziela, 
Toma Mihaela; $.9. 38 ,,Dimitrie Cantemir“ Stanca Doina; Scoala Spectrum Carnaru 
Mioara; Lic. International de Informatica Vacarescu Cristina; Lic. Teoretic ,,Ovi- 
dius“ Arventiev Dorin, Gurgui Adriana Daniela; C.N. Pedagogic ,,Constantin Bra- 
tescu“ Sibana Rodica; C.N. ,,Mircea cel Batran“ Chichirim Nelu, Constantinescu 
Gabriela, Frecus Viorica. 

CRAIOVA (DOLJ) S.g. 18 ,,Sf. Dumitru“ Diaconu Dinu Raluca; S.g. 24 ,,Sf. 
Gheorghe“ Patragcu Mariana, $.g. 32 ,, Alerandru Macedonski“ Margineanu George; 
Lic. Teoretic ,, Henri Coandaé“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Carol I“ Bucur Maria Liliana, 
Ciurcea Raluca, Georgescu Carmen Liana; C.N. ,,Elena Cuza“ Stoian Ecaterina; 
C.N. ,,Fratit Buzesti“ Ionescu Maria, Nanu Jon, Prufu Veronica, Tutescu Lucian. 
CUGIR (ALBA) 9.9. 3 Mitea Mariana. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N ,,Decebal“ Lint Dorin, Lint Maranda, Monea Ste- 
luta. 

DOROHOI (BOTOSANI) 9.g. 8 ,,Mihail Kogdlniceanu“ Vlaescu Valerian. 
DRAGASANI (VALCEA) 9.9. ,, ludor Vladimirescu“ Vieru Gheorghe. 
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DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINT]I) $.9. 3 Vasile Florica; $.g. 
14 Petriu Gabriela; $.g. ,, Alice Voinescu“ Coada Carmen; C.N. ,, Traian“ Antonie 
Mihaela Rodica, Cainiceanu Gheorghe, Paponiu Dana, Prajea Manuela. 
FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ Postolache Camelia. 

FARCASA (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ Bolog Aurica, Pop Monica. 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ Nicolescu Ion. 

FOCSANI (VRANCEA) 9.9. ,,[on Basgan“ Cucu Anca; $.g. ,,9tefan cel Mare“ 
Slujitoru Florin. 

GALATI (GALATI) $.9. 28 ,,Mihai Eminescu“ Berdila Anica; C.N. ,,Al. I. 
Cuza“ Damian Oana; C.N. ,,Costache Negri“ Dudau Mitica. 

GAESTI (DAMBOVITA) CN. ,, Vladimir Streinu“ Turcu Iuliana. 

HATEG (HUNEDOARA) C.N. ,,I.C.Brdatianu“ Pascotescu Camelia. 

IASI (IASI) $.9. ,,Mihail Kogdlniceanu“ Sirbu Lenuta; $.g. ,,Stefan Barsdnescu“ 
Dorosinca Catalina; Lic. Teoretic ,,Dimitrie Cantemir“ Munteanu Daniela; Lic. 
de Informatica ,,Grigore Moisil“ Mirganu Gabriel; C.National Anita Alice, Cu- 
lac Tamara, Lazar Cristian, Pasa Adrian, Popa Gabriel, Zanoschi Gabriela Elena; 
Colegiul ,,Costache Negruzzi“ Sava Radu, Zanoschi Adrian; C.N. ,,Emil Racovita “ 
Bucataru Mihaela, Budeanu Catalin, Loghin Raluca, Pitu Leon. 

MELINESTI (DOLJ) Gr.sc. ,,Alecandru Macedonski“ Micu Constantin. 
MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cosbuc“ Drula Valeriu. 

NASAUD (BISTRITA-NASAUD) S.g. ,,Mihai Eminescu“ Roman Cerasela, 
Muresan Mariana; C.N. ,,Gheorge Cosbuc“ Iovita Edith Rozalia. 

NAVODARI (CONSTANTA) $.9. 1 Voicu Daniel; $.g. ,, Tudor Arghezi“ 
Burlaciuc Maria, Voicu Camelia. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. Teoretic ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) Lic. Teologic Baptist ,,Emanuel“ Cicortag Marius; C.N. ,,E. 
Gojdu“ Sadoveanu Viorel. 

PASCANI (IASI) Lic. Teoretic ,,.Miron Costin“ Craciun Alina; C.N. ,,Mihail 
Sadoveanu“ Pricop Vasile, Frasila Mihai. 

PIATRA NEAMT (NEAMT) C.N. ,,Petru Rares“ Sandovici Adrian. 
PITESTI (ARGES) $.9.4 Simion Mugurel, Popescu Cezar; $.g. 11 ,, Mihai Emi- 
nescu“ Haiducu Marian; C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca.. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Al. I. Cuza“ Isofache Catalina, Mihalache Da- 
niela; C.N. ,,I.L.Caragiale“ Nachila Petre, Purcaru Octavian Mircea, Vasile Emil; 
C.N. ,,Jean Monet“ Ghidu Mihaela; C.N. ,,Mihai Viteazul“ Simion Radu. 
RAMNICU VALCEA (VALCEA) $.9. ,, Take Ionescu“ Popescu Constantin, 
Smarandoiu Stefan; C.N. de Informaticd ,,Matei Basarab“ Rascu Valerica, Varzaru 
Gabriela. 

REGHIN (MURES) Gimn. de Stat ,, Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 
RESITA (CARAS SEVERIN) $.9. 2 Draghici Mariana; Lic. Teoretic ,, Traian 
Lalescu“ Bejan Otilia. 

ROMAN (NEAMT) 9.9. 1 Gheorghiu Maria; $.g. 5 Leoreanu Anca; C.N. 
, Roman Vodd“ Husaru-Nechita Petronela, Suman Daniela. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,,Anastasescu“ Enache Paul. 


SATU MARE (SATU MARE) 9$.g._ ,,Constantin Brancoveanu“ Marginean 
Gyongyvér; S.g. ,,Grigore Moisil“ Braica Petru; $.g. ,,Lucian Blaga“ Culic Camelia; 
C.N. ,,. Mihai Eminescu“ Maiorescu Dan. 

SIGHISOARA (MURES) C.N. ,,Mircea Eliade“ Lupsor Maria. 

SIBIU (SIBITU) S.a. 4 Brodetschi Rodica: C_N. ..S.v. Brukenthal“ Bottesch Martin: 


GAZETA MATEMATICA - B, Anul CXIX, nr. 5/2014 


Realizarea suplimentului este coordonata de: 


S:P14.90. Un dreptunghi are latimea de patru ori mai mica decat 
lungimea gi perimetrul de 400 m. Aflati lungimea si latimea dreptunghiului. 
* Ok 


S:P14.91. Suma a trei numere este 454. Daca fiecare se mareste cu 
acelasi numar atunci numerele devin 108, 222 si 397. Aflati numerele. 
* * =X 


S:P14.92. Ana, Radu si Ion au impreuna 200 de lei. Ana si Radu au 
impreuna 110 lei, iar Radu si Ion au impreuna 190 de lei. Cati lei are fiecare? 
* *K Xx 


S:P14.93. Maria si Mihai au impreunad 150 de lei. Dupa ce Maria 
cheltuieste doua treimi din banii ei si Mihai jumatate din banii lui, raman cu 
sume egale. Cati lei a avut fiecare? 

* *K x 


S:P14.94. Taind douad numere de pe cercul din figura de mai jos se 
obtin doua arce de cerc. Gasiti doud numere ce trebuie taiate pentru ca suma 
numerelor de pe fiecare din cele douad arce obtinute sa fie aceeasi. 


4 14 
2 16 
1 13 
12 
6 
2 10 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.95. Considerim secventa: 1, 68, 135, 202, 269, ..., 2011. 
a) Cate numere sunt in secventa? 
b) Numarul 1944 se afla in secventa? 
c) Calculati suma primilor 10 termeni ai secventei. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.96. Gasiti numerele naturale ab pentru care 
ab + 2013 x a= ba + 2018 x D. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.97. Suma a sase numere naturale pare consecutive este 30. 
Aflati produsul numerelor. 
Nicolae Ivéschescu, Craiova 


S:P14.98. Aflati numerele abc astfel incdt 6bc + a7c + ab8 = 2012. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.99. Aflati numerele naturale abc pentru care 


2xab+3~x bc+4 x Gé= 145. 


S:E14.167. Sa se scrie numarul 169? ca sum de trei pdtrate perfecte. 
Stefan Marinca, Drobeta Turnu-Severin 


S:E14.168. Aflati numarul impar z din relatia 
14+-34+54+7+...¢2 = 161, 


Luca Tutdé, Buzdiu 


S:E14.169. Aratati ci numadrul a = 9+99+...+99...9+n nu este 


nm ori 
patrat perfect, oricare ar fin numdar natural nenul. 


Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 


S:E14.170. Determinati numerele abcd dac& abcd + abc = 2013. 
Iulian Vladdutu, Bucuresti 


Clasa a VI-a 


S:E14.171. Intr-o pungd sunt bomboane, mai multe de 60, dar mai 
putine de 100. Daca se impart in mod egal la 4 copii, atunci raman in punga 
3 bomboane. Daca se impart in mod egal la 7 copii, atunci raman in punga 
6 bomboane. Aflati cate bomboane sunt in punga. 

Luca Tutdé, Buzaiu 


S:E14.172. Aratati ci douad triunghiuri dreptunghice echivalente (cu 
aceeasi arie) sunt congruente daca si numai daca au ipotenuzele congruente. 
Elefterte Petrescu, Bucuresti 


S:E14.173. Sa se arate cdi numarul a = 3°"+! + 10 este divizibil cu 13. 
Maria Both, Arad 


S:E14.174. Un numéar natural n impartit la 7 da restul 3 si impartit 
la 9 da restul 5. Care este restul imp&rtirii lui n la 63° 
Liviu Petre, Targoviste 
S:E£14.175. Calculati: 


] 
0,(2) -0,075 +0,025 1,8(3) — 1,6(3) 5 : 


Nicolae Ivaschescu, Craiova 


S:E14.176. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel, cu ipotenuza 

BC = 24 cm si patratul MN PQ, cu M, N € (BC), P € (AC), Q € (AB) 
si PQ || BC. Aflati lungimea laturii patratului. 

Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.177. Determinati multimea perechilor de cifre nenule (a, b) care 
verifica’ egalitatea 0,a(b) + 0,b(a) = rons, 
Vasile Scurtu, Bistrita 
S:E14.178. In triunghiul isoscel ABC, [AB] = [AC], M € (AB), 
N € (BA astfel incat [AB] = [MN] si P € (BC). Demonstrati ci MP || AC 
daca si numai daca [NP] = [NC]. 
Luca Tuté, Buzau 
S:E14.179. Aradtati ci numarul A= 1+74+ 72+ 79 +...+77 se 
divide cu 800. 


Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.180. Fie ABC un triunghi si punctele M € (AB), N € (AC). 
Cu notatiile obisnuite, aratati cé triunghiul AM WN si patrulaterul BON M au 
perimetre egale daca si numai daca 
BM+CN =p-a. 


Clasa a VII-a 


S:E14.181. Daca a, b,c sunt numere reale care verifica relatia 
a* + 2b? + 2c? — 2ab + 2be — 4c +4 =0 


aratati ci a2?t! + 627+! + ¢2n+2 — () oricare ar fi n numar natural. 
Ion Neaté, Slatina, Olt 
S:E14.182. Determinati numerele naturale xz, y, z pentru care 
20-37 +9.-24 = 6%. 


Iiviu Petre, Targoviste 


S:E14.183. Gasiti cifrele a, b, c stiind cd \/aba = \/aac+c. 
Nicolae Ivdéschescu, Craiova 
n3 + 6n* + 5n 


S:E14.184. Aratati ci numarul 6 


fin numar natural. 


este natural, oricare ar 


Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.185. In triunghiul ABC, dreptunghic in A, construim mediana 
AM, MeBC, AN, N € BC bisectoarea unghiului MAB si AP, Pe BC, 
NB PC \° 
bisect hiului MAC. Aratati ci {| —— —— 
isectoarea unghiulul ratatl ca ( uM y) Ie PM 


Stefan Marinca, Drobeta Turnu-Severin 


= 4. 


5:£14.186. Fie ABCD un patrat, M mijlocul laturii [AB] si P € [BC] 
astfel incat PC = 3- BP. Stabiliti natura triunghiului DMP. 


Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.187. Aratati ci numarul a = 20823” + 30 - 2079” este divizibil 
cu 31, oricare ar fi n numar natural. 
Ion Neatd, Slatina, Olt 


S:F£14.188. Aradtati ci 9" + 7 se divide cu 8, oricare ar fi n numar 
natural. 


Luca Tuté, Buzaiu 


$:E£14.189. Aratati ci numarul A este rational, unde 


_3+v2_3-v2_ 44+v3 , 4-v3 


+ zi 
4A-/2 44+ 72 5-vV3 54-43 


Nicolae Ivéschescu, Craiova 


A 


S:E14.190. Gasiti x numar natural, diferit de 2, pentru care 


_ V7-4V3 + V5 —2V6— V3 — 2/24 2/2 


r—2 


A 


este numar natural. 
Nicolae Ivéschescu, Craiova 


Clasa a VIII-a 


$:E14.191. Fie expresia 


Q2c7-4r +3 Qy*-—8y+9 22%-12z7+19 
EG 2) 
e*—27+2 y* —4y+5 z* —6z+ 10 
Aratati ca oricare ar fi numerele reale x, y, z avem E(z, y, z) € (3,6). 
Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E£14.192. Pentru doud numere reale a, b si n numar natural nenul 
aq” + b” 


definim numarul M,, = . Demonstrati c& pentru orice a,b > 0 avem 


Mn :-Mm < Mn+m, oricare ar fin, m numere naturale nenule. 
Romanta Ghitd si Ioan Ghitd, Blaj 


$:E£14.193. Calculati 


1 1 1 1 
a 
JV34+2V2 vVW54+2V6 VW74+2V12 2013 + 2./1006 - 1007 


Nicolae Ivéschescu, Craiova 


S:E14.194. Aratati cai exista o infinitate de perechi (a,b) de numere 
intregi pentru care a? + b? — ab*—ab+b=1. 
I. Fota, Izbiceni, Olt 


S:E 14.195. Se dau functiile f,g : R > R,f(z) = V3zr 4 2V3 si 

g(x) = —V/3x + 2/3. Aflati natura triunghiului determinat de reprezentarile 
grafice ale celor doua functii si axa Ox. 

Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:E14.196. Rezolvati in multimea numerelor rationale sistemul de 
ecuatii 
lz ++y+1| = |22 —3y+5| 
3a — 2y + 2| = |2 -—3y4+7|. 
Vasile Scurtu, Bistrita 
S:E14.197. Fie ABCDA'B’C'D’ o prisma dreapt& cu bazele patrate. 
Aratati ca ABCD A’'B’C'D’ este cub daca si numai daca’, A/C | AD’. 
Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 


S:E£14.198. Fie xz, y, z numere rationale astfel incat 


38r+2y syt+2z 32422 
2r+y 2y + Zz 22+2 


= 6 si (22 + y)(Qy + z)(2z + 2) £0. 


Aratati ci x, y, z sunt diferite doua cate doua. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.199. Sa se determine numerele naturale nenule a si b astfel incat 
E(a, b) = a? - 29*—2 + 9b s& se divida cu 7, oricare ar fi k > 1, numar natural. 
Stefan Marinca, Drobeta Turnu-Severin 


S:E14.200. Rezolvati ecuatia 2+ / Vtt+\/ f//et+4/1/ V Va = 278, 


unde z > 0 este numar real. 
Georgian Voicescu, Vultureni, Arges 


S:L14.166. Un muncitor are un disc de metal cu raza de 9 cm. Il 
atarnd de tavan intr-un punct M de pe disc, aflat la 3 cm de O. Doreste 
si decupeze din acesta un triunghi ABC inscris in cerc, astfel incat M sa 
apartina interiorului triunghiului si placa s4 stea atarnata paralel cu planul 
orizontal. Aflati laturile triunghiului ABC’ pentru care pierderile de metal 
sunt minime. 

Dragos Manea, Brasov 


S:L14.167. Sa se demonstreze inegalitatea 


1 1 2 
ee ee ae 
at+e+1l ytytil” 3 


unde x si y sunt numere reale strict pozitive cu ry = 1. (In legatura cu 
problema CO:5087 din Gazeta Matematica nr. 1/2011.) 


Vasile Mircea Popa, Sibiu 


S:L14.168. Daca z,y,z > 0, astfel incdt x2? + y* + 27 + 2ryz = 1, 
aratati ca: 


3 
etytzt+5>v2(vI—e+ I-y+vi-z). 


Tidor Vlad Pricope, Botosani 


S:L14.169. Fie triunghiul ABC, cu m(<BAC) = 90°. Perpendicu- 
larele din punctele B si C pe dreptele AB, respectiv AC, intersecteaza bisec- 
toarea unghiului A in punctele FE si F’. Stiind ci EF = BC sa se determine 
masurile unghiurilor triunghiului ABC. 


Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 


S:L14.170. Fie ABC’ un triunghi oarecare. Bisectoarele unghiurilor 
A, B si C intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC in punctele D, E, 
respectiv F' si cercurile C;}(D, DB), Co(E, EC),C3(F, FA) in punctele M,N, 
respectiv P, situate in exteriorul triunghiului ABC. Fie punctele M’, N’, P’ 
situate pe AD, BE, respectiv CF, astfel incét patrulaterele MNN’M' si 
MPP’M’ sunt inscriptibile. Perpendiculara in punctul N’ pe BE inter- 
secteaza perpendiculara in punctul P’ pe CF in punctul A’. Aratati cd punc- 
tul A’ apartine dreptei AD si, in plus, punctele A, N,N’, A’ sunt conciclice. 
Dragos Manea, Brasov 


Clasa a X-a 


S:L14.171. Cate submultimi ale multimii {1, 2, ...,.p — 1}, unde p este 
un numéar prim impar, au suma elementelor divizibild cu p? 
Stefan Dan Stdénisor, Constanta 


$:114.172. Fie n € N®* si aj,ao,...,a, numere reale pozitive astfel 
n 


Tr 

1 

incat \~ Ta gn = |. Aratati ca [Ja 2n2-1. 
al | U i=] 


Andrei Pasa, Iasi 


S$:L14.173. Fie numerele reale a, b,c,d, cu a 0, astfel incAt numerele 
asi 4b+ 4c+ 3d au acelasi semn. Sa se arate cd ecuatia az® + br? +cr+d =0 
nu poate avea toate cele trei radacini in intervalul (1; 2). 

Marius Stdnean, Zalau 


$:L14.174. Rezolvati in R ecuatia 47 + 97 + 36” = 6” + 12” + 187. 
Tidor Vlad Pricope, Botosani 
S:L14.175. Rezolvati in R* sistemul 


37 + 34 + 37 = 27, log, x? + logy y* + log, z? = logy x + log, y + logy z + 3. 


Ovidiu Avddanei, Iasi 

Problemele S:L14.176 — S:L14.180 se refera la: 

Puncte laticiale. Spunem caé punctul M(z) din planul euclidian, unde 
z = a+ ib, este laticial dac& (a,b) € Z*. Pentru un punct Mp din plan si 
r > 0, consideram discul 

D(Mo,7r) = {M | MoM < r}. 

Pentru k € N, k > 2, considerém rz, = min {r > 0 | 4Mo astfel incat dis- 
cul D(Mo,r) contine cel putin k puncte laticiale}. 

S:L14.176. Fie M si M’ douad puncte laticiale distincte. Aratati ca 
MM' > 1. 


Daca M si M’ apartin unui disc D(Mo,r), aradtati cA 2r > 1. 

Aratati ca ro = =. 

S:L14.177. Considerand triunghiul OAB, unde O(0), A(1) si B(i), 
aratati ci, dacé r3 exista, atunci r3 < i 


S:L14.178. Fie C si D doua puncte laticiale distincte, diferite de O. 
Aradtati c& cel putin una dintre distantele OC,OD,C'D este de lungime cel 
putin egald cu V2. 


§:L14.179. Calculati valoarea lui r3. 


S:L14.180. Aratati ci, daca r4 exista, atunci r4 > r3. Considerand 
punctele O, A, B si C(1 +i), determinati valoarea lui r4. 
CAPES 


Clasa a XI-a 


S:L14.181. Fie A, B matrici patrate cu elemente numere complexe. 


Determinati x,y € C astfel ca AB = & a) ,BA= & i , 


22 29 19 
Simona Diaconu, Bucuresti 
2 
S:L14.182. Fie 71 = 1, tpnay = 4/22 + 7 i pentru n > 1. Aflati 


lim re+a24---4+ 22 
n—- Ooo n3 
Simona Diaconu, Bucuresti 


S:L14.183. Fie n > 2 un numéar natural si fie A € M,(Z) o matrice 
cu elemente impare. Aratati cé 2” divide det A. 
Andrei Ilie, Ploiesti 
S:L14.184. Fie B € M4(Z) o matrice cu elemente +1 sau —1. Ce 
valori poate lua det B? 
Andrei Ilie, Ploiesti 


S:L14.185. Consideradm sirul (%n)nen, Cu Zn € (0;1),Vn € N. Daca, 
pentru orice n EN, 4¢n(1 — rn41) > 1, ardtati cd sirul este descrescator si 
calculati lim zp. 

n— oo 


S:L14.186. Sirul (an)n>1 este o progresie aritmeticad de ratie 1. Con- 
struim girul (bp)n>1, Cu 


fe a\as + aya2a% ee hia 0102...dn—1a2 
Tr rio ee a ee 


Q102Q3...-An+1 
Calculati lim by. 
n— Oo 
Florin Rotaru, Focsani 
$:£14.187. Calculati 
:. 3 
l<t<j<n ‘J 


n—oo 1 ° 
s (¢@+1)(7 +1) 


Daniel Sitaru, Drobeta-Turnu Severin 


S:114.188. Fie f: R— Rsi J = (a,b), cub > 0. Daca, pentru orice 
t € I, functia g¢ : R- R, g(x) = f(x) + f(tx) este continua, demonstrati ca 
functia f este continua pe R. 
Andrei Ilie, Ploiesti 
S:L14.189. Fie A,B € M3(R) doua matrice cu proprietatile: 
AB = BA, det(A+ B)+det(A—B)=2detA si 
det (A? + B?) = (det A)’. 
Aratati ca 
det(A® + B%) = (det A + det B)® + (det B)?. 


George-Florin Serban, Braila 


S:L14.190. Considerim matricele A,B € M,(R), n € N,n > 2, 
ambele avand valorile proprii reale, cu AB = BA. Aflati cel mai mare numar 
real k astfel incat 


det (A* + A*B? + B*) > k- det?(AB). 


Andrei Ilie, Ploiesti 
Clasa a XII-a 


S:L14.191. Aratati ci polinomul f = X§+ X44+ X7+ X +5 este 
ireductibil in Z[X]. 
Andrei Alerandru Graur, Constanta 


us 


2 


S:L14.192. Calculati valoarea integralei J = : sin x In(sin z+cos x) dz. 


0 
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculat Stanciu, Buzau 


S:L14.193. Fie f : [0,1] — R o functie continua astfel incat: 


1 1 
[flee =29 J fe)ae=1 


Demonstrati ca 


/ f2(x) dx > 27. 
0 
Florin Rotaru, Focsani 


Problemele $:L14.194 — S:L14.200 se refera la: 
Constanta lui Euler. Consideram sirul (up)»)>1, definit prin 


wat 7a 
Pp t? 
p 


pentru orice numar natural p > 1. 
OO 


Suma infinita y = ys Up Se numeste constanta lui Euler si, pentru orice 


p=1 
n > 1, consideram 
n o.@) 
‘nm =) Up 31 Tn = ) Up 
=1 p=n+l1 


1 


S:L14.195. Aradtati cd sirul (yn)n este crescdtor, convergent si ca 
O<y7<l. 


S:L14.196. Demonstrati ci, pentru orice numar natural p > 1, 


1 1 
PJo Ppt+u 


S:L14.197. Aratati cA, pentru orice numar natural p > 2, 


5 (2 1 ) ;( 1 1 
ah a Se a I 
2\p pt+l 2\p-1 p 


$:L14.198. Demonstrati ca, pentru orice numar natural n > 1, 


$:L14.199. Determinati numerele naturale n, pentru care il putem 
aproxima pe Y prin Yp, Cu 0 eroare mai mic& decat 10~*. Aceeasi cerinta 
pentru 0 eroare mai mica’ de 10°. 


$:£14.200. Pentru orice numar natural n > 1, consideraim 


ay ea 


1 
Aratati ca 0 << y—%n41 << —s. 
~~ Qn? 
CAPES 
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La etapa finala a Olimpiadei Nationale de Matematica 2014 am propus 
concurentilor de clasa a VIII-a urmatoarea problema: 


Aratati cd, daca a, b,c € (0,00), atunci 


a — vbc b— ./ac c— Vab 


a+2(b+c) b+2(ate) c+2(a+b) ~~ 


In prezenta nota matematica vom generaliza problema de mai sus. 


Fie numdrul natural n > 2 $i numerele reale ax, € (0,00), k=1,n +1. 
n+1 n+1 
Atunci, dacd notdém S = 5° ax, $i P = [J ag, are loc inegalitatea 
k=1 k=1 


1 
n+1 Qp— ¢ —fP 


aK 
) ——__—_—__————- > 0. 
fay Ok + 2 (S — ag) — 


1) Profesor, Colegiul National ,,Mihai Viteazul“, Slobozia 
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n+1 ak — — 


Demonstratie. Fie E = > ae 


—_——_————..__ Folosind inegalitatea 
et a, +n(S — ax) : 


- 1 
mediilor * ant = .* Ok—-1@k41°--.° An < z .. avem 


n P (S = ar) 
= ar Ae 1 naz, — (S — ax) 


a Se ee 
an+n(S—az) ~ ap +n(S — az) n “ae +n(S — ax) 


1 na,—(S—ay) 1 (n? a 1) a, — (ax +n(S — ax)) 
Deoarece — - —————_—_— . ?—<—<——- (— af -vtata 
n a,+n(S — ag) ~ 2 ay +n(S — ag) 


’ 


1 —~(S-— n?+1 
adicy 1. Me TS = ae) 1 (ntti), , rezulta 
n art+n(S—az) n* \ap+n(S — ag) 
n+1 n2 
+1) Ak 
nz 
E> —_____—_——_- 1]. 1 
5 (ae 1) a 
n+1 244 
Vom demonstra ca > ee Le 1 | > 0, ceea ce este totuna 
a, +n(S — ax) 
n+1 
n*+ilj)a 
cu P+ a, 
fay Ok + 2 (S — ax) 
ilk ak n+l 
Seen ag ees (2) 
a, +n(S — az) ~ n?+1 


k=1 
Folosind inegalitatea Chauchy — Buniakovski —- Schwarz sub forma 


n+1 2 
a 
n+1 n+1 > k 
k=1 


ae ee eC 
atom ae ee (Sa, — az) ~ n+l 


i (az +n (Sax — az)) 
k=1 
adica 4g 
n 2 
has rear er : ntl - (3) 
k=1 : nS? —(n—1) >> a 
k=1 
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Demonstram in continuare ca 
S? n+1 


ee 
n+1 “ n2+1 
nS? —(n—1) >> a? 
k=1 


(4) 


n+1 
inegalitate care este echivalenta cu inegalitatea (n + 1) > a? > S*. Aceasta 


k=1 
ultima inegalitate rezulta tot din inegalitatea Cauchy-Buniakovusky-Schwarz: 


+1 7 
= - , n+1 
k=1 


Astfel, din (1), (2), (3) si (4) rezulta inegalitatea ceruta. 


TRIUNGHIURI DREPTUNGHICE IN PLANUL 
COMPLEX 


DIANA Mocanu si TEODORA-CRISTINA GHEORGHE?) 


Abstract. This note finds a simple connection between the complex co- 
ordinates of the vertices of a right triangle and the moduli of a real linear 
combination of these vertices. 


Keywords: complex coordinates, right triangle 
MSC : 51M04. 


In aceasta lucrare, pornim de la o problema care a stat in atentia 
comisiei de olimpiada nationala din anul 2013. Vom da patru solutii aces- 
tei probleme, dupa care vom generaliza rezultatul,obtinand o caracterizare a 
triunghiurilor dreptunghice cu ajutorul afixelor varfurilor. 


Problema. Fie a, b, c numere compleze, distincte doud cate doud, astfel 
incat: 
la + 2b — 3c] = |a — 4b + 3cl. 
Sa se demonstreze ca aceste numere sunt afizele varfurilor unui triunghi 
dreptunghic. 


Notatie. Vom nota peste tot cu A, B, C punctele din plan de afixe 
respectiv a, b, c. 


Solutia 1. Ne bazam pe urmatoarea 


1) Blevi, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti. 
2) Blevi, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti 
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Lema. Daca u,v EC siz,y € R*, exista echivalenta 
zu + yo| = |xu — yo| > lut ol? = ul? + lol’. 
Demonstratie. Vom arata ca fiecare egalitate este echivalenta cu 
uv + uv = 0. 
Intr-adevar 
jcu + yv| = |ru — yo| & |zu + yo|? = |zu— yo|* © 
> (cu + yv) (xt + yd) = (ru — yv) (zt — yd) © 
& 2zry (Wu + ud) = 08 tv + ud = 0; 


jut vl? = |ul? + lol? = (u+v) (74D) = |ul? + lvl? © Jul? + ud + vas |v|? = 
= |u|? + |u|? o a + vt = 0. 
Solutia propriu-zisa. Ipoteza se scrie succesiv: 
la + 2b — 3c| = |a — 4b + 3c| © |(a — 6) +: 3(b — c)| = |(a — b) — 3(b—-c)| S 
> |u + 3v| = |u — 3], 


unde am notat u = a — b, v = b-—c. Conform lemei, ultima egalitate este 
echivalenta cu 


Ju + v|7 = |ul? + |v|? © Ja — cl? = Ja — B/? + |b—cl? © 
¢ AC? = AB* + BC”. 
Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, triunghiul ABC este drept- 
unghic cu varful unghiului drept in B. 
MA 
Solutia 2. Luam M(m) € (AB), N(n) € (AC), astfel incat MB 2. 


NA a+ 2b a+ 3c 
NC 


= 3, decl m = —,—, n= ra 
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Ipoteza se scrie echivalent 


7 aaa ee oT 8 & 3|m —c| = 4|n — b| 6 3MC =4NB. (1) 
Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile MAC si BAN: 

MC? = CA? + “AB? = “CA - AB - cos A, (2) 

BN? = AB? + = CA? ~ “AB - AC - cos A. (3) 


Ridicam (1) la patrat si folosim (2) si (3). Rezulta dupa calcule: 


a= AB |, AC? + AB? — BC? 7 AB 

AC 2-CA-AB AC 

Rezulta din reciproca teoremei lui Pitagora ca triunghiul ABC' este 
dreptunghic in B. 


« AC? = AB’ + BC”. 


Solutia 3. Fieu=a—b, v=3(b-—c),w=utv. 


Ipoteza este adevarata daca si numai daca |u + v| = |u — v|, adica 
OUWYV este paralelogram cu diagonale egale, deci dreptunghi. 
W(w=utv) 


A(a) 


V(v) 


T(t =v/3) C(c) 


O 


Fie t = 5 = b—c, deci T € (OV). Atunci AABC = AUOT (LLL) 
pentru ca 

OT = |t| = |b —c| = BC, OU = |u| = |a — b| = AB, 

TU = |t— uF |t+ ul = |(b—c) + (a — b)| = |a—c| = AC. 

Dar triunghiul TOU este dreptunghic in O (TOU = xVOU = =), 
Rezulta ca triunghiul ABC este dreptunghic in B. ? 


Solutia 4. Ipoteza se scrie echivalent: 


|(a — b) + 3(b —c)| = |(a — b) — 3(b— 0). 


1) Deoarece T, O, U sunt trei varfuri ale unui dreptunghi. 
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Imp&rtind egalitatea prin |c — b| ajungem la: 
a—b a—b 
c—b 3 — le—b 


+3) 


—b 
adica. M (2=2) este pe mediatoarea segmentului [PQ], unde P(3), Q(—3), 


deci M este situat pe axa imaginara. Rezulta: 
a—b 13 37 


n 3 
—b 2° 2 


arg ; © <(BC, BA) € =} ~& BALBC. 


Pornind de la problema de mai sus, ne-am pus problema mai generala 
a gasirii unor numere reale nenule 71, Z2, 3, y1, Y2, y3 astfel incat egalitatea 


|x a + %9b+ r3C| = lyia + yob + y3C| 
sa caracterizeze faptul ca triunghiul ABC este dreptunghic. In acest sens am 
obtinut urmatoarea: 
Teorema (de caracterizare a triunghiului dreptunghic). Fie 
a,b,c € C, distincte doud cate doud si punctele A(a), B(b), C(c). Urmdatoa- 
rele doud afirmatii sunt echivalente: 


1° Triunghiul ABC este dreptunghic in varful A. 
2° Existad £1, 22,23, Y1, y2, y3 © R* indeplinind conditiile 


+22+273=y1+ 42+ y3 =O, rq = +y2, 23 = FY3, 
astfel incat 


|jzxa + 2%9b+ x3c| = |yra + yob + ysc| . 


Demonstrafie. 1° = 2°. 
Presupunem afirmatia 1° adevarata, deci 


= —b 
2BAC = 7 o> argo" = {7h oem (22) 


este pe axa imaginara. 
Luand p € R \ {—1,0, 1} si punctele pe axa reala P(p), Q(—p), rezulta 


a —— b ‘. ° - v 
c& punctul M {| —— ] este pe mediatoarea segmentului [PQ], adica: 
a-—c 


a—b 


— Pp 


i + p| «(1 ~ p)a— b+ pel = |(1 + p)a ~~ pa 


a-—c 
Luand z} = 1—p, 22 = —1, 73 =p} yi = 1+ PD, yw = —1, 3 = —D, 
rezulta ca afirmatia 2° este adevarata. 
2° > 1°. Presupunem 2° adevarata, deci 7; = —r2—73 Si y1 = —Y2—Y3- 
Atunci 
|z1a + 2b + x3c| = |yia + yob + yscl & 


= |-—r2a — 73a + rob+ £3C| = |—yoa — y3a + yob+ y3C| => 
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= |zo(a — b) + r3(a — c)| = ly2(a — b) + y3(a — c)| = 
a—b_ 23 a—b Y3 


—|= a-—c + 
ages yal | ase Y2 


o=3-(-2)|-2-(2)] 
a-—c r2 a-c Y2 


Luand punctele pe axa reala U (-2) ,V (-¥) , din (1) rezulta ca 
2 


> |x| |a — c| 


(1) 


a 
punctul M (<=) este pe mediatoarea segmentului [UV]. 
Din ro = +yo si 73 = Fy3, rezulta — = —s. deci U gi V sunt 
2 


simetrice fat& de O, ceea ce inseamna c& mediatoarea segmentului [UV] este 
axa imaginara. Rezulta atunci 


a—b nm 37 
a-—c 2D 


Asadar, triunghiul ABC este dreptunghic in varful A. 


arg 


\ es apac= 2. 
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IN LEGATURA CU PROBLEMA 3 DE LA O.1.M. 2013 
MIRCEA FIANU» 


Abstract. This note offers a ,,pure“ solution to Problem 3, submitted to 
IMO 2013 


Keywords: excircle contacts, circumcircle 
MSC : 51M04 


Problema 3 de la cea de-a 54-a Olimpiada Internationala de Matematica 
a fost urmatoarea: 


Cercul exinscris corespunzator varfului A al triunghiulut ABC este tan- 
gent la latura BC in punctul A;. Definim analog punctele By, pe latura CA 
gt C, pe latura AB. Presupunem cé centrul cercului C circumscris triunghiu- 
lui A,B,C, apartine cercului circumscris triunghiului ABC’. Demonstrafti ca 
triunghiul ABC’ este dreptunghic. 


Rezolvarea prezentata in aceasta revista, bazata pe o solutie data de 
unul din elevii romani in timpul concursului, imbina considerentele de ge- 
ometrie sintetica ,,pura” cu cele calculatorii. Vom prezenta in continuare o 


solutie fara calcule. 


1) Profesor, Scoala Generala nr. 19 ,, Tudor Arghezi“, Bucuresti. 
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Fie D, E si F centrele cercurilor exinscrise triunghiului ABC. 

Daca triunghiul A; B,C, nu este obtuzunghic, atunci centrul O, al lui C 
este pe suprafata triunghiulara [A; B,C], deci in interiorul triunghiului ABC 
— contradictie cu ipoteza. Deducem ca avem, de exemplu, m(«B ,AiC;) > 


> 90°. Aratam ca, in acest caz, O, este mijlocul arcului BAC al cercului 
circumscris triunghiului ABC. 

Din A; € (BC), B, € (AC) si DA, LBC, EB, LAC avem m(xCDA}) = 
= 90° —- m(x BCD) = 90° — m(xACE) = m(xCEB,), deci dreptele DAj, 
EB, se intersecteaza intr-un punct O astfel incat OD = OE. O situatie 
analoaga are loc pentru DA, si FC,, deci DA, EB,, FC; sunt concurente 
in punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului DEF. 

In triunghiul ABC, semidreptele (AD, (BE si (CF sunt bisectoarele 
interioare iar DE, EF si FD sunt bisectoare exterioare, deci centrul cercului 
inscris triunghiului ABC este ortocentrul H al triunghiului DEF, iar cercul 
‘ circumscris triunghiului ABC este cercul lui Euler al triunghiului DEF. 

Rezulta c&é M, mijlocul segmentului [F'E] apartine cercului ¥ si 


MB = MC = 5 EF. (1) 

De asemenea, 

1 

BC, = CB, = 5(AB + AC — BC). (2) 
Din m(x BCD) = 90° — m(xHCB) si m(xCBD) = 90° —- m(xC BH) 
reiese cé. masura unghiului <CDB este m(<HBC) + m(xHCB) = 90° — 
-5A < 90°; analog m(XC'EA) < 90° si m(xXAF'B) < 90°, deci triunghiul 
DEF este ascutitunghic. Astfel, punctele M gsi A se afla pe y de aceeasi 


parte a lui BC, deci 
IMBA= xMCA. (3) 


Din (1), (2) si (3) rezulta ci AM B,C = AMC\B, deci MB, = MC}. 
De asemenea, m(XB,MC;) = m(xCMB) = m(xXCAB) = A. 
F 


N, IN LEGATURA CU NOTA MATEMATICA ,,EXISTA, INTR-ADEVAR ;‘ 289 


Deoarece mediatoarea segmentului [B,C] taie -y intr-un singur punct 
care este separat de A, de catre B,C1, iar MB, = MC, si M si A, sunt 
separate de B,C}, reiese ca O; = M. ' 

In C obtinem m(xB,A,C;) = 180° — ~—m(xB,;MC;) = 180° — —A. 

Pe de alta parte, folosind cercul DEF de centru O si patrulaterele 
inscriptibile A;OBC;, A,OCB, avem 

m(xBOC) = m(x<FOE) + m(<FOB) + m(xEOC) = 
= 2m(x<BDC) + m(<xC1A1B) + m(xB,A,C) = 
A A BMC 
=7 (0° _ =) + 180° — m(<B, AC) = 180° — ie 180° — ss, 
Aceasta arata ca punctul O se afla pe arcul capabil de unghi 180° — 


ae subintins de [BC] iar O si M sunt separate de BC, deci O se 


afla pe cercul de centru M si raza MB. Atunci MO = MB = “EF, de unde 
m(xFOE) = 90°, ceea ce implica m(<.A) = 90°. 
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IN LEGATURA CU NOTA MATEMATICA 
,, EXISTA, INTR-ADEVAR ?” 


DAN SCHWARZ») 


Abstract . The idea taken into consideration is an elementary alternative 
to the method proposed in the paper quoted at the end 


Keywords: logarithms, exponentials 
MSC : 03-01 


In GM-B nr. 5/2014 este analizat& chestiunea existentei unui triplet 
de numere de tipul celor din 


Problema 1. Dacd numerele reale x, y, z strict pozitive si distincte 
satisfac egalitatile 
Inz Iny In z 


Y-Z2 z-2 -£-y 
atunct 2*y¥z* = 1. 


Remarcand ca acele conditii conduc (formal) si la zyz = 1, autorul 
ajunge la un raspuns negativ, reducand chestiunea la Problema 2 de mai jos. 


1) Matematician, Bucuresti. 
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Un atac direct este insd imediat; datorita simetriei circulare, egalitatile date 
se reduc la analizarea cazurilor de mai jos: 
e daca rz << y < z, atunci: 
e daca y = 1 atunci x = z = 1, absurd; 
e daca y < 1 atunci z > 1 > y, absurd; 
e daca y > 1 atunci z < 1 < y, absurd. 
e daca rz < z< y, atunci: 
e daca z = 1 atunci z = y = 1, absurd; 
e daca z < 1 atunci z > 1 > z, absurd; 
e daca z > 1 atunci y < 1 < z, absurd. 


In continuarea Notei, se analizeaza 


Problema 2. Fie xz, y, z numere reale strict pozitive astfel incat xyz =1 
gt e*y¥z*7 =1. Atunciz=y=z=1. 


Solutia propusa in Nota foloseste functia f: R > R, data prin f(t) = 
= z'+y' + z' pentru orice t € R: deoarece prima ei derivatd se anuleaza 
in douad puncte, exista un punct c in care a doua derivata se anuleaza, iar 
existenta lui c permite, in cele din urma, obtinerea concluziei. C) 


Cele de mai sus sunt, intr-un anume fel, un overkill, cAci un argument 
imediat este faptul c& pentru u,v > 0 cu (u— 1)(v—1) > O avem wu” > 4, 
cu egalitate doar pentru u = 1 sau v = 1; asadar pentru t > 0 avem t' >t, 
cu egalitate doar pentru ¢ = 1. Prin urmare 1 = 2*y¥z* > ryz = 1, fortand 
a a a O 

Sunt lasate spre rezolvare cateva probleme similare: 

Tema 1. Fie xz, y, z numere reale strict pozitive astfel tncat xyz = 1 

; 2 2 ; 
giac® yY 27 =1. Atunir=y=z=1. 
Tema 2. Fie xz, y, z numere reale strict pozitive astfel incat c*y¥z* = 1 
: 2 2 ; 
gi c® y¥ 27 =1. Atunciz=y=z=1. 

Tema 3. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat x*y4¥z* = 1 
gt £¥7y?* 279 = 1. Atuncic=y=z=1. 

Tema 4. Fie aj,a2,...,a, numere reale strict pozitive astfel incdt 


Q102°**Gn = 1 gi aj'a5?---a27 = 1. Atunci ay = ag =... =a, = 1. 


w& i) 
Is il 


Este evident c& gasirea rezolvarii cu metoda din Nota tine (si) de ca- 
pacitatea de a ,,inventa” o functie!) care s& foloseasca’ ipoteza gi si duc& la 
concluzie. Iata o solutie in spiritul metodei noastre, la tema care ni se pare 
cel mai greu de rezolvat. 


Solutie pentru Tema 3. 
Datorita simetriei, putem presupune xz < y < z. Atunci in mod evident 
x<1<z, si deci 2¥ < x2¥ < a2? gi 279 < 29 < 2”. 


1)De exemplu, pentru Tema 3 putem considera functia t + e’* +e" +e", unde a = Ing, 
b=Iny, c= Inz. 
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e Dacd y < 1, atunci 2¥*y** = (r¥y*)? < 
inegalitate revine la 1 < x? -Yy¥~* = (y/z)¥-*. 

e Daca y > 1, atunci y?7z79 = (y*2z¥)* < 
inegalitate revine la 1 < y¥~*z?—Y¥ = (z/y)?-¥. 


N 
8 

« 
. 

S 


< «z*y¥, caci ultima 


\ 
.< 

iS) 
N 

< 


< y¥z*, caci ultima 


In ambele cazuri 1 = 2¥7y?7z7¥ < x*y¥z? = 1, asadar toate inegalitatile 
de mai sus sunt egalitati, ceea ce forteaza x = y = z = 1. 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


APLICATII ALE CONVEXITATII FUNCTIEI PUTERE 
Ovipiu TATAN) 

Fie functia f : (0,00) > (0,00), f(z) = 2”, m € (—oo, 0] U[1, 00). Cum 
f" (rz) = m(m — 1)z™-? > 0, Vm € (—00, 0] U [1, 00), Vx € (0,00), deducem 
ca, functia este convexa pe (0, co). 

Aplicand inegalitatea lui Jensen pentru functii convexe 

f (2 cat | e F(ti) + flea) +--+ Fn) 
n — n 


obtinem ca pentru orice n € N*, orice 71, 22,...,2%n € (0, 00) gi orice numar 
real m € (—oo, 0} U [1, 00), 


(tet tt)" < Aes A Oe ea 


? 


n n 
sau 
(ty +2Qo+...+2n)" <n”) (eM 4+aP+...42™). (x) 

Egalitatea are loc cand 71] = 42 =... = Zn. 

Aplicatii 

1. Cazuri particulare 

e Daca in (*) ludm m = 2 se obtine 

(a1 +29+...+2n)? < n(z? + 224...4 27), 

sau 


mit+to+...+2n — fo? +02 +...4 02 
n = n 


adica inegalitatea dintre media aritmetica si media patratica. 


1)Profesor, Liceul teoretic »otefan cel Mare“, Ramnicu Sarat 
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1 
e Daca in (*) luam m = ~5 se obtine 


1 1 1 1 1 
ee * 
Jt, +294+...+¢2n 7 nin (= £2 =) Sia 

2. Sa se rezolve ecuatia: 
1 1 1 3 


SSS ee 
V3t—-1 V2e+1 V15-5r V5 
1 
Solufie. Din conditiile de existenta obtinem x € (5.3) . Folosind 
inegalitatea(**) pentru 21 = 32 —1, rg = 2x +1, z3 = 15 — 5z obtinem 


1 ri 1 1 2 8v8 
V3zr—1 arti V15 — 5x Ba = V3z—1+27+1+15—- V3zr—-1+20+1+15— 52 ae 


Cum egalitatea are loc doar cand 21 = r2 = 43, deducem 3z —1 = 2r%+1= 


1 
= 15 — 52, adic tr = 2 € 53) 
3. ([1]) S& se demonstreze c& dac& a; € R, a; > 0, Vi = 1,n, n € N* i 


m € [1, oo) atunci 


™m m m™m 
(1+) + (1422) tt (1+) > n2™, 
a2 a3 a} 
Solutie. Fie x; = eel ee 1l+—,...,2%, = es >0,Vi=1,n. 
a 


3 a) 
Din inegalitatea (*) se obtine 


a, \™ a, \" 1 a4 ao in \ 
(1+) tt (14 2) > —— (1421+ 24.4142) > 
ag Q) n a2 03 a) 


1 a, a2 Qn - 1 m m 
> n+nre/——...—]} = —(2n)" = 2"™n. 
nmi a2a3 2S nm-1 


4. Fie a; € R,a; > 0, Vi=1,n, n EN, n>2 si mé [1, 00). Sa se arate ca 


m 
a a 
(2 += oe ce) Nadie Gee 
a, a3 An 
a m 
a(t + | >n(n—1)". 
QAn-1 
a a a a 
Solutie. Fie 21 = — + : oS, ys, oe ee Loe , 
, a3 im Q1 a3 an 
Cf, =—+—+...+¢+ tn > 0. ViE Th 
ai a2 Qn-1 


Din (*) avem 


a a, \™ Gn a iy 
(B+ 2+..42) pit (Be Bet 7 > 
a2 a3 an — 
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1 a a Qn a in. \" 
> = (2+24 ee ee 2) > 
n™ 2 3 n a, a2 An-1 
1 a An— 7 
> (S424 3434 eee re =) > 
Ve Qa} a3 Qa an Qn-1 
1 1 
Pe 2 oe 2) = (an =1) (n-—1)™ 
n(n—-1 
2 
5. (({1]) Sa se arate ca 
pweNn2 2. 
+a wt aR? "Vnti 
; 1 
Solutie. Punand in (*) 21 = 1, z2 = 2,..., In =n gim =—— avem 
ye gee ee ee ee 
we ag ts og x. a 


n n 


1 Z 
Sh 
V 2 


Inegalitatea este stricta deoarece numerele sunt distincte. 


6. ([2]) Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi si m € N*. S& se 


arate ca: 
a is b ~ C i 
gee a = eeeenchonets OE pf 
(sz) +(=5) +(F-) 23 


b 
es Dac& ludm in (+*) 21 = oo > 0, m2 = ——— > 0, 
x23 = —— > 0, atunci 
a+b—ec 


> 3. Notam A= —-a+b+c, B=a-—b+e, 


OR atc OB4A 
C=a+b-c, decia= - b= c= : si obtinem 


B = C A B A C B C 1 
= SS > 
p Prorey ria? Bae s(etatatgtats) a 
Lasam deschisa cititorului posibilitatea de a mai descoperi si alte apli- 
catii ale convexitatii functiei putere. 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA 
Sibiu, 6—11 aprilie 2014 
prezentare de MARIAN ANDRONACHE si DINU SERBANESCU2) 


Clasa a V-a 


1. Demonstrati cd produsul oricaror trei numere naturale impare con- 
secutive se poate scrie ca suma a trei numere naturale consecutive. 

Marian Ciuperceanu, Craiova 

2. Spunem ca unui numar natural n i se aplicd o transformare intere- 
santa daca n se inmulteste cu 2, apoi rezultatul se mareste cu 4; spunem ca 
lui n i se aplica o transformare deosebita daca n se inmulteste cu 3, apoi rezul- 
tatul se mareste cu 9; spunem ca lui n i se aplica o transformare minunatdad 
daca n se inmulteste cu 4, apoi rezultatul se mareste cu 16. 

a) Aratati cd exista un singur numéar natural care, prin trei transformari 
succesive, una interesantd, una deosebitd si una minunatd, aplicate in aceasta 
ordine, devine 2020. 

b) Determinati numerele naturale care, dupa exact doua transformari 
succesive diferite, dintre cele trei tipuri, devine 2014. 

Lucian Dragomir, Otelu Rosu 

3. Aratati cd existaé un multiplu al numarului 2013 care se termina in 
2014. 

Mihaela Berindeanu, Bucuresti 

4. O suta de cutii sunt numerotate de la 1 la 100. Fiecare cutie 
contine cel mult 10 bile. Numerele bilelor din oricare doua cutii numero- 
tate cu numere consecutive difera prin 1. Cutiile numerotate cu numerele 
1,4, 7,10,...,100 contin, in total, 301 bile. Care este numarul maxim de bile 
din cele 100 de cutii? 

Gabriel Popa, Iasi 
Clasa a VI-a 


1. Se considera multimea A a numerelor de patru cifre cel mult egale 
cu 2014. Determinati numarul maxim de elemente ale unei submultimi a lui 
A care contine numai patrate perfecte, oricare doua prime intre ele. 

Marcel Neferu, Dragasani 


1) Profesor, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti. 
2) Profesor, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti. 
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neh oa 
2. Un numar natural n > 1 se numeste p-periodic daca 7 se poate 


scrie sub forma unei fractii zecimale periodice simple, a cdrei cea mai scurta 
perioada este formata din p cifre. Spre exemplu, numarul 9 este 1-periodic, 


deoarece a 0,(1), iar numarul 11 este 2-periodic, intrucat Tha 0,(09). 


a) Determinati numerele naturale p-periodice n care au proprietatea ca 
‘fe. <e ; , sl : 
prima cifra a perioadei numarului — este nenula. 
n 


b) Determinati cel mai mare numéar prim care este 4-periodic. 
Marius Perianu, Slatina 
3. Pentru un numar natural n spunem ca tripletul de numere naturale 
nenule (z,y,z) (nu neaparat distincte) este de tip n dacd xr +y+z= nN. 
Notam cu s(n) numéarul tripletelor de tip n. 


a) Aratati cd nu exista niciun numar natural n pentru care s(n) = 14. 
b) Determinati cel mai mic num4r natural n pentru care s(n) > 2014. 
Nicusor Berbecel, Orastie 
A. In triunghiul ABC considerim punctele M, N € (AB), P,Q € (BC) 
si S,R € (AC) astfel incét AM = CR, AN = CS, «MQB = «ROC si 
INPB= «SPC. 
Aratati ca daca MQ + QR = NP + PS, atunci triunghiul ABC este 
isoscel. 
Mircea Fianu si Traian Preda, Bucuresti 


Clasa a VII-a 


1. S& se determine numerele prime p si g, cu p < q, pentru care are 
loc egalitatea p(2q +1) + q(2p+1) =2(p* +4”). 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
2. In exteriorul p&tratului ABCD se construieste rombul BCM N, cu 
unghiul BC'M obtuz. Se noteaza cu P punctul de intersectie a dreptelor BM 
gsi AN. Sa se arate ca dreptele DM gi CP sunt perpendiculare si triunghiul 
DPM este dreptunghic isoscel. 
Adrian Bud, Negresti-Oag 
3. Sa se determine numerele naturale n pentru care are loc egalitatea 
17” 4.97" = 237 + 37”, 
. Marius Perianu, Slatina 
4. In exteriorul patratului ABCD se construieste triunghiul dreptun- 
ghic isoscel ABE, cu ipotenuza AB. Fie N mijlocul laturii AD gi consideram 
punctele {M} = CEN AB, {P} =CNQ AB, {F} = PEOMN. Pe dreapta 
F'P se considera punctul Q astfel incat [CE este bisectoarea unghiului QCB. 
Sa se arate cd dreptele MQ si CF sunt perpendiculare. 
Sorin Furtuna, Calarasi 


296 EXAMENE SI CONCURSURI 


Clasa a VIJI-a 
1. Sa se demonstreze inegalitatea 


a — Vbe b— /ca c— Vab 
a+2(b+c) % b+2%(c+a) ct+2(a+b)7~ ’ 
pentru orice numere a, b,c € (0, 00). 
Nicolae Papacu, Slobozia 
2. Fie ABCDA'B'C'’D’ un cub cu latura AB = a. Consideram 
punctele E € (AB) si F € (BC) astfel incadt AE + CF = EF. 
a) S& se calculeze masura unghiului format de planele (D’DE) si 
(D'DF). 
b) Sa se calculeze distanta de la D’ la dreapta EF. 
Sorin Peligrad si Adrian Turcanu, Pitesti 
3. Se considera multimea A = {n,n+1,n+2,...,2n}, unde n > 4 
este un numar natural. Sa se determine cea mai mica valoare a lui n pentru 
care A contine cinci elemente a,b,c,d,e astfel incét a< b<c<d<esi 


Mircea Fianu, Bucuresti 


4. a) Sa se demonstreze c& suprafata unui padtrat de latura 2 nu se 
poate acoperi cu trei discuri de raza 1. 


b) Sa se demonstreze ca folosind trei discuri de raz4 1 se poate acoperi 
mai mult de 99, 75% din suprafata unui patrat de latura 2. 
Traian Preda, Bucuresti 


Clasa a lX-a 


1. Fie nm un numéar natural. Sa se afle numerele intregi 2, y,z cu 
proprietatea ci 2* + y? +27 =2"(r4+y+4+2). 
Petre Simion si Mircea Teca, Bucuresti 
2. Fie a un numar natural impar care nu este patrat perfect. Sa se 
arate ca daca m si n sunt numere naturale nenule, atunci 


a) {m(a+ /a)} # {n(a—- Va)}, 
b) [m(a+ Va)] 4 [n(a- Va)]. 
Vasile Pop, Cluj Napoca 


3. Fie P si Q mijloacele diagonalelor BD si AC ale patrulaterului 
ABCD. Se considera punctele M € (BC), N € (CD), RE (PQ) si S € (AC) 
ee ae 
MC NC RQ SC 
al triunghiului AM N este situat pe segmentul [RS] . 

Adrian Bud, Negresti-Oas 

4. Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de diametru AC. Se 
stie c& exist’ punctele E € (CD) si F € (BC) astfel incat dreapta AE 


astfel incat = k. Sa se arate ca centrul de greutate 
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este perpendiculara pe DF, iar AF e perpendiculara pe BE. Sa se arate ca 
AB = AD. 


Bogdan Enescu, Buzau 
Clasa a X-a 


1. Fie n un numar natural nenul. Pentru fiecare numar natural k 


notam cu a(k) numéarul divizorilor naturali d ai lui k astfel incat k < d? < n?. 


n2 


Sa se calculeze 3 a(k). 
k=1 


2. Consideram functia f : N* — N* cu proprietatile: 
a) f(1) =1, 
b) f(p) = 1+ f(p — 1) pentru orice numar prim p, 
c) (Pipa ---Pn) = f(P1) +f (P2)+:+-+f(Pn) pentru orice numere prime, 
nu neaparat distincte. 
S& se arate c3, 2/(”) <n3 < 3f (n) | pentru orice numar natural n, n > 2. 
George Stoica, Canada 


3. Fie n un numar natural nenul si A = {1,2,...,n}. S& se determine 
numéarul functiilor crescdtoare f : A — A cu proprietatea ca 


f(x) — Fy) < |e - yl, 


pentru orice x,y € A. 
Vladimir Cerbu si Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc 


4, Fie n un numar intreg, n > 2, si fie numerele complexe ag, a}, 
A2,...,Qn CU An #0. Sa se arate cd sunt echivalente afirmatiile: 


P. |anz” + Qn_12™ 1 +--+ +a ,z + a09| < |an + ao], pentru orice numar 
complex z de modul 1, 
. a0 
Q. a) = a2 =---=an_-1 = 0 Si 7 & [0, 00). 
Tr 


Dan Stefan Marinescu, Hunedoara 


Clasa a XI-a 


1. Daca n este un numar natural, iterata de ordin n a unei functii 
f: R— Reste functia f” = fo---o f, unde f° este identitatea multimii nu- 
Nee ome 
‘ _  denori — 
merelor reale. Sa se determine functiile continue f: R > R, care indeplinesc 
simultan urmatoarele doua conditii: 
a) Functia f° + f+ este crescdtoare. 
b) Existé un numéar natural nenul m astfel incdt functia f9 +---+ f™ 
este descrescatoare. 
Dorel Mthet, Timisoara 
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2. Sa se determine functiile derivabile f: R — R, care indeplinesc 
conditia fo f =f. 


Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc si Marcel Tena, Bucuresti 


3. Fie n un numéar natural nenul si A, B douad matrice din M,(C), 
astfel incat A? + B? = 2AB. Sa se arate ca: 
a) Matricea AB — BA este singulara. 
b) Daca rangul matricei A — B este 1, atunci matricele A si B comuta. 
Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin 


4, Fie Ao matrice inversabila din M4(R), astfel incat tr A = tr A* 4 0, 
unde A* este adjuncta matricei A. S& se arate ci matricea A? + I4 este 
singulara daca si numai daca exista o matrice nenula B in M,(R), astfel 
incat AB = —BA. 


Marian Andronache, Bucuresti 


Clasa a XII-a 


1. Fie (A,+,-) un inel. Pentru a € A definim functiile s, : A > A si 
d,: AA prin sq(r) = az, d(x) = za, oricare ar fiz € A. 
a) Presupunem ca A este multime finita. Sa se arate ca, pentru orice 
a € A, functia s, este injectiva daca si numai daca functia d, este injectiva. 
b) Dati exemplu de inel care contine un element a pentru care exact 
una dintre functiile sg gi d, este injectiva. 
Dorel Mthet, Timisoara 


2. Fie I, J doua intervale, fie » : J — R o functie continua care nu 
se anuleaza in niciun punct din J si fie f,g : J ~ J doua functii derivabile 
astfel incét f’ = po f si g' = pog. Sa se arate ca, daca exista xp € I astfel 
incat f(xo) = g(zo), atunci functiile f si g coincid. 


** 
3. Fie f : [1, +00) > (0, +00) o functie continua, avand proprietatile: 
(i) Functia g : [1, +00) — (0,+00) data de g(x) = i are limita la 
+00, 
(ii) Functia h : [1, +00) > (0, +00) data de h(x) = — | sea are limita 
1 


finita la +00. 
a) Sa se arate ca im g(x) = 0. 


: a a re 
b) Sa se arate ca lim | 72 / f*(t)dt = 0. 
1 


Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc 
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4, Fie (G,-) un grup finit cu elementul neutru notat e. Presupunem ca 
exista a € G\{e} si un numar prim p cu proprietatea z?+! = a~'za, oricare 
ar fiz eG. 

a) S& se arate c& existé k € N* astfel incdt ord(G) = p*. 
b) Sa se arate cé multimea {x € G | rz? = e} este un subgrup H al lui 
G si (ord(H))* > ord(G). 


Ioan Baetu, Botosani 


Solutii 
Clasa a V-a 


1. Fie a—1, a si a+1 trei numere naturale consecutive. Suma lor 
este (a—1)+a+(a+1) = 3a, iar calculul precedent arata ca orice multiplu 
de 3 se poate scrie ca suma de trei numere naturale consecutive. Ramane 
de demonstrat ca, dintre trei numere naturale impare consecutive, unul este 
multiplu de 3. Sa consideram cele trei numere impare consecutive ca fiind 
2p+1, 2p+3 si 2p+5, unde p este numar natural. Daca p = 3k, unde k este 
numar natural, atunci 2p + 3 = 2(3k) +3 = 6k +3 = M3. Daca p = 3k +1, 
unde k este numar natural, atunci 2p + 1 = 2(3k + 1)+1=6k+3 = M3. 

In sfarsit, daca p = 3k + 2, unde k este numéar natural, atunci 2p+ 5 = 
= 2(3k +2) +5 = 6k +9 = M3. 

2. a) Fie x numarul cautat. Dupa transformarea interesantd el devine 
2x +4 = y. Dupa transformarea deosebita y devine 3y +9 = z. Dupa 
transformarea minunata z devine 4z+16. Folosim acum mersul invers. Avem 
4z + 16 = 2020, de unde z = 501, apoi 3y + 9 = 501 conduce la y = 164. In 
final, din 2x + 4 = 164 obtinem zx = 80, numéarul cautat. 

b) O transformare interesanta conduce la un multiplu de 2, o transfor- 
mare deosebitad ne da un multiplu de 3, iar dupa o transformare minunata 
obtinem un multiplu de 4. Cum 2014 nu este nici multiplu de 3, nici multi- 
plu de 4, deducem ca ultima transformare nu poate fi decat o transformare 
interesanta. Avem, prin urmare, 2a + 4 = 2014, de unde a = 1005. Cum 
1005 este numar impar, inseamna ca obtinerea lui s-a facut in urma unei 
transformari deosebite, adica 3b + 9 = 1005, de unde b = 332. In concluzie, 
numarul 2014 se poate obtine numai din 332, aplicandu-i intai o transformare 
deosebita gi apoi o transformare interesantd. 

3. Folosim proprietatea: daca doud numere dau acelagsi rest la impdr- 
tirea cu n, atunci diferenta lor se divide cu n. 

Construim numerele a; = 2014, a2 = 20142014, ag = 201420142014,..., 
a2014 = 20142014...2014 (de 2014 ori 2014). Impartind cele 2014 numere la 
2013 obtinem 2014 resturi. Dar la imp&rtirea cu 2013 se pot obtine cel mult 
2013 resturi diferite. Rezulta, din principiul cutiei, ci avem cel putin doua 
resturi egale. Daca a; si a; sunt cele doud numere, i,7 € {1,2,3,...,2014}, 
21> 7, atunci 
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a; — a; = 20142014... 201400...0 = 20142014...2014-100...0 
ere” Nee soe Ne, ee | Nee 
de z—j ori 2014 = de 49 ori de i—7 ori 2014 de 4) ori 


se divide cu 2013. 
Cum 100...0 si 2013 sunt prime intre ele, numarul 20142014...2014 


de 47 ori de 1—j ori 2014 
se divide cu 2013. 
4, Insecventa1,4,7,10,...,100 sunt 34 de numere, prin urmare cunoas- 


tem numarul de bile din aceste 34 de cutii. Mai ramane sa aflam numarul 
maxim de bile din restul de 66 de cutii. Deoarece numarul de bile din doua 
cutii vecine difera prin 1, inseamna ca doua cutii vecine contin in total cel 
mult 19 bile. Dar cele 66 de cutii ramase formeaza 33 de grupe de cate doua 
cutii vecine. In fiecare grupa avem cel mult 19 bile, deci in total avem cel 
mult 33-19 = 627 bile. In concluzie, numarul maxim de bile din cele 100 de 
cutii este 301 + 627 = 928. O modalitate de a distribui cele 928 de bile poate 
fi: 10 grupe de forma (9, 10,9,8,9,10), 6 grupe de forma (9, 10, 9, 10, 9, 10) 
si, la final, 9, 10,9, 8. 


Clasa a VI-a 


1. Daca n € A, atunci 1000 < n < 2014; daci n = p? este p&trat 
perfect, atunci 1000 < p? < 2014 conduce la 32 < p < 44. Cea mai mare 
submultime formata numai din patrate perfecte este 


{32?, 337, 347, 35°, 36°, 377, 387, 397, 407, 417, 427, 437, 447}. 


Din aceasta trebuie sa alegem submultimea cu numar maxim de ele- 
mente, oricare doua prime intre ele. Consideram partitia acestei submultimi 
in ,,cutiile” {327, 347, 367, 38, 402, 427, 447}, {337,392}, {352}, {377}, {417}, 
{437}. Dac& alegem cel putin 7 elemente, din principiul cutiei rezulta cd doua 
se vor gasi in aceeasi cutie (dintre primele doua), deci nu vor fi coprime; prin 
urmare nu putem alege mai mult de 6 elemente. Un exemplu cu 6 elemente 
este {32?, 337, 35°, 377, 417, 437}. 

2. Se stie ca, pentru a obtine o fractie zecimala periodica simpla, fractia 
ordinara ireductibila trebuie sa aiba la numitor un numéar a carui descom- 
punere in factori primi nu contine pe 2, nici pe 9. 


e e 1 Wd i 
a) Dac& vrem ca prima cifra a perioadei numarului — sa fie nenula, 
n 


1 1 7 bef tet 
trebuie ca — > Tit de unde n < 10. Cum descompunerea in factori primi a 
n 
lui n nu trebuie s& contina pe 2, nici pe 5, rezulta n € {3, 7,9}, pentru care, 


1 1 1 
intr-adevar, 37 0,(3), 7 = 0,(142857) si a= 0,(1). 
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xt es a 
p 9999” 
1 < m < 9998. De aici avem pm = 9999 = 3?- 11-101. Atunci cel mai mare 


b) Fie p cel mai mare numar prim 4-periodic; atunci 


astfel de numar prim este p = 101, pentru care, intr-adevar, aie 0,(0099). 


3. Inainte de a intra in rezolvarea propriu-zisa a problemei, sé numaram 
cate triplete (x,y,z) de numere naturale nenule, nu neaparat distincte, au 
proprietatea ca x + y+ z= n, unde n > 3 este un numar natural fixat. Lui 
x ii putem da orice valoare de la 1 pana la n — 2. Lui y ii putem da valori 
tinand cont de valoarea data lui x. Pentru x = 1, y poate lua n — 2 valori. 
Pentru x = 2, lui y ii putem da n — 3 valori, ..., pentru x = n — 2, y poate 
lua ca singura valoare 1. Sa mai observam ca pentru z si y alese, z poate lua 
ca singura valoare z = n—x—y. Acestea fiind zise, numarul tripletelor este 


n—2)(n—-1 
s(n) =14+---+(n—-3)4+(n—-2)= eee) 
a) Presupunand ca exista n astfel incaét s(n) = 14, trebuie si avem 


(n — 2)(n — 1) = 28. Pentru n = 6 obtinem 20 < 28, iar pentru n = 7 
obtinem 30 > 28. Prin urmare presupunerea facuta este falsa. 


b) Trebuie gasit cel mai mic n pentru care (n—2)(n—1) > 4028. Evident 
(n —1)* > (n — 2)(n— 1). C&ut&m agadar cel mai mic p&trat perfect mai 
mare decat 4028. 

Cum 4028 = 2? - 1007, avem 64% = (2-32)? = 2? - 1024 > 2? - 1007, de 
unde n — 1 > 64, adicé n > 65. Deoarece (65 — 2)(65 — 1) = 4032 > 4028, 
rezulta n = 65. 


4. Construim R’ si S’, simetricele lui R, respectiv S, fata de dreapta 
BC. Din proprietatile simetriei avem RQ = R'Q si <RQC=<XR'QC. Cum 
IMQB=<RQC, rezulta ci «MQB = «<R’/QC gi deoarece B, Q, C sunt 
coliniare, deducem ca M, Q, R’ sunt coliniare. 
Atunci 

MQ+QR=MQ+QR' = MR’. 
Analog se obtine 

NP+PS=NP4+PS'=NS". 
Acum din MQ+QR = NP + PS deducem 
MR’ = NS’. Tot din simetrie obtinem 

<IRCQ = <R'COQ si XSCP = &AS'CP. 
Dar x<RCQ = <SCP gi atunci 

X<R'CQ = «xS'CP, 
de unde deducem ca punctele C’, R’, S’ sunt co- 
liniare. De asemenea, CR = CR’ si CS = CS", 
iar deoarece CR = AM si CS = AN, obtinem 
MN = R'S", ca diferentaé de segmente congruente. 

Rezult’ ANS’M = ARMS", cici MR! = NS’, MN = R’S', iar MS! 
este latura comuna, de unde obtinem x4NMS’ = ~MS’R’. Cum aceste 
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unghiuri sunt alterne interne pentru dreptele AB si C'S’ si secanta MS’, 
obtinem AB || C'S’. Daca pentru aceste paralele consideram acum secanta 
BC, deducem cé <ABC = «xBCS'. Dar xBCS'’ = xBCA, gi atunci 
XABC = xACB, adica AABC este isoscel. 


Clasa a VIil-a 


1. Egalitatea se scrie sub forma p+q = 2 (p — q) . Ca urmare, numerele 
p Si q sunt impare distincte. Pentru p > 5, numerele p si q dau restul 1 sau 
2 la impartirea cu 3. Vom arata ca in acest caz egalitatea nu poate avea 
loc. Daca p si q dau acelasi rest la impartirea cu 3, atunci 3 | 2 (p— q)° si 
3 4p+q, contradictie. Daca p si gq dau resturi diferite la impartirea cu 3, 
atunci 3 + 2(p — q) si 3 | p+ q, din nou contradictie. Pentru p = 3, rezulta 
q=0. 

Solutia a 2-a. Ca mai inainte, p+q = 2(p— q)*, cu p < q impare. 
Notand d = q — p, rezulta d+ 2p = 2d”, adic& 2p = d(2d — 1). Atunci 2 | d, 
deci d = 2k, k € N*, de unde p= k (4k — 1) siq=k(4k +1). Numerele p si 
q sunt prime atunci si numai atunci cand k = 1, de unde p= 3 sig = 5. 


2. Triunghiurile CDM si CBM sunt isoscele, deci «CMD = x<CDM 
si <CMB = xCBM. Calculand suma masurilor unghiurilor triunghiului 
M BD), avem 180° = m(XDMB)+m(xBDM)+m(xDBM) = m(xDMB)+ 
+45° + m(x<CDM) + 45° + m(xXCBM) = 90° + 2m(xDMB), de unde 
m(xDMB) = 45°. Cum ADMN este paralelogram, avem DM || AN, de 
unde rezult’ m(4MPN) = m(4DMB) = 45°. Intrucat P se afli pe media- 
toarea segmentului [CN], rezulta «MPN = xMPC, deci m(xNPC) = 90°, 
adica CP 1 AN, de unde CP L DM. 

Deoarece triunghiul CDM este isoscel, rezulta ca perpendiculara din C’ 
pe DM, adica dreapta C'P, este mediatoarea segmentului [DM]. Ca urmare, 
triunghiul DPM este isoscel de baza [DM]. Cum m(<DMP) = 45°, rezulta 
ca m(x DPM) = 90°. 


3. Se observa ci n = 0 si n = 1 sunt solutii. Pentru n > 2, avem n? > 
> 2n, de unde rezulta ci 9" —3™ = 3” (3” = 1) > 327 (32 — 1) = 81"-9". 
Deoarece 81” — 9” > 23” — 17”, ecuatia nu are solutii n > 2. 

Solutia 2. Se observa ca n = 0 si n = 1 sunt solutii. Pentru n > 2, 
scriind ecuatia sub forma 23” — 17” = gr _ gt rezulta A = B, unde 
A = 23-1 4.17-239-1 4.172 .937-2 4. ...417"-2.934178-1, B= gel + 
gr’?—2.3.4.9n*-3 .324...4.9.37°-24 37°-1 Suma A contine n termeni, deci 
A <n-23"—!, iar suma B contine n? termeni, deci B > n? - gel 

Deoarece n?—1 = (n+ 1) (n — 1) > 3(n— 1) pentru orice n > 2, rezulta 
c3 B > n2.3-1 > n2.33(-)) = n2.27°-1 s n-23"-1 > A, deci ecuatia nu 
are solutii naturale n > 2. 
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4, Din congruenta AAPE = ABCE (L.U.L.) rezulta CE = PE si 
{BEC = <AEP. Cum m(xBEC) + m(xAEC) = 90°, rezulta 


m(xAEC) + m(xAEP) = 90°, 


adica m(XCEP) = 90° Obtinem ca triunghiul ECP este dreptunghic si 
isoscel, adica m(X{CPE) = 45°. 

De asemenea, ACEQ=APEM (C.U.), adic EQ=EM, deci AEMQ 
este dreptunghic si isoscel. Obtinem m(XEQM) = 45° = m(xEPC), de 
unde rezulta ca MQ || CP. Aplicaénd teorema lui Menelaus in triunghiul 


C'PE cu transversala NF avem —— - —.- aoe = 1. Notand cu R piciorul 


FE MC 
perpendicularei din E pe AB, atunci ACBM ~ AERM, de unde obtinem 
Se 
MC BC 2 me 

Din NP = CN rezulta FE 2, deci PE = EF, de unde CE este 


inaltime si mediana in triunghiul C’F’P, adica acesta este isoscel. Rezulta 
m(<FCP) = 90°, adicé CP 1 CF, de unde obtinem MQ 1 CF. 


Clasa a VIII-a 


1. Din inegalitatea mediilor avem Vbc < - , deci 


b+c 
Bee. Goa Baek 
a+2(b+c)~ a+2(b+c) 2(a+2b+4 2c)’ 
Atunci membrul stang al inegalitatii din enunt este mai mare sau egal 
= 2a—b-—c i" 2b—c-—a 7 2c-—a— not ¢ 
2(a+2b+2c) 2(2a+b+2c) 2(2a+2b+c) ~~ 
Notand a+ 26+ 2c = 52, 2a+6b+ 2c = 5y si 2a + 2b+ c = 5z, obtinem 
a= —3r + 2y + 2z, b= 2x — By 4+ 2z sic = 2x + 2y — 3z. Atunci 
2a—b—c -10zr+5y+5z Ilyy.z 
Saban Tae = 5 (E+ =-2)- 
2 (a+ 2b + 2c) 10x 2 


Scriind relatiile analoage si sumand obtinem 


1 1 1 
S=5(2+=-2)+- ao +5(=+2-2)= 
ZA\0 = 2\y sy aNZ:" 32 


=3 (548) ++2) + Gj+4)-0) 20 


ceea ce conduce la concluzia problemei. 

2. a) Prelungim segmentul BA cu segmentul AH = FC. Atunci 
ADAH = ADCF (C.C.), de unde <HDA = «FDC, deci m(XHDF) = 
= 90°. Apoi, [DH] = [DF], de unde ADHE = ADFE (L.L.L.) si de aici 
m(<FDE) = m(xXHDE) = 45°. Deoarece FD 1 DD! si ED 1 DD’, 
rezulta m<((D’DE) , (D'DF)) = m(XF DE) = 45°. 


L Lt 
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b) Notam cu P proiectia punctului D pe dreapta EF. Conform teo- 
remei celor trei perpendiculare obtinem D’P | EF, deci d(D', EF) = D’P. 
Din congruenta ADHE = ADFE, obtinem DP = AD = a. Teorema lui 
Pitagora ne conduce la D’P = av2. 

b Cc 


3. Fie p, g € N*, (p, q) = 1 astfel incat - ae cir - Evident p < q. 


Cum numerele a, b si c se divid cu p, iar numerele c, d si e se divid cu q, 
rezulta ca exista m € N* astfel incaét c = mpgq. 

Deoarece e —a < 2n—n = Nn, iar n trebuie sa fie minim, trebuie ca 
numerele a, b si c sa fie multipli consecutivi ai lui p, iar c, d si e sa fie multipli 
consecutivi ai lui g. Prin urmare, a = mpq — 2p si e = mpq + 2q. Deoarece 
n<a<e< 2n < 2a, rezulta 2a > e, adica 2mpq — 4p > mpq + 2q, sau 
mpq 2 4p + 2q, Oe : 

Cum Seon obtinem m(q — p) = 2, deci m € {1, 2}. 

Daca m = 1, atunci gq — p = 2, deci g = p+2. Inlocuind in («) obtinem: 
(p — 2)? > 8, de unde p > 5. Pentru p = 5 si q = 7, avem a = 25, b = 30, 
c = 35, d = 42, e = 49 si, deoarece n <a <e < 2n, rezulta n = 25. 

Daca m = 2, atunci qg—p = 1, decig = p+ 1. Inlocuind in (x) obtinem: 
(p— 1)? > 2, de unde p > 3. Pentru p = 3 si gq = 4, avem a = 18, b = 21, 
c = 24, d = 28, e = 32 si, deoarece n < a <e < 2n, rezulta n € { 16,17, 18}. 
Prin urmare, n min = 16. 


4. Fie ABCD un patrat de latura 2 si S;, So si S3 trei discuri de 
raza l. 

a) Presupunem prin reducere la absurd ca S$, S2 si S3 acopera suprafata 
patratului. Deoarece latura patratului este egala cu diametrul unui disc, este 
necesar ca doua varfuri alaturate ale patratului, fie acestea A si B, sa fie 
acoperite de un acelasi disc $1, adica [AB] este diametrul lui 5}. 

Fie M € (AD). Cum MC > 2, atunci M gi C' sunt in discuri diferite. 
Putem presupune C’ € S2 si (AD) Cc S3. Analog D € 53 si (BC) C Sz. 
Atunci (BC] Cc S_ si (AD] C S3. 

Fie acum P € (BC), N € (AD) astfel incat CP = DN = 1,8. Fie 
Q mijlocul lui [CD]. Atunci PQ > 2, deci Q ¢ Sp. Analog QN > 2, deci 
Q ¢ S3. Cum, evident Q ¢ $1, obtinem o contradictie. 


b) Fie M € (AC) astfel incét AM = 2. Notam cu P si R proiectiile 
lui M pe AB si AD. Fie T € BC astfel incat ca PT = 2 si U € DC astfel 
ca RU = 2. Consideram discurile de diametre AM, PT si RU. Suprafata 
neacoperita de acestea este inclusa in interiorul patratului format cu punctele 
C,U, X siT unde X € (MC). 

Este suficient s& aratam c& aria[CUXT] < 0, 25% - aria[ABCD], ceea 


B 
ce este echivalent cu CT’ < sie = 0,1 sau BT > 1,9. Avem AP = V2, 
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BP =2- V2, BT? =4- (2- V2)’ = 4,/2 — 2. Relatia de demonstrat, 
anume BT > 1,9, revine la 4/2 —-2 > 1,9? © 4/2 > 5,61 © V2 > 1, 4025, 
ceea ce este adevarat. 


Clasa a [X-a 


1. Dac&d n = 0, folosind inegalitatile evidente x* > z si analoagele, 
deducem ci z,y,z € {0,1}. Dac& n > 1, atunci 2 divide x? + y? 4+ 2?, 
deci ori cele trei numere sunt pare, ori unul e par si doua impare. In acest 
ultim caz, luand, de exemplu, xz = 27; + 1, y = 2y, + 1, z = 221, obtinem 
4(c?+arty? ty +27) +2=4(21 +41 + 21 +1), contradictie. 

Ramane cazul in care z,y,z sunt pare. Pentru x = 227), y = 2y1, 
z = 221, obtinem x? + y? +2? = 2%"! (21 + y + 21), deci, dac& n = 1, atunci 
x,y,z € {0,2}. 

Pentru n > 1, repetand rationamentul, deducem ca daca © = 2”"7p, 
y = 2" yp, 2 = 2" zn, atunci Lp, Yn, Zn € Zi x2 + y2 +22 =In + Yn + 2n, de 
unde Zn, Yn, Zn € {0,1}, deci x, y, z € {0,2"}. 

2. a) Cum ma, na sunt numere naturale, egalitatea ar atrage {m,/a} = 
{—n,/a}. Douad numere au aceeasi parte fractionara doar daca diferenta lor 
este numar intreg, de unde (m+n) Va € Z, absurd. 

b) Din nou prin absurd, fie N natural nenul pentru care exista m,n 
diferite nenule cu N = [m(a+ Va] = [n(a — Ja]. Prin urmare N < m(a+ 
Ja) < N+1, N < n(a— Va) < N +1 iar inegalitatile sunt stricte caci 
termenii din centru sunt irationali. 

N N+1 N N+1 
pe ae an ae te jae 
de unde, prin adunare, N— <m+n<(N+ 1) >: 


a-—1 
De aici, N < ——-(m+n) < N+1, in contradictie cu faptul cé numarul 


Inegalitatile se rescriu 


din mijloc este natural (a impar). 


Observatie. Problema poate fi obtinut&’ din teorema Beatty care 
afirma ca multimile de tipul [na] si [n8] determina o partitie a lui N daca a 


si 8 sunt irationale pozitive si — + — = 1. 
ay 


3. Fie G centrul de greutate al triunghiului AMN. Avem 


ah GP+kGG _GB+GD+k(GA+GC) | aaa. GA+kGC 
 1lt+k 2(1+k) —1+k 
Pe de alta parte, 


eo 1+k 
de unde deducem (1+ k) GA + a + saul + GD = 0, de unde rezulta 
imediat GS + 2GR = 0, asdar punctele G, R si S sunt coliniare. 
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4. Din conditiile de perpendicularitate avem 


AE. DF =0 @ AE - (AF — AD) =0, 
AF . BE =0 & AF. (AE — AB) = 0, 


AE-AF=AE.AD, AE- AF = AF- AB, 


deci AE : AD = AF AB. Echivalent, putem scrie 


(4D + DE) AD = (4B + BF) .AB & AD?+AD-DE = AB?+AB-BF. 


Dar tADE = {ABF = 90°, deci AD: DE = AB- BF = 0, asadar 
AB = AD. 


de unde 


Clasa a X-a 
1.) Pentru 1 < k < n?, fie A(k) multimea divizorilor naturali d ai lui 
k astfel incat k < d? < n?. 
Un numéar natural d € {1,2,...,n} apartine multimilor A(d), A(2d), 


..., A(d*) gi numai acestora. Prin urmare, contributia fiecrui d in suma 
2 


n n? 


Salk) =) |A(-) este 1+1+---+1l=d. 
a 
k=1 k=1 d ori 
n? nr 
Asadar, > a(k) = Ss d=n(n+1)/2. 
k=1 d=1 


2. Cum 2 este numar prim, avem f(2) = 1+ f(1) = 2, de unde 
2? < 23 < 3%. Apoi f(3) = 1+ f(2) = 3, deci 2? < 3° = 3°. Vom demonstra 
dubla inegalitate 3log,n < f(n) < 3logyn prin inductie dupa n. Fie n un 
numéar natural, n > 3, si fie n = p1p2---p, descompunerea sa in factori primi, 
nu neaparat distincti. 
Daca n nu este prim, i.e. k > 2, din ipoteza de inductie avem f(n) = 
k k 


f (pi) + f(pa) +++: + f(Pk) > 35 _ logs pi = 3loggn si f(n) < 3) logs pi 
=1 i=1 


— a logs nN. 
Daca n este prim, i.e. k = 1, atunci n — 1 este numar par si 


f(n)=14f(n-1) = 144 ("> ) =14f02)45 ("5) = 347 ("5 =). 


Atunci 


fin) = 3+ 5 ( 


n—l n—-l 


2 


) <3+3log, = 3log,(n — 1) < 3loggn 


1) Cerinta este echivalentaé cu dubla numarare a cardinalului multimii 
S(n) = {(k,d) |d| kk <d? <n?,1<k<n’}. 
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Si 
—1 —1 3(n — 1 
f(n)=3+f (AS) > 3+ 3logs — = Blogs =) > 3log3n. 


3. Observam ca f(k +1) — f(k) net a, € {0,1}, k =1,2,...,n—1. Mai 
mult, cum ax € {0,1}, avem | f(x) — f(y)| < |x —y| pentru orice x, y € A. » 

Fixand f(0) = asi f(n) = b, avem b—a = a, +--+ +Gn-1, deci numarul 
functiilor f cu proprietatea ceruta este egal cu numarul de alegeri a b — a 
termeni egali cu 1 in suma a; +---+G@n-1, adica n(a, b) = Cre 

Prin urmare, numarul functiilor este 


S- n(a,b) = S- ct = Din k)Cp 
0<a<b<n O<a<b<n 


In total am 


Sn - Sick Sint = Dine! = 


= n2"-! — (n—1)2"-* = (n+ ae functii. 
4. Q.=—P. Daca a; = ag = --- = an_1 = O Si ~ € [0, co), atunci 
n 


Janz” + nz" + +++» +41z + a9| = lanz” + aol < 


< |anz”| + |ao| = |an| + |ao| = |an + aol, 
pentru orice numar complex z de modul 1. 

P.= >Q. Fie g(z) = an_12" 1 4+---+a1z, z€ Csi w = ap+ay. Pentru 
fiecare € € U, = {z € C| 2” = 1} avem lay + g(€) + ao| < lan + aol, adicd 
lw + g(e)| < |w| sau |g(e)|? + w9(e) + gle) < 0. 

Cum S~ e*® ~ 0, k = 1,2,...,n—- 1, avem g(€) = 0, de unde, 


ECcUn e€Un 
prin sumare, > lg(e)|? + wg(e) + Wg(e) = 2 lg(e)|? < 0, ceea ce implica 
ECUn ecUn 
g(€) = 0, oricare ar fi e € Up. 
De aici obtinem a; = WO) 0, k=1,2,....n-1. 


ecUn 
Obtinem |anz” + ao| < |an + ao| pentru orice numar complex z de 


modul 1. Notand c = = gif = 2", avem |t+c| < |1 +c] pentru orice numar 
complex ¢ de modul 1. "Bie P, M, A punctele din planul complex de afixe t, 
1) Prin urmare, o functie f cu proprietatie cerute este complet determinata de n—uplul 


(f(0),@1,@2,...,@n-1) € Ax {0,1} x --- x {0,1} ce respect conditia 
f(O) tar +-+-+an-1 <n. 
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—c, respectiv 1. Atunci PM < MA, oricare ar fi P pe cercul unitate, prin 
urmare cercul de centru M si raza MA contine cercul unitate. Cum cele 
doua cercuri au punctul comun A, deducem ca sunt tangente in A, deci M si 
O sunt coliniare cu A si MA > OA = 1. Deducem ca —c < 0, deci c € [0, 00). 


Clasa a Xl-a 


1. Functiile cerute sunt de forma f(x) = —x+c, unde c este 0 constanta 
reala. Aceste functii verifica in mod evident conditiile din enunt. 

Aratam mai intai ca f este injectiva. Fie x si y doua numere reale, 
astfel incat f(r) = f(y), si fie g, = fo+---+f", n EN. Intrucat g; este 
crescatoare, gm este descrescatoare, iar g1(z)—gi(y) = —-y = Gm(L)—gm(y), 
rezulta c& (x — y)* = (g1(x) — 91(y))(Gm(x) — gm(y)) < 0, deci x = y. 

Intrucat f este injectiva si continua, f este strict monotona, deci toate 
iteratele sale de ordin par, f?*, sunt strict crescdtoare. 

Functia g; fiind crescatoare, din paragraful precedent si din relatia 


n/2-1 
ss go f2* + f", daca& n este par, 
= k=0 
In = (n-1)/2 
>> Gof", daca n este impar, 
k=0 


rezulta ca g, este strict crescatoare, daca n este par, si crescadtoare, daca n 
este impar. 

Functia g,, fiind descrescatoare, rezulta ca m este impar si gm constanta. 
In fine, g; fiind cresc&toare si toate iteratele de ordin par ale lui f fiind (strict) 
crescatoare, deducem ca g; este constanta, de unde rezulta concluzia. 

2. Aratam ca functiile cerute sunt functiile constante si identitatea, 
functii care verifica in mod evident conditiile din enunt. 

Intrucat f este continua, imaginea sa, { f(x) | 2 € R}, este un interval 
I CR. Daca I este un interval redus la un punct, atunci f este constanta. 

Daca I este nedegenerat, fie a = inf I < sup J = b, unde a,b E R. Din 
conditia din enunt, rezulta ca restrictia lui f la intervalul deschis (a, b) este 
identitatea: 


f(z)=2, a<ac<b. (1) 


Vom arata ca a = —oo si b = +00, i.e., J = R si f este identitatea. Sa 
presupunem c& a este real. Continuitatea lui f in a si (1) implica f(a} = a, 


deci 
F(a) = sila) = Ji fe) ~ S19) Jig ooh (2) 


Pe de alta parte, f are un minimum in a, deoarece 


f(a) =a= inf I = inf{f(x) |z € R}, 
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deci, conform teoremei lui Fermat, f’(a) = 0, ceea ce vine in contradictie cu 
(2). Prin urmare, a = —oo. In mod analog, b = +00. 
3. (a) Relatia din enunt este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele 
doua relatii: 
(A — B)* = AB- BA, (5) 
A(A — B) =(A- B)B. (6) 
Sa presupunem ca matricea AB — BA este nesingulara. Conform (1), si 
A — B este nesingulara’, deci B = (A— B)~!A(A— B), conform (2). Agadar, 
A-—B=A-—(A-B)7!A(A-—B), de unde, I, = A(A— B)~1—(A-B)1A. 
Trecand la urma, obtinem o contradictie: 


n= trI, = tr (A(A— B)~' —(A— B)'A) =0. 


Prin urmare, matricea AB — BA este singulara; in plus, din relatia (1) 
rezulta ca si matricea A — B este singulara. 
(b) Reamintim ca, daca’ X este o matrice de rang 1 din M,,(C), atunci 
= (trX)X -—- aceasta rezulta din faptul ca fiecare linie a lui X este 
proportionala cu o linie nenula a lui X. 
Conform relatiei (1) si rezultatului amintit mai sus, 


AB —- BA=(A- B)? = (tr(A — B))(A— B), 


deci 0 = tr(AB — BA) = (tr(A— B))?, ie., tr(A — B) = 0. Prin urmare, 
AB —- BA=On, ie., AB = BA 

4. Aratém mai intai ca, dack A este o matrice din M,,(R), astfel incat 
A? + I, este singulara, atunci exist’ o matrice nenuli B in M,(R), astfel 
incat AB = —BA. 

Intrucat A? + I, este singulara, i este o valoare proprie a lui A, iar —i 
este o valoare proprie a transpusei A’. Exista deci doi vectori nenuli x si y 
in. M,1(C), astfel incdt Ax = ix si Ay = —iy. Intrucat x si y sunt nenuli, 
B= xy’ este o matrice nenula din M,(C). 

Matricele A si B anticomuta: 


AB = Axy’ = ixy’ = —x(—iy)’ = —x(A’y)’ = —xy"A = —-BA. 


Trecand la conjugate si tinand cont de faptul ca A este in M,(R), 
rezult& c& si conjugata B a lui B anticomutd cu A. Deci orice combinatie 
liniaré cu coeficienti complecsi a matricelor B si B anticomuta cu A. Prin 
urmare, B sau i(B — B) este o matrice nenula din M,(R), care anticomuta 
cu A. In particular, am demonstrat una dintre implicatiile problemei. 

Aratam acum ca, in conditiile din enunt, este adevarata si reciproca. 
Fie B o matrice nenula din M,(R), care anticomuta cu A. Atunci 


A*B =(-1)*BA*®, KEN. (x) 
Consideram polinomul caracteristic f al matricei A, 
f = *-(tr A)\8 +ad?—(tr A*)A+det A = \4—(tr A)\3+ad?—(tr A)A+det A, 
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unde a este un numéar real; cea de a doua expresie a lui f rezulta din ipoteza 
tr A = tr A’. 

Conform teoremei Hamilton-Cayley, f(A) = O4. Tinand cont de (+), 
obtinem succesiv: 


O4 = f(A)B = B(A* + (tr A)A® + aA? + (tr A)A + (det A)J4) 
= B (f(A) + 2(tr.A)(A? + I4)A) = 2(tr A)B(A? + 14) A. 


Intrucat tr A # 0, iar A este inversabila, rezulta c& B(A?+I4) = O4. Matricea 
B fiind nenula, conchidem ca A? + I, este singulara. 


Clasa a XIIl-a 


1. a) Sd presupunem ca s, este injectiv’a. Deoarece A este finita sq este 
bijectiva, deci exista b € A astfel incat ab = 1. 

Astfel, daca d(x) = dg(y), atunci (x — y)a = 0, de unde (z — y)ab = 0, 
adica x — y = 0, ceea ce demonstreaza injectivitatea functiei dg. 

Implicatia inversa se demonstreaza asemanator. 


b) Pentru un exemplu putem considera multimea S = {(2n)nen | 
tn € R} si inelul functiilor aditive f : S — S, cu operatiile de adunare 
si compunere a functiilor. Ca element a se poate lua functia data prin 
a((Zn)n) = (Zn+1)n- Deoarece a este surjectiva, da este injectiva; pe de 
alta parte, sg nu este injectiva. 


2. Deoarece y nu se anuleaza si este continua, functia 1/~ este corect 
definit’a si are o primitiv’ F : J — R. Ipoteza devine (Fo f)'(z) = 1, 
Vz € I, deci exista a € R astfel incat F(f(r)) = r+, Vz € I, analog exista 
b € R astfel incét F(g(x)) =x +b, Vx € I. Deducem zp + a = F(f(z0)) = 
F(g(zo0)) = Zo +5, deci a = b. Rezulta F(f(x)) = F(g(z)), Va € J. 

Pe de alta parte, din F’(x) 4 0, Vx € J rezulta ca F’ are semn constant 
pe J, deci este strict monotona. Astfel F este injectiva, de unde reiese f = g. 


3. a) Fie 2 = lim g(x). Daca 2 € (0, +00), atunci exista a > 0 astfel 
4 1e 2) 
incat g(x) > £/2 pentru x > a, de unde 


a Hb a L Hb 
ia, = (/ f(t)dt + / f(t)at) > - / f(t)at + / a2 
ee oe i (x? — a?) 
= =| fats EO <=> 00, 


rL—+00 


ceea ce contrazice (ii). La fel aratam ca presupunerea £ = +00 contrazice 
(ii), deci 2 = 0. 
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b) Observim c& f; f(t)dt > 0, Vr > 1, deci 
= fe aC Poa fr wn) _ 
z—>+00 f . Se x 
aoe af, an Z—>+00 v(x) 
unde \ = jim h(x), u(x) = fy f*(t)dt, v(x) = ee f(t)dt. 
u(x) 


OO ; 
Pentru lim —— folosim regula lui l/’Hospital pentru —: u gi v de- 
r—>+00 ULL OO 


finesc functii derivabile, lim v(x) = +00 (avem v(x) > m(x — 1) pentru 
4 CoO 


z > 2, unde m = infzej1,9) f(£)), v(z) = / f(t)dt+af(x) #0, Vz > 1, iar 


wie) PO) gy _ Se) 
HC) sya) +f Hoa f(a) +h(a) 
1 


E (0, 9(z)) si lim g(x) = 0 


implica lim = 0, deci lim = 0, de unde concluzia. 


r—+00 v(x) 

4. a) Dac&d z,y € G, atunci (zy)?t! = ataya = atraatya = 
= gPtlypt! Relatia obtinutd se poate scrie z(yx)Py = zPtlyPt! deci 
(yx)? = xPy?. Pentru x = a obtinem din ipoteza a? = e deci, folosind 
relatia precedenta, (ya)? = y?. 

Prin inmultire cu ya la stanga reiese yay? = (ya)?t! = yPtla, deci 
ay? = yPa, Vy € G. 

Din ipoteza rezulta y?t+)) = q-lyPa = y?, deci yy =e, VyEG. 

Deoarece p este prim reiese ca orice element al grupului are ordinul 1, 
p sau p’ si, folosind teorema lui Cauchy, deducem c& ord(G) = p*, k € N*. 

b) Daca z,y € H, atunci (ry)? = y?xP = e, deci zy € H. Astfel H este 
parte stabila si, cum 4 este finit, rezulta ca H este subgrup. 

Consideraim functia f : G > G, f(x) = 2?. Cume = 2?” = (z?)?, dedu- 
cem ca imaginea functiei este inclusd in H. In plus, z,y € G si f(x) = f(y) 
implica xP(y-*)P = =e, deci (y~'z)? = e, adic& y—'x € H, de unde z € Hy. 
Reiese astfel ca, pentru orice element my f, numarul preimaginilor sale 

ord 
din G este chiar ord(H), deci |Imf| = ord(H). 

Din a # e reiese a ¢ Imf: in caz contrar a = 0? pentru un b € G, de 

unde ar rezulta b?+! = b-PbbP, deci e = b? = a — fals. Cum a € H, rezulta cd 


ord(H) > |Imf| = eat ceea ce duce imediat la concluzie. 
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA 
»\ GHEORGHE MIHOC* 


Editia a XX-a, Slobozia, 28-30 martie 2014 


prezentare de NICOLAE Papacu”) si CosticA DumItTRU?) 


In perioada 28-30 martie 2014 s-a desfasurat la Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul“ din Slobozia, a XX-a editie a Concursului National de Matematica 
, Gheorghe Mihoc“, adresat elevilor din clasele VII-XII. 

Concursul este initiat si organizat de Societatea de Stiinte Matemati- 
ce din Romania, filiala Ialomita, in colaborare cu Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul“ Slobozia si in parteneriat cu Primaria Municipiului Slobozia si 
Consiliul Judetean Ialomita. 

Conform traditiei, participarea, cazarea si masa concurentilor au fost 
gratuite. Primaria Municipiului Slobozia a asigurat un fond de premiere 
de 12000 lei, iar Consiliul Judetean Ialomita a finantat editarea volumului: 
Concursul Natinal de Matematica ,,Gheorghe Mihoc“ 1995-2013, volum care 
contine subiectele (enunturi si rezolvari) si rezultatele obtinute de elevi la 
cele 19 editii ale concursului. 

Pentru asigurarea conditiilor deosebite de desfasurare a concursulul, 
trebuie aduse multumiri in mod deosebit primarului municipiului Slobozia, 
dl. Alexandru Stoica, presedintelui Consiliului Judetean Ialomita, prof. Szl- 
vian Ciuperca, directorului C. N. ,,Mihai Viteazul“, prof. Vitalie Buzu, pre- 
cum si numerosilor sponsori, dintre care amintim pe ing. Ion Drdgoi (PET 
STAR HOLDING SRL), CONTE IMPEX SRL, SC TRANSMIM SRL, SC 
EST EXCHANGE SRL, ANTIVIRUS AVIVA prin DOU MANAGER SRL, 
SALUBRITATE COMUNALA SRL. 

Selectia subiectelor a fost realizata de un juriu care a avut in componen- 
ta personalitati recunoscute din domeniul matematicii: prof. univ. dr. Jon 
Chitescu — presedinte, conf. univ. dr. Inocentiu Drdghicescu, prof. Mircea 
Trifu — secretar general al S.S.M.R., prof. dr. Marcel Tena — redactor sef 
Gazeta Matematica, prof. Costica Dumitru. 

La buna desfasurare si organizare a concursului a contribuit catedra de 
matematica a Colegiului National ,,Mihai Viteazul“ Slobozia, prin reprezen- 
tantii sai: Nicolae Papacu, Mioara Tudor, Marcel Popescu, Marian Margarit, 
Sorin Stere. 

Au fost acordate diplome de excelenta si medalia jubiliara ,,Concursul 
de Matematica Gheorghe Mihoc — 20 de ani de traditie si excelenta“ persoa- 
nelor cu contributie deosebita la organizarea si desfasurarea concursului si 
elevilor cu cele mai bune rezultate obtinute la diferite editii ale concursului. 


1) Pregedinte al filialei lalomita a S.S.M.R. 
2) Presedinte de onoare al filialei Ialomita a S.S.M.R. 


CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,,GH. MIHOC“, SLOBOZIA, 2014 313 


La concurs au participat peste 150 de elevi din judetele Arges, Braila, 
Buzau, Calarasi, Constanta, Ialomita, Prahova gi din municipiul Bucuresti. 
Prezentam in continuare subiectele si lista premiantilor concursului. 


Subiecte 
Clasa a VII-a 


1. Se considera triunghiul ABC cu m(<A) = 135°. Perpendiculara 
in A pe AB intersecteaza latura [BC] in D, iar bisectoarea unghiului B 
intersecteaza latura [AC] in E. S& se determine masura unghiului BED. 
Traian Preda, Bucuresti, G.M. nr. 1/2014 
2. Se considera patrulaterul convex ABCD. Aratati ca daca triunghi- 
urile ABC, CDB, DAC si ABD au acelasi perimetru, atunci ABC'D este 
dreptunghi. 
* * xX 
3. Deteminati numerele naturale pentru care numarul 3” + 22” este 
patrat perfect. 
Nicolae Papacu, Slobozia 
Clasa a VIII-a 
1. Se considera cubul ABC'DA’B’C’ D’. Daca M este mijlocul muchiei 
[CC’], determinati masura diedrului format de planele (AB’M) si (A’MC’). 
Cezar Ozunu, Daneti, G.M. nr. 2/2014 
2. Sa se determine x € R — (0, 1) cu proprietatea ca: = = z. (Notam 
cu {x} partea fractionara a lui x si cu [2] partea intreaga a lui 2). 
* * X 
3. Fie k € N. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: 


x* — (k?-1)4-2k+1=0 


Clasa a IX-a 
1. Fie ABC'D un patrulater inscris intr-un cerc de razi R. S& se arate 
ci AB- BC -CD.- DA < 4R?. 
Constantin Rusu, G.M. nr. 1/2014 
2. Aratati ca numarul 1-2-34+2-3-44+3-4-5+---+n(n+1) (n+ 2) 
nu poate fi patrat perfect, oricare ar fin € N* . 
Inocentiu Drdghicescu, Bucuresti 
3. Sa se arate ca, pentru orice triunghi ABC care nu este obtuzunghic 
gi orice numere m,n, p € {3,4,5,...}, este adevarata inegalitatea: 


cos A cos B cos C’ 3 
sin™ A sin”®B sin?C ~ 2sinAsinBsinC’ 


Inocentiu Drdghicescu, Bucuresti 
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Clasa a X-a 


1. Fie b un numar real strict pozitiv si n un numar natural nenul. Sa 
se arate ci ecuatia z"+! = bz” — z — b are o radadcind complexa de modul 1 
daca si numai daca b= 1 sin =4k+1 undekeEN. 
Ioan Béetu, Botosani, G.M. nr. 10/2013 
2. Sa se rezolve in numere reale ecuatia: 


ater a gctgz =e 


Marcel Tena, Bucuresti 
3. Sa se rezolve in numere complexe ecuatia: 
(1 — z) (1+ 224+ 327+---+n2"1) = (n+ 1) (lt z+2%74---+2™7'), 
unde n EN. 
Marcel Chiritad, Bucuresti 
Clasa a XI-a 
1, Pentru un gir (an),59 dat, definim sirurile (tp),59 $1 (Yn)n>o Prin: 
In = Min (An, An41) Si Yn = Max (An, An+1), pentru orice n > 0. 
a) S& se arate ca daca sirul (an),., este convergent, atunci sirurile 
(Tn)n>08i (Yn)n>do Sunt gi ele convergente. 
b) Este adevarata reciproca? 
* x * G.M. nr. 11/2013 
2. a) Sa se demonstreze ca pentru orice t € [0,1] , avem inegalitatea: 
a a 


b) Sa se rezolve ecuatia 2597 4+ 2° = 3. 
Laurentiu Panaitopol, Marcel Tena 


a 0 —b O 

3. Fie a,b € R si matricea M = a ee . Sa se calculeze 
60 a —O 
06 0 a 


M”, pentru n € N*. 
Inocentiu Drdghicescu, Bucuresti 


Clasa a XII-a : 
1. Si se determine functiile derivabile f : (0,00) — (0,00) cu f (1) = 5 
2013f (x) 


, pentru orice x € (0,00) . 
Supliment G.M. nr. 10/2013 


2. Pentru orice k € N*, notim U, = {2 €C|z2* =1}. Fiind date 
m,n € N*, sa se determine: 

a) Cel mai mare subgrup G al grupului (C*, -) cu proprietatea ca G este 
subgrup al grupurilor Um si Un. 


care au proprietatea: f’ (x) = 2014 4 
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b) Cel mai mic subgrup al H grupului (C*,-) cu proprietatea ci Um gi 
U, sunt subgrupuri ale lui #7. 
Marcel Tena, Bucuresti 


1 
3. Se considera girul (In),>1,, unde I, = / zc arctg(nz)dz. Sa se 
0 


calculeze lim (nI,). 
n— oo 
Nicolae Papacu, Slobozia 

Lista premiantilor 

Premiul I: Cdpraru Adrian-Mircea-Gabriel, cls. a VII-a, C.N. ,,M. 
Viteazul“ Ploiesti; Drdagoi Sabina, cls. a VII-a, ICHB; Lipan Dragos, cls. a 
VIil-a, Sc. Gimnaziala ,,F. Neagu“ Braila; Stanescu Andrei, cls. a VII-a, Sc. 
Gimnaziala ,,Sf. Andrei“ Slobozia; Barbu Andrei Cristian, cls. a VIII-a, Sc. 
Gimnaziala ,I. H. Radulescu“ Urziceni; Zecheru Daniela Cristina, cls. a IX- 
a, C.N. ,,Al. I. Cuza“ Ploiesti; Neagu Robert, cls. a X-a, C.N. ,,B.P.Hasdeu“ 
Buzau; Ilie Catalin-Andrei, cls. a XI-a, C.N. ,,.M. Viteazul“ Ploiesti; Cosma 
Ioan-Adrian, cls. a XII-a, C.N. ,,Gh. Sincai“ Bucuresti. 


Premiul al II-lea: Calin Cristian, cls. a VII-a, Sc. Gimnaziala nr. 3 
Slobozia; Drdghici Delia, cls. a VIII-a, C.N. ,,M. Viteazul“ Ploiesti; Ladcdtus 
Andreea, cls. a IX-a, C.N. ,,M. Viteazul“ Slobozia; Chiriac Andreea, cls. a 
X-a, C.N. ,,B. Stirbei“ Calarasi; Tita Iulian, cls. a X-a, C.N. ,,Gr. Moisil“, 
Urziceni; Birsan Andrei, cls. a XI-a, C.N. ,,.M. Viteazul“ Ploiesti; Dragan 
Relu, cls. a XII-a, C.N. ,,B.P.Hasdeu“ Buzau. 


Premiul al III-lea: Vlad Miruna, cls. a VIII-a, C.N. ,,N. Balcescu“ 
Braila, Dinu Sabina, cls. a IX-a, C.N. ,M. Viteazul“ Slobozia, Kelesidis 
Evgnosia-Alexandra, cls. a X-a, C.N. ,,.M. Viteazul“ Ploiesti, Gae Silviu, cls. 
a XI-a, C.N. ,,.M. Viteazul“ Slobozia, Kusztos Razvan-Emanuel, cls. a XII-a, 
C.N. ,,I. L. Caragiale“, Ploiesti. 


Premiul ,,Fl. Cioacéa“ pentru originalitate in rezolvarea unei 
probleme: Stdnescu Andrei, cls. a VII-a, Sc. Gimnaziala ,,Sf. Andrei“ 
Slobozia. 


Mentiuni: Clasa a VII-a : Ilie Alezandru, C. N. ,,M. Viteazul “ 
Ploiesti; Belceanu Catdlin, $c.g. nr. 3 Slobozia; Ovreiu Auras, Sc.g. ,,A. 
Vlaicu" Fetesti; Clasa a VIII: Turcea Adrian, Sc.g. nr. 3 Slobozia; Baéra An- 
drei Robert, Sc.g. ,,I. H. Radulescu“ Urziceni, Gheorghe Alina Andreea, Sc.g. 
»l. H. Radulescu“ Urziceni, Stdnculescu Anca, Sc.g. nr. 3 Slobozia; Clasa a 
IX-a: Hristescu Andrei, C.N. ,,.M. Viteazul“ Slobozia; Lazdr Andreea, C.N. 
»M. Viteazul“ Slobozia; Metrosu Rares, C.N. ,,N. Balcescu“ Braila; Clasa a 
X-a: Dragomir Horia Alerandru, C.N. ,,I. C. Bratianu“ Pitesti; Ceacdéreanu 
Mihai Filip; C.N. ,.M. Viteazul“ Ploiesti; Serbaénescu Corina Ioana, C.N. ,,I. 
L. Caragiale“ , Ploiesti; Barbu Andrei, C.N. ,,N. Balcescu“ Braila; Clasa a 
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XI-a: Matache Cristian-Razvan, C.N.,,I. L. Caragiale“, Ploiesti, Ilie Vlad, 
Lic. Teoretic ,,A. Saligny“ Cernavoda, Icdtoiu Cosmin, C.N. ,,Al. Vlahuta“ 
Rm. Sarat, Minciu Oana, Liceul de Arte ,,I. Perlea“ Slobozia; Clasa a XII- 
a: Vasilache Teodor Cosmin, Lic. Teoretic ,,A. Saligny“ Cernavoda, Toma 
Theodor, C.N. ,,N. Balcescu“ Braila, Tutuianu Ana Maria, C.N. ,,B. Stirbei“ 
Calarasi, Bantas Mihai, C.N. ,,Gh. Sincai“ Bucuresti. 


CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA 
,»LAURENTIU PANAITOPOL“ 


Editia a VI-a, Tulcea, 28-30 martie 2014 


prezentare de PETRE GuTEscu!) si LUCIAN PETRESCU!) 


In organizarea Societatii de Stiinte Matematice din Romania, a Inspec- 
toratului Scolar Judetean Tulcea si a Colegiului Dobrogean ,,Spiru Haret” 
(gazda concursului), si beneficiind de sprijinul financiar asigurat de Con- 
siliul Judetean Tulcea, Asociatia de Parinti a Colegiului Dobrogean ,,Spiru 
Haret” gi de catre alti numerosi sponsori, in perioada 28-30 martie 2014 
s-a desfasurat la Tulcea etapa a doua a celei de-a gasea editii a Concursului 
National de Matematica ,,Laurentiu Panaitopol”. 

La aceasta competitie matematica au participat 105 elevi din clasele 
VII-XII, reprezentand scoli si licee de traditie din cele cinci judete partici- 
pante: Bucuresti, Calarasi, Constanta, Galati gi Tulcea. 

Selectia subiectelor a fost realizata de catre profesorii Mircea Fianu, 
Mthail Baluna, Marian Andronache, Dinu Serbaénescu gsi Radu Gologan. 

Premiile concursului, in valoare totala de 6000 de lei, au fost asigu- 
rate in intregime de catre Consiliul Judetean Tulcea, rasplatind astfel efortul 
laureatilor acestei competitii. 


Prezentam in continuare enunturile problemelor si lista premiantilor. 


Clasa a VII-a 
ae : 1 1 1 : p 
1. Se considera numarul A = 1+ 5 + 3 +...+ 99° Daca A = —, unde 
p, q € N*, aratati cd numerele p si g dau acelasi rest la impartirea cu 101. 


* *K OX 


2. a) Aradtati ca orice numar natural nenul p se poate scrie sub forma 
p=ab+bc+ca+1, unde a, b sic sunt numere naturale. 
b) Aratati cd orice numar natural compus n se poate scrie sub forma 
n=xy+yz+zxr+1, unde zg, y si z sunt numere naturale nenule. 
* * 


1) Profesor, Colegiul Dobrogean ,,Spiru C. Haret”, Tulcea. 
1) Profesor, Colegiul Tehnic ,,Henri Coanda” , Tulcea. 
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3, Determinati toate perechile de numere reale (z, y), 1 < x < y, stiind 
ok 2x+1 si 2y +1 


Y 


sunt simultan numere naturale. 
Mircea Fianu, Bucuresti 
4, Se considera triunghiul ABC in care m(XABC) = 2-m(xACB), 
m(xBAC) > 90°, iar punctul M este mijlocul laturii [BC]. Perpendiculara 
in punctul C' pe dreapta AC intersecteaza dreapta AB in punctul D. Aratati 
ca JXAMB = XDMC. 


* * OX 


Clasa a VIII-a 
1. Determinati numerele naturale prime n pentru care numarul 
N=n‘+n7+4+1 
are exact patru divizori naturali. 
Tanta Costea, Tulcea si Mircea Fianu, Bucuresti 


2. Se considera prisma patrulatera regulata ABC DA’B’C’D’ in care 
m(<(AC’, (BCB’)) = 30°. Aratati cé masura unghiului planelor (ABD’) si 
(ADC) este egala cu masura unghiului dintre planele (ABD’) si (AA’C). 

* * * 

3. a) Se considera numerele reale a, b gi c care verifica simultan egali- 


4 
tatilea+b+c=2siab+bc+ca=1. Dacia = 3? determinati numerele b 
Sl Cc. 
b) Daca numerele reale z, y gi z verificad simultan egalitatile z+y+z = 2 


; oh iid 4 
sizyt+yz+zr =1, aratati ca 7, y, z € , 3|° 


* *K 


4, Determinati numerele naturale a si b si numarul prim p astfel incat 
a or 
2° + 3° = p*. 
Lucian Petrescu, Tulcea 


Clasa a IX-a 


1. Se considera hexagonul ABCDEF si punctele M, N, P, Q, R, S - 
mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD], |DE], [EF], respectiv [FA]. 
Aratati ca NR? = MQ? + PS? daca si numai daci MQLPS. 


Laurentiu Panaitopol 


2. Determinati functiile f : Z — Z care verifica relatia 
2014f (f (x)) + 2013f (x) = 2, oricare ar fi x € Z. 


Petre Gutescu, Tulcea 
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3. Aratati ca pentru orice numere a, b,c € (0,1) are loc inegalitatea 
1 1 1 1 1 1 


foe 1-2 fee t=ab lab” Ta. 
Dorel Tigdu, Tulcea 
4, Pentru o secventa s = (a1,a2,...,@n) de n > 2 numere reale vom 
numi succesorul acesteia secventa s’ = (a1, @1 + G2, G2, a2 + @3,43,-.--,An—1, 


AQn—1 + Qn,4n), obtinuta prin adadugarea intre orice doi termeni consecu- 
tivi ai secventei s a sumei acestora. De exemplu, pornind de la secventa 
s = (3,5) obtinem succesorul s’ = (3, 8,5), care, la randul lui, are succesorul 
s” = (3, 11, 8, 13,5) etc. 

Daca formam sirul de secvente (Sp )n>1 in care sj = (1, 2,3,..., 1000) si 
Sn+1 este succesorul lui s, pentru n > 1, aflati numarul aparitiilor lui 2000 
In secventa $1000- 


Clasa a X-a 
1. Aratati ca, daca z este un numar complex, atunci 
J’t+2[+llt+2t27| 21. 
Cand are loc cazul de egalitate ? 
Laurentiu Panaitopol 
2. Rezolvati in multimea numerelor reale nenule ecuatia 
ne 4n72 = n(n+1), 
unde n € N, n > 3, impar. 
Petre Gutescu, Tulcea 
3. Vom spune ca o functie f : Z > R este rapida daca are proprietatea 


4f(n) = f(n—1)+f(n+ 1), 
oricare ar fi n € Z. 
a) Aratati ca exista functii care sunt rapide gsi strict crescatoare. 
b) Aratati ca daca o functie rapida f ia valori egale in doua puncte 
distincte, atunci exista o infinitate de perechi de puncte distincte a,b € Z 
astfel incat f(a) = f(d). 


* *K X* 


4, Rezolvati in R sistemul de ecuati 


9 3 OD) 2 20zr 
sin“ z+ctg*r+1+4+ /cos*‘y+tg*y+1l= 


r+y 
20y 
a) 2 PE: 2 = 
t 1 cos’ 7 + tg*z + 1 = ,/—— 
sin* y + ctg*y + i+ g o+y 
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Clasa a XI-a 


1. Gésiti o conditie necesara gi suficienta astfel incat sirul (tn),>9 
1 1 : 
definit prin z9 = a, x13 = b, cua,b > 0 Si Zn41 = 5 (20 + ~) sa fie 
Tr 
periodic. 
Dorel Tigadu, Tulcea 
2. Fie sirul de numere reale (2n)n>1 definit prin 
4i=1si ta41 = V1 4+ n2y, n> 1. 
Aratati ca lim ie sy si lim (n — z,) = 2. 
n—0o n n—0o 
G. Rene 
3. Fie A, B, C matrice de ordin 2 cu elemente intregi astfel incat 
A? = BC, B? = CAsi C? = AB. 
a) Aratati ci A? = B® = C®. 
b) Dati exemplu de matrice A, B, C distincte doua cate doua avand 


proprietatea din enunt. 
Laurentiu Panaitopol 


4, Pentru doua numere naturale nenule 7 gi j7 notaém a;; numarul di- 
vizorilor naturali comuni — de exemplu, ao94 = 2 si ag9 = 2. Aratati ca 
determinantul matricei A = (ai;)1<i,j<n este egal cu 1, oricare ar fin > 1. 

* kx 


Clasa a XII-a 


1. a) Aratati cd exista o functie f : R — R care admite o primitiva 
F:R-— R astfel incat (f o F) (x) = x®, pentru orice z € R. 
b) Aratati ca nu exista o functie f : R — R care admite o primitiva 
F:R-R astfel incdt (f o F) (x) = x”, pentru orice z € R. 
Petrisor Stanciu, Tulcea 


2. Fie P € R[X] un polinom cu toate radacinile reale distincte. Aratati 
ca pentru orice numere reale distincte a < b avem inegalitatea 


b 
[war = (POP - PP"). 


G. Rene 
3. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca oricare ar fi z,y € G, z # e, 
exista n € N* — care depinde de z si de y — astfel incat x” = y (e este 
elementul neutru al grupului). Aratati ca: 
a) G este finit. 
b) Numarul elementelor lui G este numar prim. 
c) Orice grup cu un numar prim de elemente are proprietatea din enunt. 
Laurentiu Panaitopol 
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4, Fie A un inel si a un element neinversabil al inelului cu proprietatea 
ca exista b € A astfel incat ab = 1. 
a) Aratati ci dacd ax = 1, 2 € A, atunci a(1 +6 — 2a) = 1. 
b) Demonstrati ca exist& o infinitate de elemente c € A avand propri- 
etatea ca ac = 1. 
* * * 


Premiantii concursului 

Premiul I. Jéant Mihai, clasa a VII-a, Colegiul National ,,Mircea cel 
Batran”, Constanta; Corcescu Tiberiu, clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziala 
»opectrum” Constanta; Jon Filip, clasa a IX-a, Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul” Bucuresti; Graur Andrei, clasa a X-a, Colegiul National ,,Mircea 
cel Batran”, Constanta; Ciubotaru Alexandra, clasa a XI-a, Colegiul National 
»ofantul Sava” Bucuresti; Chirac Cristian, clasa a XII-a, Colegiul National 
, Vasile Alecsandri” Galati. 

Premiul II. Barbu Maria Alexandra, clasa a VII-a, Colegiul Dobro- 
gean ,,opiru Haret” Tulcea; Zevri Radu, clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziala 
»»pectrum” Constanta; Podasca Andreia, clasa a I[X-a, Scoala Gimnaziala 
»»pectrum” Constanta; Stdnisor Stefan, clasa a X-a, Liceul ,,Ovidius” Con- 
stanta; Cristali Irina, clasa a XI-a, Colegiul National de Informatica, ,,Tudor 
Vianu” Bucuresti; Stan Rares George, clasa a XII-a, Colegiul National de 
Informatica ,,Tudor Vianu” Bucuresti. 

Premiul III. Epure Mihai, clasa a VII-a, Colegiul National ,,Mircea 
cel Batran”, Constanta; Magureanu Livia, clasa a VIII-a, Colegiul National 
de Informatica ,,Tudor Vianu” Bucuresti; Salim Riza, clasa a [X-a, Colegiul 
National ,,Mircea cel Batran”, Constanta; Dorobantu Razvan, clasa a X-a, 
Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret” Tulcea; Zamfiratos Amir, clasa a Xl-a, 
Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu” Bucuresti; Anghel Cipriana, 
clasa a XII-a, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu” Bucuresti. 

Mentiuni. Buruiand Alexandra, clasa a VII-a, Colegiul National ,,Va- 
sile Alecsandri” Galati; Astefanei Cosmin, clasa a VIII-a, Colegiul National 
Iasi; Homner Dragos Alexandru, clasa a VIII-a, Colegiul National ,, Vasile 
Alecsandri” Galati; Popescu Todor, clasa a [X-a, Colegiul National ,,Gh. 
Sincai” Bucuresti; Suru Alexandru, clasa a IX-a, Colegiul National ,, Vasile 
Alecsandri” Galati; Badea Alexandra, clasa a X-a, Colegiul National ,, Mircea 
cel Batran”, Constanta; Nita Lucian, clasa a X-a, Colegiul National de In- 
formatica ,,Tudor Vianu” Bucuresti; Nichita Emil, clasa a XJ-a, Colegiul 
National ,,Mircea cel Batran”, Constanta; Cristian Iulia, clasa a XI-a, Co- 
legiul National ,, Vasile Alecsandri” Galati; Izot Paul, clasa a XI-a, Colegiul 
Dobrogean ,,Spiru Haret” Tulcea; Laczi Nicolae, clasa a XIl-a, Colegiul Do- 
brogean ,,Spiru Haret” Tulcea. 
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PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 12/2013 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 


E:14575. Determinati numerele naturale de forma abc care verificd relatia 
ab: (b? +c?) = 2014. 
E. Predoiu si A. Marculescu, Calarasi 
Solutie. Avem 2014 = 2-19-53 = 19-106 = 38-53. Putem avea ab: (b? +c?) = 
= 19-106, de unde a = 1, b = 9 sic = 5 sau ab: (b* +c”) = 38 - 53, care nu are 
solutie. 


E:14576. Determinati doud numere naturale abcde si fghij astfel incat 

2- abcde = fghij si in scrierea celor doud numere sé se utilizeze toate cifrele de 
la 0 la 9. 

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


Solutie. Conditia ca cele douda numere impreuna sa utilizeze toate cifrele de 
la 0 la 9 inseamna ca la litere diferite sé corespunda cifre diferite. Cautam A = 
leeeesi B = 2eeee, cifrele 1 si 2 fiind astfel folosite. Apoi B = 2A, contine 
pe 0 (altfel A contine 0, iar B contine 0 sau 1, contradictie). Mai departe luam 
A = 134ee si B = 260¢ee. Deoarece B contine cifra 0, rezulta ci A contine cifra 
5. Daca A = 134e5 atunci B = 2A = 2691e, contradictie (avem de doua ori 
cifra 1). Rezulta A = 134¢5, unde pozitia zecilor poate fi ocupata de 7 sau de 
8. Singura posibilitate convenabila este cifra zecilor 8. Asadar, obtinem numerele 
abcde = 13485, fghi7 = 26970. 


E:14577. Fie n un numér natural ale cdrui cifre apartin multimii {0, 3, 5, 7}. 
Stind ca fiecare cifra se regdseste de exact 2013 ori in scrierea lui n, aratati ca n 
nu este patrat perfect. 


Bogdan Georgescu, Bucuresti 


Solutie. Ultima cifra a unui patrat perfect nu poate fi 3 sau 7, prin urmare 
numerele care au ultima cifra 3 sau 7 nu pot fi patrate perfecte. Daca un patrat 
perfect are cifra unitatilor 5, atunci cifra zecilor este 2. Cum printre cifrele date nu se 
afla cifra 2 deducem ca numerele care au cifra unitatilor 5 nu pot fi patrate perfecte. 
Un patrat perfect care are cifra unitatilor 0 trebuie sa se scrie A = ajaz2...a,00...0 
cu ap # 0 si ultimile 2n cifre egale cu 0. Atunci A = @j]a2...a,- 107". Pentru ca A 
sa fie patrat perfect trebuie ca B = @]@2...@, sa fie patrat perfect. Dar B, conform 
celor de mai sus, nu este p&trat perfect. In concluzie A nu este patrat perfect. 


E:14578. Se considerd numerele naturale 
e=127-451 0 go y= 3rtl_- 12, 


unde n este un numar natural mai mare decdt 1. 
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Determinati numarul n stiind cad x — y = 1403. 
Eugen Predoiu si Marin Neatd, Calarasi 


Solufie. x = 4"(3” — 4), iar y = 3(3” — 4) si atunci x — y = (3” — 4)(4” — 3). 
Pe de alta parte 1403 = 23-61. Acum x — y = 1403 se scrie (3" — 4)(4" — 3) = 23-61 
care conduce la 3” — 4 = 23 gi 4” — 3 = 61 (1) sau 3" —4 = 61 si 4” — 3 = 23 (2). 
Din (1) rezulta n = 3, iar (2) nu are solutie in multimea numerelor naturale. 


Clasa a Vi-a 


E:14579. Determinati numerele naturale prime gi distincte care verificd ega- 
litatea 2a + 6b + 9c = 121. 
Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botosani 


Solutie. Observiém ca c # 2, altfel membul stang al egalitatii din enunt 
este numar par. Pe de alta parte, deoarece a, b >2, rezulta cA 2a + 6b > 16, 
deci 9c < 105 gsi obtinem c € {3,5,7,11}. Pentru c = 11, egalitatea din enunt 
este echivalentéa cu a + 3b = 11. Cum numerele a si 30 trebuie sa aiba paritati 
diferite, obtinem solutiile (a,b) € {(2,3),(5,2)}. Pentru c = 7, egalitatea din 
enunt este echivalenta cu a + 3b = 29. Cum numerele a si 3b trebuie sa aiba 
paritati diferite, obtinem (a,b) € {(23,2)}. Pentru c = 5, egalitatea din enunt 
este echivalenta cu a+3b = 38 = 36+ 2. Deducem ca a este un numar prim de 
forma M3 + 2. Obtinem solutiile (a,b) € {(17, 29), (29,3)}. Pentru c = 3, ega- 
litatea din enunt este echivalenta cu a + 3b = 47 = 45+ 2. Deducem ca a este 
un numar prim de forma M3 + 2 si obtinem (a, b) € {(41, 2)}. In final, obtinem 
(a, b, c) € {(2, 3, 11), (5, 2, 11) , (23, 2, 7), (17, 29, 5), (29, 3, 5), (41, 2, 3)}. 


E:14580. Daca x $i y sunt numere naturale nenule, tar z este un numar na- 
x(a + 1)(x + 2)(z + 3) 


259 + 237 se simplifica printr-un numar 


tural impar, aratatt ca fractia 


mat mare decat 20. 
George-Florin Serban, Braila 


Solutte. La numarator avem un produs de patru numere naturale consecutive. 
Produsul a patru numere naturale consecutive se divide cu 24. Intr-adevar, daca 
gz = 2k+1, k natural, atunci z(x+2) = 2k(2k+2) = 4k(k +1), care se divide cu 8. 
Dacaé x = 2k+1, k natural, atunci (x+1)(2+3) = (2k+2)(2k+4) = 4(k+1)(k+2), 
care se divide cu 8. Cum produsul a trei numere naturale consecutive se divide cu 3 
deducem ca r(x + 1)(x2 = 2)(x+3) se divide cu 24. Sa aratam acum ca si numitorul 
se divide cu 24. Avem 254 + 23% = (24+1)¥+(24—1)%? = M244 1¥+M24+4 (—1)’. 
Cum z este numar natural impar avem 254 + 237 = M24+1+M24—-1 = M24. 
Prin urmare, fractia se simplifica prin 24 care este mai mare decat 20. 


E:14581. Demonstrati cé suma cifrelor numdrului natural ab este egald cu 
suma cifrelor numdrului 5- ab dacé $i numai dacé numérul ab se divide cu 9. 
Daniela Stdénicd si Nicolae Sténicd, Braila 
Solutie. Dac& numerele ab si 5 - ab au aceeasi suma a cifrelor inseamna ca ele 
dau resturi egale la imp&rtirea prin 9. Prin urmare, numarul 5 - ab — ab = 4- ab se 
divide cu 9. Cum (4, 9) = 1, rezult& ci numarul ab se divide cu 9. 
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Reciproc, se verifica efectiv ca, orice numar divizibil cu 9 de forma ab are 
aceeasi suma a cifrelor cu numéarul 5- ab. 


E:14582. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: 
(x +1)(y+1) = zyz. 
Traian Preda, Bucuresti 
Solutie. Observaém ca z, y si z sunt nenule. Atunci ecuatia este echivalenta 


1 1 1 1 1 
u ie 1+ —-—] =z. Deoarece {1+ — 1+-)<[{14+- 1+-—] =4, 
Ms y x y 1 1 


rezulta z < 4. 

Din inegalitatea precedenta avem z = 4 daca si numai daca z = y = 1. 

Daca z = 3, ecuatia initiala devine ry+2+y+1 = 3zy, care este echivalenta 
cu (2x — 1) (2y —1) = 3. Obtinem (z, y) € {(1, 2), (2, 1)}. 

Daca z = 2, ecuatia initiala devine ry+2+y+1 = 3zy, care este echivalenta 
cu (x — 1) (y—1) =2. Obtinem (z, y) € {(2, 3), (3, 2)}. 

Pentru z = 1 ecuatia initiala nu are solutii. 

In final, obtinem (2, y, z) € {(1, 1, 4), (1, 2, 3), (2, 1, 3), (2, 3, 2), (3, 2, 2)}. 


Clasele a VII-a si a VIII-a 


3 5 7 2013 
E:14583. Demonstrati cad 0,9 < — 7) + = 62 = 502 5 Ber es 10130422 <1 
Ion Safta, Pitesti 
3 4) 7 9 2013 
ie. Nota = — + — o —_———_., am ca 
Solutie. Notam S = 7) + 62 + 122 + —> 502 +...+ 1013047 Observam ca 
termenii sumei S sunt de forma 2 cae = = — a, unde 
k2(k+1)?  k2(k+1)? =k? (k 41) 
1<k< 1006. : 
Obtinem S = 1 — 10062" Inegalitatile cerute sunt, evident, verificate. 
E:14584. Se considera 
1 1 1 
Sn = SS + — + eee + 


3—2V1-2 9— 272-3 2n+1—2,/n(n+1) 


Calculati 1+ S,. 
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 


Solufie. Avem 4/2k + 1 y 2/k(k+1) = Vk _ + Vk, pentru oricare k € N. 
Prin urmare, =Vk+1 ~— Vk, oricare 


2k+1+2,/k(k+1) \/2k +1 -+2/k(R +1) - FT 
arfik EN. 
Deci S, = Vn+1-1, iar 14+ 5, = /n+1. 


E:14585. Determinati multimea 


2 1 2 

(m* + 1)(m* +m-+1) en}. 
35 

Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botogani 


A={men| 
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(m2 + 1)(m* +m +1) 


Solutie. Fie m un numar natural pentru care este 


natural. Atunci 35 | (m* + 1)(m? + m+ 1), adic& 5 | (m? + Vn? +m+1) si 
7 | (m? +1) (m*2+m+1). Ardtam c& 5}m?+m41 si 7{m?+1. Pentrum = M5 
avem m*+m+1= M5+1, pentrum = M5+1 avem m?+m+1 = M543, 
pentru m = M5+2 avem m?+m+4+1 = M5+2, pentru m = M5+3 avem 
m*+m+1=M5+3 si pentrum = M5+4 avem m?+m+1=M5+1. Ramane 
ci 5 | m*+1. Analog se arat&é 7 { m? +1, prin urmare 7 | m?+m+1. Din 
5 | m? + 1 deducem m = M5 + 2 sau m = M5 +3, iar din 7 | m? +m-+1 deducem 
m = M7+2 sau 7|M7+4. Sunt posibile cazurile: (1) m = M5+2 = M742, (2) 
m= M5+2 = M7+4, (3) m= M543 = M7+4+2 sau (4) m= M54+3 = M7+4. 
Pentru cazul (1), din m = 5k +2 = 7p+2, cu k,p € N, avem 5k = 7p si cum 
5 si 7 sunt prime deducem ca exista s € N pentru care k = 7s si p = 5s, prin 
urmare n = 35s + 2. Pentru cazul (2), din m = 5k +2 = 7p+4, cuk,p € N, avem 

= 5(k+1)-—3 = 7(p+1) —3, de unde 5(k +1) = 7(p+1) si cum 5 si7 sunt prime 
deducem ca exista r € N pentru care k +1 = 7r sip+1= 5r. De aici obtinem 
n = 35r — 3 = 35(r + 1) + 32 = 35s + 32. Analog, pentru cazurile (3) respectiv (4) 
gasim n = 35s + 23, respectiv n = 35s + 18. In concluzie: 


A = {35s+2|s € N}U {35s +18 | s € N} U {35s + 23 | s e N} U {35s + 32 | s € N}. 


E:14586. Se considerdé triunghiul ABC in care D este mijlocul segmentulut 
[BC]. Daca E este mijlocul segmentului [AD], F mijlocul segmentului [BE], iar G 


este punctul de intersectie a dreptelor AB si CF, calculatt —— AB’ 


Ok x 
Solutie. Notam CGN AD = {H}. Aplicénd teorema lui 


A Menelaus pentru triunghiul EDB cu transversala C — 


HH — F, obtinem aida. ad cL = 1, de unde obtinem 


HD 
HE = = (1). Aplicand teorema lui Menelaus pentru 


G. triunghiul ADB cu transversala C — H — G, obtinem 
1 


on ; ee ae 1. C din (1), obtinem ae =— 
B D o CB CD HA oo NCTA 5 
5 GA 5 


deducem ca CB Bu n final, —— AB 77 


E:14587. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: 


jz — 1| + Vax — 2015| = V2014. 


Neculai Stanciu, Buzau si Iuliana Trascd, Olt 


Solutie. Notém a = ,/|x — 1| si b = /|x — 2015], a,b > 0. 

Pe de o parte avem a + b = /2014, de unde a? + b* + 2ab = 2014. 

Deducem ca a* + b? = 2014 — 2ab < 2014. (1) 

Dar, a? +b? = |x — 1) + |x — 2015] > |x —1— (x — 2015)| = 2014, (2). Din 
(1) si (2), avem egalitatea a? + b? = 2014 si'2ab = 0. Deducem ci a = 0 sau b = 0. 
Astfel se obtin solutiile z = 1 gi x = 2015. 
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E:14588. Se considerd numerele naturale nenule a, b sic astfel incat 
be = a* +1. 


Demonstrati ca: 
a) |b—al > V4a — 3; 
b) existd o infinitate de triplete de numere naturale nenule (a,b,c) cu propri- 
etatea din enunt pentru care |b — a| = /4a — 3. 
George Stoica, Canada 


Solutie. a) Notim b—c = t si vom avea a* +1 = c(c+t), sau c* + ct — 
—(a?+1) = 0. Discriminantul ecuatiei de gradul al doilea in c este A = t? + 
+4(a? +1). Deoarece numaul A este patrat perfect si A > 4a? = (2a)’, rezulta ca 
A > (2a+1)*. Deducem ci, t? > 4a — 3, adicd |b — c| > V4a — 3. 

b) Luand a = k?+k+4+1,b=k? +1 sic=k? + 2k+2, unde k EN, obtinem 
egalitate. 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasele a [X-a gi a X-a 


26845. Sd se determine numerele intregi m sin care verificd 
m> —3m+n° = 10. 
(Enunt modificat.) 
Neculai Stanciu, Buzau 

Solutie. Ecuatia se scrie m? — 3m — 10 = p®, unde p = —n. Daci p > m+ 1, 
atunci m? — 3m — 10 > (m+ 1)3 < 3m? +6m+11< 0, fals. Daca p = m atunci 
m> —3m—10=m? &#m= — ¢ Z. Dac’ p< m—1, atunci m3 —- 3m— 10 = p? => 
=> m3— 3m — 10 < (m— 1)? > 3m? —- 6m —-9 <0> me [1,3]. Daci m,n € Z 
verificad relatia din enunt atunci m € {—1,0,1,2,3} sin = —Vm3 — 3m — 10. 

Obtinem solutiile m = —1, n =2 sim = 3, n = —2. 

26846. Fie x, y, z numere reale pozitive cu suma 1 gi fie a un numar real, 
a>1. S@ se arate ca 

27 1 1 1 3a? — 2 


9a? —1 aa? og ata Gt) 


lA 


Marcel Chiritad, Bucuresti 


Solufie. Din enunt rezulta céi a > 1. Avem 


1 1 1 1 it 1 1 
Sse =3(sgetacs)- us (Lage tl) 2 


eal 9 rn 9 ee a: ee 1 
~ 2a \ 304 5° 2 3a—S 2 2a\3a+1 3a-1/ 9a?-1' 


Pe de alta parte, 


i 1 1 1 
Ve-e-x(Caeth) > 
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a+1 1 a-—l+2-2z 
————$_—_—_- ]} < 
wares a-Zz )< 


| 
Sais 
+ |e 
—_ 


1 1 3a+2 1 1-2 
aoe _ = 
se (5 a +d a )) 
1 3a +2 1 a-~1l+z 
= (sath a )- 
-3 (248 i 1 3a-2\ 1 3a+2, 3a-2 _ 8a? -2 
a(a+1) a-1 a ~ Qa? \ atl a—-1j) a%(a?—1) 


26847. Fie ABC un triunghi. Medianele AM, BN, CP taie cercul circum- 


scris in punctele D, E, respectiv F. Stiind cad M MD + N NEB + PF = O, sa se arate 
caé triunghiul ABC este echilateral. 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


42 Pe 
Solutie. Cum AM-MD = BM - MC = — rezulta ca MD = AM - TAM?’ 


4 
—— a — a 3a? 
pecan eee = DMD = ) aaa AM = Dame AG, iar G 
este baricentrul de coordonate (1, 1,1) rezulta ca 
a? b? e a? + b? + c? 1 


4m2 4m? ~ 4m? 3(a2+b2+c2) 3° 
Rezulta c& 2a? = b? + c?, 2b? = a? + c?, 2c? = a? + b*, de undea = b=c. 


26848. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si fie D piciorul inaltimi din 

A. Punctul K este miylocul lui AD. Dreptele BK gsi AC’ se tate in punctul M, 

dreptele CK st AB se taie in punctul N, iar dreptele MN si BC se tate in punctul 

P. FieQ si R proiectiile punctului P pe dreptele AB, respectiv AC’. Sa se arate ca 
QR este perpendiculara pe BC. 

Ion Patrascu, Craiova 


Solutie. Din teorema lui Menelaus aplicata triunghiului ABD cu transversala 


AN CB DK _ AN _ CD CD-CB_ AC? 


gees = ordieattieed Aas 

7 pee Cee NB NB CD KA ’°°"NB~ CB CB? CB?" 

log MC ~ CB? Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul ABC cu transversala 
AN PB CM PB BC? AB? (AB\’ 

peony = = {——-]}. lta 

M—N-—P obtinem — NB PC MA = 1, deci —~ PC AG? BO? “a) Rezulta 


c& PA este tangenta la cercul circumscris triunghiului ABC’, deci <PAQ = <C. 
Cum PRAQ este dreptunghi, rezulta ci «PRQ = <PAQ = «<C = x<BAD. Rezulta 
ca RQ||AD, deci RQLBC. 


26849. Fie ABCD un patrat de laturd 2 siC un cerc de razé.1. SG se arate ca 
cercul C este inscris én pdétratul ABCD dacé $i numai dacé PA?-PC?+PB?-PD? = 
= 10, oricare ar fi punctul P situat pe cercul C. 

Marcel Chiritad, Bucuresti 
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Solutie. Fie O centrul patratului.Alegem in planul complex un reper ortonor- 
mat, cu originea O, in care punctele A, B, C si D au respectiv afixele a = 1 + i, 
b=a,c=-—a, d=-—a. Presupunem ca C este inscris in patrat si fie P un punct pe 
cerc, de afix p. Atunci: 
PA? . PC? + PB?. PD? = 
= |p al? [p+ al? + |p—al” |p +a)" = |p? -a|" + |p? -@ |" = 


_ (p? 7 a?) (p _ ‘ c. (p? _ a”) (p _ a?) = 
= |p|* + |al* — ap? — a?p* + |p|* + |al* — a?p? — ap? = 
=10-p’ (a? +@ ) ~p’ (a* +a?) = 10, 
deoarece a? + a? = 2i — 2i = 0. 
Reciproc, fie T(a@+ Gi) centrul cercului si P un punct arbitrar pe cerc, de afix 
p=a+cosé+i(@+sin6), unde 0 € (0,27). Atunci 
10 = PA? PC? + PB? . PD? = 2p|* + 2la|* = 2A\p|* + 8, 
deci |p| = 1. Rezult& c& a* + B* + 2acos@ + 28 sin = 0, pentru orice 6 € (0, 27), 
deci a = 8 = 0. Rezulta ca T' = O si de aici comcluzia. 


26850. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de raza 1. Fie G1, Go, 

G3, G4 centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, CDA, DAB, respectiv ABC. 
Sa se arate ca dacé AG; +. BG2+CG3+DG,4 = 16/3, atunci ABCD este dreptunghi. 
Petru Todor, Sebes, Alba 


Solutie. Fie a, b, c, d afixele punctelor A, B, C si D. Notam s=a+b+c+d. 
b 1 
Cum ) dasa es a| = > rezulta ca ) |s — 4a] = 16. Atunci: 


256 = (Sols — 4al)- <4 (~ Is — 4a?) =4) ((s — 4a) (5 - 4a) = 


= 4) (|s|? — 4sq — 4as + 16) = 4 (4|s|? + 485 — 4s5 + 64) = 


= 4 (64 — Als|*) = 256 — 16|s|?, 


deci s = 0. Daca M, N, P si Q sunt mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA, cum 


b d d b 
° 4+ oa = Osi 2 + + a = 0, rezulta ca O este mijlocul segmentelor [M N] 


si (PQ). Cum ABCD este patrulater convex, situatiille M = N= Osau P=Q=O 
sunt excluse, deci OMLAB, ONLCD, OPLCD si OQLAD. Rezulté c& AB||CD, 
AD||BC, deci ABCD este pial lontauit Din inscriptibilitate, rezulta concluzia. 


26851. Pentru fiecare numdr complex z definim multimea 
A, ={ltz+274+---+2"|neEN}. 


a) Sd se determine numerele compleze z pentru care A, este multime finitd. 
b) Cate numere complere z au proprietatea cé A, are 2013 elemente? 
Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc 


Solutie. a) A; = N*, deci A; nu este finita. Ag = {1}, deci Ap este finita. Fie 


z€C\{1}. Atunci A, = eer 


7 ne nt, deci A, este finita = B, = {z” |n € N} 


328 PROBLEME REZOLVATE 


este finita = z are ordin finit in grupul (C*,-) + z este radacina de un anumit ordin 
a untatii. 

b) Fie z € C* \ {1}. Cum |A,| = |B,|, atunci |A,| = 2013 © ordinul lui z in 
grupul (C*, -) este 2013. Deci numarul cerut este 

(2013) = y(3 - 11 - 61) = y(3)y(11)y(61) = 2-10 - 60 = 1200. 

26852. Sd se demonstreze inegalitatea 

a?+b? b? +c?  c? +a? 
+—— + 
ab bc ac 


unde mg, Mp, Me sunt lungimile medianelor unut triunghi. 
Marius Bocanu, elev, Bucuresti 


amg + bm +em, > S ( 


Solutie. Fie M mijlocul laturii BC si D intersectia semidreptei (AM cu cercul 
circumscris triunghiului dat. Atunci 


2 
z = AM.-MD=(AD—AM)AM < (2R— ma) ma, 


de unde ; : ; : 3 ; ? 
b* + b+ + 
2Rm, > — +mz=— + eee e 


Obtinem S~ am, > J. ————* ee Lay SUD 25 (Ate), 


Clasele a XI-a gi a-XII-a 


26853. a) Sd se gdseascéd doud matrice patratice de ordin doi cu elemente 
2 3 

3 2)° 

b) Sd se arate cad orice doud matrice patratice de ordin doi cu elemente reale 


reale cu proprietatea cad A* + B? = ( 


cu proprietatea cd A* + B* = a: nu comuta. 
3. 2 


Vladimir Cerbu si Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc 


| ey ae Ce ere, cae | 
Solutie. a) Alegem A= f= ( | 1 )siB=(_4 ) 


b) Fie A,B € M2(R)cu AB = BA gi A? + B? = . Avem 


det (A? + B?) = det ((A+iB)(A —iB)) = det(A + iB) det(A — iB) = 


= det(A + iB) det (A+ iB) = |det(A+iB)|* > 0, 
2 3 


in contradictie cu faptul ca det (A? + B?) = | a) 


|=-5<0. 


A 
26854. Se considera girul (tn)n>1 de numere reale definit prin z1 = ‘E $1 
lab a, 


ta = ,n>1. Sé se calculeze tim 1122°°'Ln- 


Al. Gabriel Marsanu, Iasi 
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2 1 + cos 7 i 
Solutie. Avem x; = cos 77 22 = oo COS 5 si prin inductie 


7 ‘ 
Lp, = COS —~——. Atunci 


4. Qn 
T T T 1 1 
Bi Eas en = C08 08 ga Sg oe 
2” sin 2” sin ——— 
gn 1 4 gn+1 
T 
a. ae . n+l 2 2 
deci lim 2712%2-...:Z2pn = lim 2 ee 
nm— Oo N00 gin Tv 7 
gnt+1 


26855. Fie sirul cu termenul general 
n/4 
= / e"*(te” 12+ tg"2+tg**!r)dz, n>1. 
0 
Sa se calculeze lim n ( "~/nln — 1) 
re Traian Tdémiian, Carei, Satu Mare 
Solutie. Avem 


= / (e*tgr)””* e* (1+ tga + tg*x) dr = 


1 4 1 ns 
= / (e*tgr)"~* (e*tgx)' dx = - (e"tgz)"| = oon 
0 


0 


F us ean ae 1 us ° ae ° v 
Atunci n ( /nIn — 1) =n (ean — 1) salar Tae deci limita ceruta este ;: 
4n 
26856. Notdm cu {a} partea fractionaré a numdrului real a. Sa se calculeze 


on. (5) {oa} {ea} ++) 


Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc, sd eee iia 


1 
Solutie. Notam cu (a,,) sirul din enunt, b, = +...4+ +5); 
; on) : it 7 Vn2 
n n n 1 
Cn = —{l/—=)+/—~—l +...+)]—S aoe —+...+—=-—2/n. 
a Ra za) Sade Sa eae 
Bt dla le | cee Dia arg ax t, regulta cd 
n = —Gn2 i (dn),, este convergent, rezulta ca 
vi’ V2 Vn? n : j 
Fie n € N* fixat si f : Ea > R, f(x) = 


1 2 n?—1 


Consideram diviziunea A = Biagio 
n2’n n? 


fi) a intervalului Ee i}. 
n 


Deoarece f este descrescatoare, rezulta cd sa(f) = cn — — si Sa(f) = en — unde 
n 


n2’ 
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sa(f) si Sa(f) sunt sumele Darbouz ale lui f pentru diviziunea A. Deoarece f este 


1 1 
integrabila, rezulta ca “5 + / f(x)dz < cn < a + / f(x)dxz. Cum 
n 
1 1 


1 n—l re n—1 rs n—1 
1 1 


re 
re 


k=1 k=1 
(k+1)2 (k+1)? 
-¥(} k se 1 1 
= 2 e112 — SS 7. AND = 
Z4\k- (k+1) 24\k  k+1" (+1) 
n—1 
1 1 1 1 1 1 
=] ——_ ee a eee ee 
ati tL &+ip Boon ee ee 


w vw ° 7 vu 7 ° ° 
rezulta ci lim | f(x)dz = —. Rezulta c, > — si cum an = bp — Cn, obtinem 
n—>00 6 6 
ne 
2 


T 
a ame 


26857. Fie (G,-) un grup sia un element al sdu. Notém cu 
Z(G) ={xEG|ary=yz, Vy Ee G} 


centrul grupului $i cu Cg multimea elementelor x ale grupului G ce satisfac relatia 
az = za. Presupunem ca Z(G) este multime finitd, iar C, are de doud ori mai 
multe elemente decadt Z(G). 
a) Sa se arate cd multimea G \ Cy este nevida. 
b) Fie b un element al grupului G ce comuta cua si cu un element al multimiu 
nevide G\ C,. Sa se arate ca b apartine multimii Z(G). 
Marian Andronache, Bucuresti 


Solutie. a) Fier € C, \ Z(G). Cum £Z(G) = {az | z € Z(G)} C Cy, Z(G) N 
NZ(G) =0 si |Z(G)| = |xZ(G)|, rezulta ca C, = Z(G) UxZ(G). Cum Z(G) C Cy,, 
zZ(G) C Cz, rezulta ci C, C Cy. Dac&é G = Cy, atunci C, = G, deci x € Z(G), 
fals. Rezulté ci G\ C, 4 0. 

b) Fie c€ G\ C, cu bc = cb. Presupunem prin absurd ca b ¢ Z(G). Deoarece 
bE Cy, rezulta cA b= rz cuz € Z(G). 

Cum zzc = rzc = bc = ch = cxz = 22, rezulta ca cr = xc, deci c comuta cu 
toate elementele din Z(G). Rezulta c& c comuta cu a, fals. 


26858. Demonstrati cé radicalul suprapus /3 + V2 nu poate fi exprimat ca 


o sumdé finitd de numere reale de tipul + %/aj;, 1 <i< 1, unde ,r,ny,...,N, sunt 
numere naturale nenule si a,,...,a, sunt numere rationale strict pozitive. 


Toma Albu, Bucuresti 


Solufie. Pentru notatiile si notiunile utilizate, cititorul poate consulta lucrarile 
[1] si [2]. Trecem acum la solutia problemei. 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN G.M.-B nr. 1/2014 331 


Presupunem prin absurd c& 3+ V2 are o scriere ca in enunt. Atunci, avem 
incluziunea de corpuri 


@( 3+ v2) CQ( vai... van). 


Extinderea de corpuri Q C Q ( r/aj,..., Van) este o extindere Cogalois, in 
baza criteriului lui Greither si Harrison ([1], p. 304), prin urmare si subextinderea 


Qc Q( 3+ v2) este o extindere Cogalois. De aici rezulta ca gradul acestei 
extinderi este egal cu ordinul grupului Cogalois, adica 


[0 (v3 + v2) :0] = {coe (@(vs+ v2) /a)|, (1 


Dar le (V3+ v2) : Q| = 4, iar Cog (Q (v3+ v2) /Q) — {i, v3} ({1], p. 
313), deci ICog (Q (v3 -+ v2) /2)| = 2, in contradictie cu (1). 
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REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 1/2014 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 
Clasa a V-a 


E:14589. Un motociclist si un biciclist au plecat in acelasi timp unul spre 
celdlalt, din localitadtile A, respectiv B. Cei doi s-au intdélnit dupd o ord $i jumatate, 
tar, in acel moment, motociclistul parcursese cu 80 km mai mult decdt biciclistul. 
Stiund cé, dupé momentul intdlnirit, motociclistul mai avea de parcurs li din drum 
pana in localitatea B, determinati: 

a) distanta dintre cele doud orase; 


b) viteza biciclistulut. 
Adrian Vlada, Cilieni, Olt 


Solutie. a) Notédm 2z distanta dintre cele doua localitati. Motociclistul a 


parcurs x + 15, iar biciclistul z — 15. Daca motociclistul mai are de parcurs = din 


drum, atunci x — 15 = = - 22. Gasim x = 33, prin urmare lungimea drumului este 
66 km. 

b) Biciclistul a parcurs 33 — 15 = 18 (km) intr-o or& gi jum&tate sau in 3 
jumatati de or%. Intr-o jumatate de ora a parcurs 18 : 3 = 6 km, iar intr-o ora 
6-2 = 12 (km). Prin urmare, viteza biciclistului a fost de 12 km/h. 
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E:14590. Victor, Ionel si Dragos disputéd impreund un joc cu bile. In prima 
partida Victor pierde la Ionel si Dragos, astfel incat acestia tsi dubleazad numdrul de 
bile pe care le-au avut la inceputul jocului. In partida a doua Ionel pierde la Victor si 
Dragos; acestia isi tripleazd numarul de bile pe care le-au avut dupa prima partidd. 
In partida a treta Dragos pierde la Victor si la Ionel; acestia tsi maresc de patru ori 
numdrul de bile pe care le-au avut dupé partida a doua. In partida a patra Victor 
castiga la Ionel st Dragos; acestia isi injumatdtesc numarul de bile pe care le aveau 
dupa partida a treia. 

Stiind ca dupa partida a treia cei trei copii aveau, fiecare, cate 144 de bile, 
aflati cate bile a avut fiecare copil la inceputul jocului, respectiv la sfarsitul joculut. 

Artur Bdlduca, Botosani 


Solujte. Observam ca totalul bilelor este 432. Deoarece in partida a treia 
Victor si Ionel isi maresc de patru ori numéarul bilelor, inainte de partida a treia 
Victor si Ionel aveau cate 36 de bile, iar Dragos restul de 360 de bile. Apoi, in 
partida a doua Victor si Dragos isi tripleaza numarul de bile, deci inainte de partida 
a doua Victor avea 12 bile, Dragos avea 120 de bile iar Ionel restul de 300 de bile. 
Cum in prima partida Ionel si Dragos si-au dublat numarul bilelor, Ionel avea la 
inceput 150 de bile, Dragos 60 de bile, iar Victor restul de 212 bile. 

Dupa partida a patra Victor are 288 de bile, iar Ionel si Dragos cate 72 de bile 
fiecare. 


E:14591. Determinati toate tripletele de numere naturale prime (2, y, 2), 
x<y, care verificad relatia: x+y-y¥ = z. 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


Solutie. Din relatia data rezulta ca z nu poate fi decét numar impar deci este 
suma dintre un numar par si altul impar. Deoarece x < y, rezulta x = 2. In aceste 
conditii avem: 2+ y¥t! = z, (1). Pentru y > 5, avem y = 6p+1, iar y+ 1 este par, 
deci numarul y¥+! d& restul 1 la imp&rtirea cu 3. Din relatia (1) rezulta ca z este 
multiplu de 3 mai mare decat 5, deci nu este numar prim. Inseamna c& y = 3, si in 
acest caz avem z = 83. Deci solutia este (z, y, z) = (2,3, 83). 


E:14592. Se considera 
A= {(n—m)(n+m) |n,meN*,n>m} gi B= {21427 +...4+2* | ke N*}. 
Determinati multimea AN B. 
Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botosani 


Solutie. Elementele multimii B sunt numere pare. Daca n si m au paritati 
diferite, atunci elementele multimii A sunt numere impare, deci nu se regasesc in 
multimea B. Daci& n si m sunt numere de aceeasi paritate, atunci (n—m)(n+m) = 
= M4. Pe de alt& parte 2! + 27+...4+2* = M4+ 2 (toti termenii sunt multipli 
ai lui 4 cu exceptia lui 2). Prin urmare nici in aceasta& situatie nu avem elemente 
comune. Asadar AN B = 9. 
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Clasa a Vi-a 


E:14593. Determinati numerele naturale a, b, a < b sic € N astfel incat 
a*+a | b?+b ct+3 
2 2 ctl 


Gheorghe Iacob, Pascani 


Solutie. a*+a = a(a+1). Un produs de douad numere consecutive este multiplu 
2 


b“ +b 
este numar natural. Analog, —- este numdar natural. 


de 2, prin urmare 


3 3 2 
Deducem ca _ 7 este numar natural. Dar FI = ‘ey 7 gi atunci c+1 € {1, 2}. 
b“ +b 
Obtinem c = 0 sau c= 1. Pentru c = 0 avem a ie + ci 3, de unde rezulta 
5 b? +b 
a=0Osib=2saua=2 si b=0. Pentru c= 1 avem s eS: a2 = 2, de unde 


2 
rezultaa =O sib=1saua=1sib=0. 


F:14594. Ardtati cd: 


Df 2\" FON 
a) (5) + (3) + (2) = 1; b) 333 + 433 + 553 < 633, 


Damian Marinescu, Targoviste 


Solutie. a) Se poate verifica prin calcul c& 3° + 43 + 5° = 6° gi impartind prin 
‘ 3\° (4\? (5,8 of 2K" LON 
6° obtinem (=) + (3) + (2) = 1, adica (5) + @ + (2) = 1. 


33 33 
a 2 
b) Imp&rtind relatia prin 67%, revine la a demonstra c& (5) 4 (5) 4 


33 
5 
+ @ <1. Folosind faptul ca, daca n > m, unde n gi m sunt numere naturale, 


1\33 1\3 /9\33 9\3 
pentru 0 < xz < 1 avem x” < x™ deducem ca (5) < (5) (5) < (5) 


5 \ 33 5\3 1\33 9\ 33 5 \ 33 1\3 9\3 5\3 
(s) <(=) Peas (3) +(5) +(6) < (2) +G@) + (8) > 
E:14595. Determinati numerele prime a, 6 sic care verificd relatia 
53a” + 159b — 134c = 2014. 


Eugen Predoiu si Marin Neatd, Calarasi 


Solutie. Putem scrie relatia 53a? + 3 -53b —2-67c = 2-19-53. Deducem astfel 
c&, 2-67c se divide cu 53, de unde c = 53. Inlocuind pe c si Impartind la 53 obtinem 
relatia a? + 3b = 172. Din a? < 172 deducem ca’ a < 13. Cum ae numéar prim, avem 
a € {2,3,5,7,11,13}. Prin incercari gisim a = 7 gi b = 41 sau a = 11 si b = 17. 


E:14596. Notém A multimea numerelor de cinci cifre distincte formate cu 
elementele multimii {1, 2, 3, 7, 8}. 

a) Daca p este un element oarecare al multimii A, ardtati cd numerele 5p, 3p, 
2p $1 Tp nu sunt elemente ale multimii A. 
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b) Ardtati ca erista m € A astfel incaét 4m € A. 
Gheorghe Rotariu, Dorohoi, Botosani 


Solutie. a) Daca p € S, atunci p = M9+ 3. Rezulté 3p = M9, 5p = M9 +6, 
2p = M9 +6, deci 3p ¢ S, 5p ¢ S si 2p ¢ S. Dacd p € S, p = abcde si 7p € S, 
atunci a = 1 si b = 2. Se obtine ca 7- 12cde ¢ S. 

b) Este suficient sé dim un exemplu: 21783 € A, iar 4 - 21783 = 87132 € A. 


Clasa a VII-a 


E:14597. Determinati numerele naturale ab care verificd relatia 


a+ vVab=a. 


Gheorghe Iacob, Pascani 

Solutie. Prin ridicare la p&trat obtinem Vab = a(a—1). Din 10 < ab < 99 

deducem c& 4 < Vab < 9, agadar 4 < a(a —1) < 9. Ultima relatie se verifica pentru 
a = 3, de unde rezulta 6 = 6. Numarul cautat este 36. 

E:14598. Se considera triunghiul ABC in care m(<A) = 135°. Perpendi- 

culara in A pe dreapta AB intersecteazd latura [BC] in punctul D, iar bisectoarea 


unghiului B intersecteazé latura [AC] in punctul E. 
a) Sd se determine m(X BED). 


b) Dacd, in plus, m(<B) = 30°, demonstrati ca —— si S, 
Traian Preda, Bucuresti 
Solutie. a) Semidreapta (AC. este bisectoare exterioara a triunghiului ABD, 
iar semidreapta (BE este bisectoare interioara a triunghiului ABD. Rezulta ca 
semidreapta (DE este bisectoare exterioara a triunghiului ABD. Daca m(< ABE) = 
=m(<EBD) =a, m(xADE) = m(xEDC) = bsim(xXBED) = 2, avem b=a+z 
si 2b = 2a + 90° (proprietatea unghiului exterior in triunghiurile BDE si ABD). 
Rezulta 27 = 90°, deci x = 45°. 


DE _ AD 
b) Triunghiurile MDE si EDA sunt asemenea (U.U.). Rezulta —— MD DE’ 


deci DE? = AD- MD. Din teorema bisectoarei, aplicata in triunghiul ABD obtinem 
B 


MD BD M 
—S = 1 a es ee ce : MD = 
AM AB’ echivalent cu AMiMD ~ BDLAB’ de unde obtinem 
— op as Prin urmare, DE? = Apa. Cum m(<B) = 30°, avem AD = b, 
2- v3 
2 


AB = pi BD = 2b, deci DE? = 2(2 — V3)b? = 
— V3 V3-1 _., DE ¥V3-1 
; 


= BD 5 , prin urmare BD. 9 


E:14599. Fie ABC un triunghi oarecare iar M gi D mijloacele segmentelor 
[AB] respectiv|BC]. Dacdé E € (AD) astfel incét AD = 4-ED, iar {N} = MENBC, 
sad se demonstreze ca: 


a) [ME]=[EN]; __b) [DN] = [NC]. 


BD?, adic&k DE = 


= BD 


Eugeniu Blajut, Bacau 
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Solutie. a) Fie P mijlocul segmentului [BD]. In triunghiul ABD, [MP] este 
D 
linie mijlocie. Deci MP || AD si MP = ma Dar ED = TT agadar E.D = a 


si, tinand seama ci MP || ED, rezulta ca [ED] este linie mijlocie in triunghiul 
MPN, deci [ME] = [EN] si [PD] = [DN]. 


> || 


M:; 


BPDN CC 
. BD . 
b) Pe de alta parte PD = > scum [BD] = [DC], 


iar [PD] = [DN] obtinem DN = —— ceea ce demonstreaza ca punctul N este 
mijlocul segmentului [DC]. 


E:14600. Sa se determine numerele naturale scrise in baza 10 cu proprietatea 
ca fiecare este de 47 de ori mai mare decat suma cifrelor sale. 
Felician Preda, Craiova 


Solutie. Fie n unul dintre numerele cautate. Evident, n > 1-47 = 47. Prin 
urmare, numarul n are cel putin doua cifre. Consideram n = a,a2...ax, unde k > 2 
gi notém cu s(n) suma cifrelor lui n. 

Vom avea 10*-! <n = 47-5 (n) < 47- 9k = 423k. Inegalitatea 10*-! < 423k 
are loc numai pentru k < 5. Prin urmare, k € {2, 3, 4}. 

Pe de alta parte, numerele n si s(n) dau acelasi rest la impartirea cu 9, prin 
urmare numarul n — s(n) = 46s(n) se divide cu 9. Cum (46, 9) = 1, rezulta ca 
s(n) se divide cu 9, deci n se divide cu 9. Ca urmare, deoarece n se divide si cu 
47, iar (47, 9) = 1, deducem ca n se divide cu 9- 47 = 423. In concluzie, n este un 
numar de 3 sau 4 cifre, divizibil cu 423. Deci n € {423, 846, 1269, 1692}, deoarece 
s(n) € {9, 18, 27, 36}. Concluzia este verificaté numai pentru n € {423, 846}. 


Clasa a VIII-a 


E:14601. Determinati perechile (x,y) de numere intregi care verificd relatia 
z* +y* —4¢ + 2y—-8=0. 
Eugeniu Blajut, Bacau 
Solutie. Relatia se scrie (x—2)*+(y+1)* = 13. Cum singurele patrate perfecte 
care adunate dau 13 sunt 4 si 9 avem x — 2 = +2 si y+ 1 = +3 sau x — 2 = +3 
si y+ 1 = +2. Obtinem perechile: (4,2), (4,—4), (0,—4), (0,2), (5,1), (5, —3), 
(—1, —3), (-1, 1). 
E:14602. Rezolvati ecuatia 
1 1 1 1 1 
aoe plage | 2 ipnol | =e ade 
ae+2e 2°+674+8 2£7+10724+24 2£74+1474+48 #5 
George Stoica, Canada 
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aL Ecuatia data este echivalenta cu 
1 1 


+ = 
z(z+2) (e©+2)(a@+4) (2+ 4)(a4+6) | (2 +6)(a+8) 5’ 
te icees a a Se re 1\ 1 
Q\e2 242 £42 £44 £44 £r4+6 £46 £4+8) 5 


Obtinem ecuatia — — 
x 


eae = Pentru x ~ 0, x # —8, ultima ecuatie devine 
z* + 82 — 20 = 0 si are multimea de solutii S = {2, —10}. 

E:14603. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D! cu AB = 12V3 cm, 
BC = 12 cm si AA’ = 18 cm, se considera pe muchia [A’ B’] punctul N, astfel incat 
A'N =3-B‘N gi P € (AA’). Determinati lungimea segmentului [AP] astfel incat, 
pentru orice punct M de pe muchia [BC], triunghiul MNP sd fie dreptunghic in N. 
Damian Marinescu, Targoviste 


Solutie. Deoarece BCL(ABB’) si PN c (ABB’), rezulté c&é PNLBC. 
Cum PNLMN, rezulté cd PNL(NMB) si, cum NB C (NBC), este suficient 
ca PNLNB. Avem A'N = 9V3 cm, NB’ = 3V3 cm gi notam AP = zx cm, deci 
A’P = (18—z) cm. Conditia PNLNB o obtinem aplicand reciproca teoremei lui 


Pitagora in triunghiul PNB. Avem PN2+N B? = PB?, de unde (9/3) +(18 — x)°+ 
(3/3) + 187 = x? + (12/3)°. Obtinem in final AP = xz = 4,5 cm. 
E:14604. Ardtati cd, dacé a,b,c > 0, atunci 
a a oe, ae ee 
b+c c+a a+b ~— 


Neculai Stanciu, Buzau gi Titu Zvonaru, Comanesti 


Solutie. Notand t = ab+ bc+ ca, inegalitatea de demonstrat devine 
(a? — c*)(a? + t) + (b* — a”)(b? 4+ t) + (c? — b*)(c? +t) > 0 
care este echivalenta cu 
at + b4 + ct — a2b? — bc? — a2c? + t(a? — c* +. b* — a? +c? — b*) > 0, 
sau 
at + b4 + ct > a?b? + bc? +. a*c’, 


care este de tipul x? + y? + z* > ry + yz + 22, deci adevarata. 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasa a [X-a 


26859. Fie a un numar irational. Sd se arate ca ezista b,c € R \ Q astfel 
incéta+b,acEQ siabat+cEeR\Q. 
George Stoica, Canada 
Solutie. Dac& a? ¢ Q alegem b = —a, iar dac& a? € Q alegen b = a* — a. 
Intr-adevar , in primul caz avem a+ b= 0 € Q si ab = —a? € R\ Q, iar in al doilea 
caz avem a+b =a? €Qsiab=a*(a—1)ER\Q. 
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A 1 2 
In ceea ce priveste alegerea lui c, cel putin unul dintre numerele - sau rs 


satisface cerintele problemei. Intr-adevar, ac=1€Q sau ac=2€Q. 
a* +2 a7+1 a?+2 
. Cum —— —- - 


a 
az7+1 . a*4+2 
sl 

a 


a 
Apoia+c= saua+c= 


1 
=~ ER\Q 


rezulta ca cel putin unul dintre numerele este irational, ceea ce 
incheie solutia problemei. 


26860. Se dau numerele naturale a $i m4,m2,...,Mn cul < my < m2 < 
<... << My. SG se arate ca existd o infinitate de numere naturale b astfel incat a 
divide b sia+m, divide b+ mg, oricare ar fi k € {1,2,...,n}. 

Lucian Tutescu, Craiova 


Solutie. Fie s € N* sib =a+sa(a+m},) (a+ mg)-...-(a+ mp). Observam ca 
a divide b si a+ mz, divide b—a, oricare ar fik = 1,2,...,n. Cuma+m,+(b-—a) = 
= b+ mg, rezulta ci a+m, divide b+ m,. Deoarece s poate fi arbitrar ales, cerinta 
este demonstrata. 


26861. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de raza R. Sd se arate 


AB-BC-CD-DA < 4R’*. 


Constantin Rusu, Rm. Sarat 
Solutie. Fixand | un sens de le parcurgere a circumferintei, notam cu 2a, 28, 27, 


26 masurile arcelor AB, BC, CD, respectiv DA; atuncia+B8+7+6=7. Avem 
AB = 2Rsina si analoagele; cerinta se rescrie echivalent sinasin Gsinysinéd < rt 


Fste suficient ca sina + sin + siny + sind < 2,/7, deoarece 
; 4 4 
SS sin @ 2/2 1 
Il sina < a Ga < re ae 


Cum a, 8, y,6 € (0,7) si functia sin este concava pe (0,7), avem 


de unde rezulta cerinta. 
(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc) 


Alternativ,din identitat 2 = i 
ernativ,din identitatea R i6abed , rezulta 
ver cd: Vac: bd: Vad- bc 


1 -— 
2abcd ~ 2 ai 


de unde abcd < 4R*. (Am folosit notatiile a = AB, b = BC, c=CD sid= DA.) 
26862. Un trapez ABC'D (AB||CD, AB > CD) este inscris én cercul C, (O1) 
$i circumscris cercului C2 (O2). Sd se arate cad 
AB? — CD? 
O,0O2, = ———————-. 
8VAB-CD 
Ion Safta, Pitesti 
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Soluttie. Notam AB = a, CD = 26, x = O,O?2 sir,R razele cercurilor C; si 
C2. Trapezul fiind inscriptibil, este isoscel, iar indltimea sa este 


h = 2r = 4/ AD? — (425 oP) = Ver OP— (a F = Web 


deci s = Vab (am folosit faptul ci AB + CD = AD+ BC =2AD & AD =a +b). 
Notand cu M si N mijloacele segmentelor AB si C.D din teorema lui Pitagora 
aplicataé in triunghiurile AO, M si DO,N obtinem R? = a? + (r — x)? si R? = 6? + 
+(r+2)?, de unde a? — b? = 4rz. 
2 


* — >? AB? — CD? 
In concluzie z = , adica O;O2 = ———————.. 
4/ab 2 8/AB-CD 

Clasa a X-a 


26863. Numerele reale x si y verifica relatia x —-JV/x+2= /y+3-y. Sa 
se determine min(x + y) si max(z + y). (Enunt corectat.) . 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 


Solutie. Fie S = x+y. Avemart+y = /x+2+4+ /Hy+4+3, de unde S* = 
1 
= $+5+2,/(x + 2)(y+ 3). Rezulta c& S*—S—5 > 0, ceea ce araté cia S > ———— = = 
1+ 21 5 + 5+ Va 


deoarece S > 0. Obtinem min(z + y) = ae ee pentru x = —2, y= —_ 
7+ 721 
pentru xz = aa y= —J. 


Pe de alta parte, avem 2,/(z + 2)(y+3) < (rx +2)+(y+3) = S+5, 


d 
11 11 
S? —2S5 —10 < 0. Obtinem max(z + y) = 14+ V11 pentru x = aa siy = = 


26864. Sd se rezolve ecuatia /x+ Ya = VYx+ 1023, ceER. 


Lucian Tutescu, Craiova si Ion Nedelcu, Ploiesti 
Solutie. Vom arata ca solutia unica este x = 1. Imtr-adevar, prin impartire 


cu /z obtinem Vz? + Wa? = 4/ 1+ =. Cum functia 2 4 V2? + “V27 este 


3 . : 1023 : . ; 
crescatoare, iar functia 2 +> 4/ 1+ este descrescatoare, rezulta cerinta. 
x 


26865. Sa se arate ca 


Ja? —zy ty? t+ Jy? —yzt 224+ V22-ze4 2? > J3 (224+ y? + 2), 


oricare ar fi x,y,z ER. 
Marian Cucoanes, Marasesti si Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin 


Solutie. Prin ridicare la patrat inegalitatea este echivalenta cu 


2 (xz? +y* + 27) — (ay + yz+ zx) +2 (V2? —ay ty? y2 —yzt 22+ 
+ VP yet V2 — 22+ a2 + V2 20+ 02 V/o? — ay +4") > 
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> 3 (Va? +y? +22), 


deci cu 2\0 Ve? -sytyVer-azt+ 2 > +y 42 4+ ayt yz +22. 
Vom arata ci 2/2? — zy + y?V x2 — 224 22 > 2x? — xy — xz +4 2yz, de unde 


prin sumare, 


2). Vxr2*—aryty?- Vx? —2z4 2? 22) a > So 2? + 5 sy, 


ceea ce trebuia aratat. 
Ridicand la patrat inegalitatea de demonstrat avem 
4 (x? —ay+y?) (2? —2z+2") > (22? —zy—a2z4 Qyz)”, 
inegalitate ce revine la 
4 (x*y? + 2727) > xy? 4 222? + 6r2yz & 3x7 (y—z)* > 0. 
26866. Sd se determine functiile f : RR cu f(1) € Z ce verificd 
f(y) +yf(x) = f?(z+y) — f (2?) -f(y’), 


oricare ar fi x,y € R. 
Florin Stdnescu, Gaesti 

Solutie. Pentru x = y = 0 avem f*(0) = 2f(0), deci f(0) € {0,2}. Daca 
f(0) = 2, pentru y = 0 si c = 1 rezulta 2 = f2(1) — f(1) — 2, in contradictie cu 
f(1) € Z. Prin urmare f(0) = 0, de unde f?(z) = f(x?) si f?(xz) = f?(—z), oricare 
ar fiz éR. Daca f(a) = —f(—a) pentru una € R, atunci 

af(—a) —af(a) = f*(0) — 2f(a’) = f(a) = af(a) > f(a) € {0, a}. 

Daca f(a) = f(—a) pentru una € R, atunci 0 = —2f(a?) => f(a) = 0. Asadar 
f(x) € {0,2z}, oricare ar fiz ER. 

Presupunem ca exista b € R* cu f(b) = 0. Vom arata cé f = 0. Presupunem 
ca exista c € R* cu f(c) #0. Atunci f(c) =c si 
bf (c) + ef (b) = f?(c-+b)— f2(c) — f2(b) > be = f2(e+b)—c? > f2(c+b) = c(c-+8). 

Cum f(c+b) € {0,c+ b}, rezultaé c+b=0. 

Atunci 0 = f?(b) = f2(—c) = f2(c) = c?, fals, deci f = 0. 


In concluzie, solutiile sunt 1p si functia identic nula, care verific& ecuatia data. 


Clasa a XI-a 


26867. Se considera sirurile (Qn)n>o $1 (On) p> definite prin ap = bo = 1 $i 
On41 =n + On, bngi = (n? +n+ 1) Qn + by, oricare ar fin > 1. 


Sa se calculeze lim n- 
n—0Oo 


D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzadu 
Solutie. Din b; = A@n41 —Qn, n> 0, rezulta — 


2 
On4+2 — On41 = (n° +n+1) an + On41 — Gn > On42 = 2dn41 + n(n + 1)an, 
n > 0, cu a9 = a; = 1. Ar&tdm prin inductie c’ a, = n!. Intr-adevar 


An42 = 2(n+1)!+n(n+1)n! = ni(2n+24+n(n+1)) =nl(n+ 1)(n +2) = (n+ 2)!. 
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1 Ag+..." 1 
Atunci 6, = (n+ 1)!-—n! =n-n! = nay si ia —, de unde pl lt prem 
fs by 7 bi) -bo-...°b, n! 
si lim —— =e, conform criteriului radical. 
N00 VW! 


26868. Fie b un numar real strict pozitiv. Sd se arate cad pentru orice numar 
natural nenul n ecuatia z"*+! = br” + +4 b are o unica solutie in intervalul (b, 00). 
Notam cu Xx, aceasta solutie. Sd se calculeze lim 2. 

n—oo 


Ioan Béetu, Botogani 


| ee ay ciee b 
Solufte. Ecuatia se scrie echivalent sub forma x2” + 5 af 


Fie fp(z) = 2" + ote xz € (b,oo). Cum f’(x) > 0, fr(b — 0) = —oo si 


lim fn(x) = 0, rezulta ca exista si este unica solutia 2, € (b, 00) a ecuatiei date. 
L— oo 


= 0. 


—@D 


Vom arata ci 2, > 1, oricare ar fin > 1. Presupunem ca exista k > 1 
astfel incat z, <1. Atunci 0 = f;,(z,) < f,(1) = 14+ ate = — deci b > 1. 
Atunci 1 < 6 < 2, < 1, fals. Vom arata ca sirul (Zn) n>1 este strict descrescator. 
Presupunem ca exista k > 1 astfel incat z, < 7,41. Din gett > af 2 rk si 

ck aed a aida) =Q= xt + eg = rezulta O + Tet ei < Ot tk 
b— FK41 b— xy b—Ze41 =b—2y 


, de unde 2441 <.2x, 


Rezulta ca girul (z,),,., este convergent gi fie @ limita sa. Daca b > 1, atunci 
- b+2 
£> 1 si, din relatiile de recurenta gasim © + — = 0, de unde @ = b. Daca b < 1, 
obtinem @ = 1. 
26869. Fie A, B doud matrice de ordin 2 cu elemente reale astfel incat 
AB = BA. Sa se arate ca 


4rz det (cA? + yAB + zB’) > (4axz — y*) (adet(A) — zdet(B))’, 
oricare ar fi numerele reale x, y, Z. 
Ioan Baetu, Botosani 

Solutie. Presupunem ca B este matrice inversabila si fie 41, A2 valorile proprii 
ale matricei C= AB~!. Atunci 2A? + yA, +z, k = 1,2 sunt valorile proprii ale ma- 
tricei xC? + yC + zp gi det (xC? + yC + zI2) = (xd? + yAi +z) (AZ + YA2 +2) = 
= aztr?(C) + y(xdet(C) + z)tr(C) + (x? det?(C) — 2xz det(C) + y* det(C) + 2”). 

Privind membrul drept ca trinom de gradul doi in tr(C’), avem 

A = (y? — 4xz) (x det(C) — z)?’, 
iar inegalitatea ceruta rezulta din 
4arz det (xC? + yC + zIz) > —A = (4rz — y”) (adet(C) — z)?. 
Daca B nu este matrice inversabili, avem inegalitatea pentru matricele A si 


B, = B+tlo, care comuta. Cum multimea M = {t € R | det(B;) = 0} contine cel 
mult doua elemente, avem 


4az det (1A? + yAB, + 2B?) > (4az — y*) (x det(A) — z det(B,))’, 


pentru orice t € R\ M. Trecand la limita pentru ¢ — 0 rezulta cerinta. 
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Clasa a XII-a 


1 
26870. Fie f : [0,1] > R o functie continud cu proprietatea ca / f(x) = 0. 
0 
i 2 
Sd se arate ca existad c € (0,1) astfel incat f(c) = / f(x)dax 
Cc 


Florin Stanescu, Gaesti 


1 
Solutie. Fie F(t) = [et@ez, t € [0,1]. Avem F(1) = 0, F’(t) = f(t) si 
t 


1 


/ F(t)dt = tF(t)| — 
0 


1 1 
[eereopat = F(1) + [erat = F(1) = 0. Din teorema 
0 0 
de medie exista m € (0,1) astfel incaét F(m) = 0. 

1 
— f{ F(x)dz 
Consideram functia y : [m,1] > R, y(y) =e » -F(y). Cum y(m) = 


= (1) = 0, din teorema lui Rolle existaé c € (0,1) astfel incaét y’(c) = 0, ice. 


_ f F(a)dz Sp RGas 
c e c 


1 2 
O=e F?(c) — f(c) > f(c) = F2(c) = [ teez 
Cc 
26871. Fie (G,-) un grup cu 2” -p elemente, unde n € N* gi p > 3 este 
un numar prim. Presupunem ca G are un element de ordin 2”. Sd se determine 
numarul tuturor elementelor de ordin 2”. 


Marian Andronache, Bucuresti 


Solutie. Fie a € G cu ord(a) = 2”. Din teorema lui Cauchy exista b € G 
cu ord(b) = p. Daca G este abelian, cum (2",p) = 1, rezulta ca ord(ab) = 2"p, 
deci G este ciclic. Num§arul cerut este y(2") = 2”-1. Dac& G este neabelian, 
vom ar&ta ci numarul cerut este 2”~!p. Pentru aceasta, notém cu S(G) grupul 
permutarilor multimii G si cu f : G > S(G) morfismul injectiv, f(x) = o,, unde 
o,:G—>G, oz(y) = zy. Evident, G este izomorf cu f(G) gsi pentru orice x € G, 


O, se scrie ca produs de cicli disjuncti de lungime ord(x). Atunci og se 


lit 2 

ord(z) 

scrie ca produs de p cicli de lungime 2”, deci og este permutare impara. Cum f(G) 

este subgrup in S(G), f(G) are 2"~'p permutari impare si 2”—!p permutari pare. 

Vom arata ca pentru orice x € G are loc echivalenta ord(x) = 2” © o, impara, 
Tr 


de unde concluzia. Avem o, este impara = ord(z) este par si este impar 


ce 
ord(z) 
<> 2” | ord(z) © ord(zx) € {2”, 2"p} = ord(x) = 2”, deoarece G nu are elemente de 
ordin 2p (in caz contrar ar fi ciclic, deci abelian). 


26872. Fie f € R[X], f = X44 aX? + bX? — (at b)X + 3a—- “ avand 


rdddcinile 21, 22,23,24 € C*. Sd se determine a gi b stiind cd polinomul derivat f' 
are radacina tripla —x1. 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 
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Solutie. Avem f’ = 4(X + 21)° = 4X? + 127, X? 4+ 122?X 4+ 423. Integrand, 
polinomul f va avea forma: 


f = X* +442, X? + 622X724 403X +c, cuc#0. 
Identificand coeficientii in cele doua scrieri ale lui f, obtinem a = 42, (1); 
b 
b = 627, (2); —2a — 2b = 473, (3); 3a — 5 = % (4). Din (1), (2), (3) rezulta 


—82; — 12x27 = 423 si cum x; £0, obtinem 2? + 32, + 2 = 0, adicd 21 € {—1, —2}. 
Daca x; = —1, rezulta a = —4, b= 6, c= —15, deci 


f =X*-4xX°4+ 6X? —4Xx — 15, 
care admite radacina 7; = —1. 
Daca xz; = —2, rezulta a = —8, b = 24, c= —36, deci 
f = X*-— 8X? + 24x? — 32X — 36, 


care nu admite radacina x; = —2. In concluzie, a = —4, b= 6. 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 2/2014 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 


E:14605. Determinati numerele naturale care, dupa eliminarea ultime: czifre, 
se micsoreaza de ezact 11 oru. 
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 


Solutie. Dacd numarul este @]@2...@,_1@,, sa notam @]a@2...@,—-1 = A. Cu 
aceasta, afirmatia din enunt devine Aa, = 11-A sau 10: A+a, = 11- A, de unde 
a, = A. Deducem de aici ca A are o singura cifra, egala cu cifra unitatilor. Asadar, 
numerele cautate sunt Ga, unde a € {1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 


F:14606. Se considerd un numér natural de doud cifre cd. Spunem cd 
numarul ab, ab # cd, este colaborator al numdrului cd daca ab il divide pe abcd 
si cd il divide pe abcd. 


a) Ardtati cd numdrul 16 este colaborator al numdrului 80. 


b) Determinati multimea colaboratorilor numarului 80. 


c) Afiati cate numere naturale de doud cifre nu au colaboratori. 
Neculai Stanciu, Buzau, Titu Zvonaru, Comanesti 


Solutie. a) Se constata ca 16| 1680 si 80| 1680, deci numarul 16 este colabo- 
rator al lui 80. 

b) Fie ab un colaborator al numarului cd. Din ab| 100- ab + cd rezulta ab| cd, 
deci cd = k- ab (1), unde 1 < k < 10, & numéar natural. Din cd| 100-ab+ cd rezulta 
cd|100- ab, iar, din (1), avem k|100. Asadar, k € {2,4,5}. Prin urmare trebuie ca 
cd = k- ab, unde k € {2,4,5}. Pentru cd = 80, obtinem ab € {40, 20, 16}. 
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c) Din a) rezult& ci numerele cd care au colaboratori sunt numerele cel putin 
egale cu 20 care au ca divizori numerele k, k € {2,4,5}. Ca urmare, toate numerele 
pare mai mari sau egale cu 20 au colaboratori — 40 de numere; toate numerele impare 
divizibile cu 5, mai mari decat 50, au colaboratori — 5 numere. In total, 40+5 = 45 
numere de forma cd au colaboratori. 

In concluzie, sunt 90 — 45 = 45 numere de forma cd care nu au colaboratori. 


E:14607. Véarsta bunicului este exprimatd printr-un numdr de doud cifre, 
cifrele reprezentand varstele celor doi nepott ai sat. Daca suma celor tret varste este 
100 de ani, determinati varsta buniculut. 

Aurel Dobosan, Lugo} 


Solutie. Fie xy varsta bunicului. Atunci 77+ x+y = 100 sau 1lxz+2y = 100. 
Deoarece 2y si 100 sunt numere pare rezulta z este o cifra para, deci x € {2, 4, 6, 8}. 
Prin incercari gasim xz = 8 si y = 6. In concluzie, bunicul are 86 de ani. 


E:14608. Impdrtind numdrul natural n la 3, 5 st 7 se obtin resturile 1, 4, 
respectiv 5. Determinati restul tmpartiru numadrului n la 105. 
Marian Ciuperceanu, Craiova 
Solutie. Din teorema impartirii cu rest avem (1) n = 3-k +1, k € N (2) 
n=5-p+4, pe Nsi (3) n=7s+5, s EN. Sa observam cé 3-5-7 = 105. Din acest 
motiv vom inmulti relatia (1) cu 35, relatia (2) cu 21 si relatia (3) cu 15. Obtinem 
(1’) 35-n = 105-k + 35, (2) 21-n = 105- p+ 84 gi (3’) 15-n = 105-8 4+ 75. 
Adunand relatiile (2’) si (3’) obtinem (4) 36-n = 105-(p+s) +159. Din aceasta 
scddem relatia (1’) si avem n = 105- (p+ s—k) +124. Cum 124= 105+ 19, avem 
n=105-(p+s—k+1)+19. Rezultad ca restul impartirii lui n la 105 este 19. 


Clasa a VI-a 


E:14609. Determinati numerele naturale abcd cu proprietatea 
abcd = 2-ab-cd. 
Liviu Petre, Targoviste 
____-Solufie. Din abcd = 2-ab “ed deducem ca ab | abcd, de unde ab | cd, adica 
cd = m-ab. Cum abcd = 100-ab+cd, relatia data se scrie 100-ab+-m-ab = 2-ab-m-ab, 
de unde 100+ m = 2:m-ab. De aici ab = baal 
m 


, 100+m . or 4 : 
rezultaé) —_—_ este numar natural. De aici m este numar par si 2m | 100 + m. 


. Cum ab este numar natural, 


m 
Gasim m € {2, 4, 10, 20, 50, 100}. Dintre valorile lui m numai m = 4 convine. Pentru 
m = 4 gasim abcd egal cu 1352. 


E:14610. Se consideréd numerele A = Gaa si B = aaaa, unde a este o cifra 
nenulad. Ardtafi cd numdrul de divizori ai lui A este cel mult egal cu numérul de 
divizori ai lui B. 

I. Fota, Izbiceni 

Solutie. Avem A=a-111l =a-3-37 si B=a-1111 =a-11-101. Daca 
a € {1,2,4,5,7,8} atunci a nu are factori primi comuni cu 3, 37, 11 sau 101 Sl 
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atunci numarul divizorilor lui A este egal cu numarul divizorilor lui B, adica de 4 
ori numarul divizorilor lui a. Dac’ a = 3 avem A = 3? - 37, care are 6 divizori si 
b = 3-11-101, care are 8 divizori. Dac’ a = 6 avem A = 2-37-37, care are 12 divizori 
si b = 2-3-11-101, care are 16 divizori. In sfarsit, daci a = 9 avem A = 3° - 37, 
care are 8 divizori si b = 37 - 11-101, care are 12 divizori. 


E:14611. Se considera ecuatia ry? +22z3 = 6y?z?, unde x, y siz sunt numere 
naturale nenule. 

a) Verificati dacd tripletele (2, 1,1) si (28, 2*, 2?) sunt solufii ale ecuatie: date. 

b) Ardtat: ca ecuatia datd are-o infinitate de solutii. 

Traian Tadmdian, Carei 

Solutie. a) Inlocuind pe x cu 2, pe y cu 1 si pe z tot cu 1, obtinem 2+ 4 =6 
care arata c& tripletul (2, 1,1) este solutie. Procedam la fel cu tripletul (2°, 24, 27) si 
obtinem 28 . (2)’ +2-28. (2?)° =6- (24)? (22)° sau 216 + 215 = 6.24: impartind 
prin 2'4 ramane 2? + 2 = 6, care este adevarata. 

b) Punctul a) sugereaza& sa folosim tripletul (2a®, a3, a”), cu a numar natural 
nenul. Avem 2a® - (a3)? + 2-2a§- (a?) = 6- (a*)? - (a?)%, echivalent& cu 2a! + 4al* = 
= 6a)", care este adevarata. Prin urmare tripletul (2a°,a°, a”) este solutie si cum a 
este numar natural nenul deducem ca ecuatia are o infinitate de solutili. 

E:14612. Se considerd triunghiul EBC, m(xXEBC) = 90°. Punctul A este 
situat pe segmentul (EC) astfel incét BE = BA, punctul D este situat pe segmentul 
(AC), astfel incét <DBA = «DBC, iar F € CE astfel incédt FBLBD. Ardtati 
ca: 

a) AD = EF; b) m(xADB) = 45°. 

Ion Neata, Slatina, Olt 

Solutie. a) Din [BA] = [BE] deducem <BAE = <BEA, de unde {BAD = 
{BEF (1). Apoi, m(xABD) = m(xDBC) = 90° —- m(<EBD) si m(<FBE) = 
90° — m(XEBD) ne asigura «ABD = <EBF (2). Din (1), (2) si [AB] = [BE] 
rezulta AE BF = AABD, de undeAD = EF. 


b) Tot din AEBF = AABD deducem cé <BFD = <FDB. Cu aceasta 
triunghiul FBD este dreptunghic isoscel, prin urmare m(<ADB) = 45°. 
Clasa a VII-a 


4n+ 10 
n*+2 


E:14613. Determinati numerele naturale n pentru care numarul m = 


este, de asemenea, numar natural. 
Mircea Mario Stoica, Arad 


Solutie. Este necesar ca n? +2 < 4n+10, echivalent cu (n— 2)? < 12, de unde 
obtinem n € {1, 2,3, 4,5}. Verificé numai n € {2, 3}. 
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E:14614. In triunghiul ABC considerém punctele M € (AB), N € (AC), 
MB NC 3 1 
inca = — de k ~,1 
astfel incat —— AB a AC 73 k, unde ke & 
Ardtati cd paralela prin M la AC, paralela prin N la AB gi linia miylocie 
paralelad cu BC' sunt trei drepte concurente. 
Benedict C. Niculescu, Bucuresti 


Solutie. Fie D, E mijloacele laturilor (AB), respectiv (AC) si fie P intersectia 
paralelei prin M la AC cu DE. Din k € (1/2,1) rezult8 BM > BD si CN > CE, 
deci M € (AD) si N € (AE). 


Apoi 
DM _2DM_ AB-2AM _ AB —2(AB-— BM) _ 2BM—AB_,, _, 
DA AB — AB = AB _ AB 7 
EN 3 
Analog, FA =2(5-4 —1=2-—2k. 
Folosind acum teorema lui Thales aplicata dreptei MP in triunghiul ADE 
Pe. 3 
obtinem —— DE DA = 2k —1, deci —~ = 1 —- — =2-2k= FA’ ceea ce arata, 


conform reciprocei teoremei lui Thales, ca NP || AD. Rezulta astfel ca paralela prin 
N la AB trece prin P, de unde concluzia. 


E:14615. Se considerd numerele naturale consecutive a, < az <... < 199 CU 
proprietatea ca oricare tret numere dintre ele pot fi lungimile laturilor unut triunghz. 
a) Ardtati cd a; > 98; 


b) Dacé a; = 99, tar T este multimea triunghiurilor scalene care au lungimi- 

le laturilor exprimate prin numere din multimea {99,100,...,198}, ardtati ca T 

contine cel putin o pereche de triunghiuri asemenea necongruente si cel putin un 
triunghi dreptunghic. 

Vasile Scurtu, Bistrita si Mircea Fianu, Bucuresti 


Solutie. a) Avem a, = n, ag = n+1,..., dino = n+ 99. Este necesar ca 
Q, + a2 > ai90, decin+n+1>n+99. De aici, obtinem a; = n > 98. 

b) Este suficient si dam cate un exemplu de pereche pentru fiecare tip de 
triunghiuri. . 

— Consideram triunghiul cu laturile egale cu 100, 104 si 108. Multiplicand 
lungimile laturilor cu 1,25 obtinem un triunghi cu laturile de 125, 130 si 135, aseme- 
nea cu cel initial. 

— Consideram triunghiul dreptunghic cu laturile egale cu 3, 4.515. Multiplicand 
lungimile laturilor lui cu 33 gi respectiv 34, obtinem doua triunghiuri asemenea cu 
laturile de 99, 132 si 165, respectiv, 102, 136 si 170. 
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] 2 3 98 99 


ar Se ~ numerele A= 05 + oo + pga ts + ga t $1 
B=-4+-4+-4+...4+ —. itati ca 
eer aa as + ipo Ardtati ca A< B 


Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 
Solutie. Observam ca 


ei Gig en li Be a ase ee 
92 © 32 °°" * 1002 ~ 1- 2-3 °° 99-100 100 100 
ae ee ee ee a cee: 
q2 © 32  *" § gg2 ~ 1-2 ° 2-3 °° «98-99-99 
ie ae Gage see 
92 © 32 ~ 1-2 2-3 8 
1 Z 1 1 
92 > 41.2 2 


Adunand cele 99 de inegalitati membru cu membru obtinem A < B. 


Clasa a VIII-a 


E:14617. Determinati numerele reale x si y stiind ca 


2y 1 2x 1 

; y) 2 x 

min ¢ —2* + = — =, —y* + — — —} = [20147 — 2014”. 
3 9! 3 5} | | 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


2y 1 
Solutie. Deoarece |20147 — 2014¥| > 0, inseamn’ c& —z? + > —9 > 0g1 


2 1 
—y* + > a > 0. Adunand ultimele doua inegalitati, membru cu membru, 


1\? 1\? 7” ; 1 
obtinem 0 > — r-% — Y-3 > 0. De aici, rezulta z= y = 3. 


‘ 2 1 2 1 22 
In consecinta, min ¢ —r? + aoa <a? + ee hye) si de aici de- 
3.69 s 3 
1 
ducem ca |2014” — 2014¥| = 0. Prin urmare, zx = y = 3° 
a) 2x \" 
E:14618. Rezolvati ecuatia x* + 5) = 32, z € R\ {2}. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 
Solutie. Ecuatia data este echivalenta cu ecuatia 
ot — do? + 827 — 3227 + 1282 — 128 = 0, 


care se mai scrie (z—4)?(z? + 42 — 8)= 0. Obtinem z= 4 sau 27+ 42—8= 0. 
In final, obtinem multimea de solutii S = {4, —2+ 2/3}. 
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E::14619. Se consideré cubul ABCDA'B'C'D’. Dacé M este mijlocul 


(toch Few Pick ce Sen Foo Boece Dee ht Pec dt Be acPacr cd F A TOPATY 12 
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PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasa a [X-a 


26873. Sd se determine multimile finite A de numere reale cu propri- 
etatea cé dacé x € A atunci 27 +524+4€ A. 

Felician Preda, Craiova 

Solutie. Fie A o multime nevida cu proprietatea din enunt, a = max A 
si f: ROR, f(z) = 274+52+4. Cuma > a? +5a+4, rezulta a = —2. Dacad 
|A| = 1 obtinem A = —{2}, care verifica proprietatea. Daca |a| > 2, alegem 
be A\{-—2}. Atunci toate numerele b, = f,(b), unde fp = fofo...of si 

Cc se” 
nm Ori 
bo = b, sunt in A. Cum f(x) > 2, Vx € R\{—-2} si A este finita, exista n € N* 
cu fr(b) = —2. Fie c= fp_1(b). Cum f(c) = —2, rezulta c& c? + 5c + 6 = 0, 
deci c € {—3,—2}. Daca n € N* este numarul minim cu proprietatea ca 
fn(b) = —2, atunci c= f,_1(b) # —2, deci c = —3. 

Presupunem |A| > 3. Alegem b € A \ {—3, —2} si fie p € N* cu f,(b) = 
= —3, p minim cu aceasta proprietate. Atunci d = fp-1(b) € A, deci 
d? + 4d+5 = —3, fals, deoarece ecuatia d? + 4d +8 = 0 nu are solutii 
reale. Deci, in acest caz |A| = 2 si A = {—3, —2}. 

Obtinem astfel multimile {—2} si {-3,-2}. 


26874. Fie a, b, c, d numere reale nenule cu proprietatea cd ad — bc € 


2 
1 : \/1 + (ac + bd) > 2, 


1 
CrP O44 eh 


€ [-1,1]. Sd se arate ca 


Traian Tamdian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Din enunt si inegalitatea mediilor avem: 


1+ (ac + bd)? > ./(ad — bc)? + (ac + bd)? = 
2 
= Va?d? + b?c? + atc? + bed? = \/(a? + 6?) (c? + d?) > —;—__,_,, 


PtP Oe 
1 


1 2 
st Pl ae 
e+e e+e /1 + (ac + bd)? 
2 J1 + (ac + bd)? 
1 1 4 Vit (ac + bd) > 2 ‘ 1 + (ac + bd) $9 
a2 +62 c*+d? 2 /1+(ac + bd)? 2 


ceea ce trebuia demonstrat. 


de unde Atunci 


26875. Sd se demonstreze cd: 
a & b - Cc mn et Zz 
ae’+2bed 68 +2acd) 8 +2abd = dé 4+ 2abe 


ee 
—Q9\ab ac ad bc bd cd)’ 
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oricare ar fi numerele reale strict pozitive a, b, c, d. 
Marian Cucoanes, Marasesti 


Solutie. Din inegalitatea mediilor avem 
a® + 2bed = a® + bed + bed > 3a*/(bed)?. 


Cum b+c+d > 3Vbcd rezultd (a° + 2bcd) (b+c+d) > 9abcd, deci 
a b+c+d 
a>+2bcd ~ 9Qbcd 


a b+ct+d 1 1 
_@ el pane ieee 
Bes aa bed 3 (5+ cd * el 


1 1 1-1 1 «21 
= ae aa eg 


. Obtinem 


9 \ ab ad be bd cd 


26876. Sd se arate cad numarul (1919 + 2) (53°° + 5) este divizibil cu 
2014. 

Benedict G. Niculescu, Bucuresti 

Solutie.Avem 2014 = 2-19-53. Notam cu A numarul din enunt. Evident, 

A este par. In Zig avem A = 2 (53 +5) = 2 (5 - a = 2 (ie ze = 


o~ om A ~~ ~19 o~ 


=2(8-5 =0, deci 194 in Zs3 aaa fo +2). Cum 19° = -10, 


19 = —6, 19 = 36, i = 24 4, 19 = —8, {9° = =9. rezulta ca io’ "45 = 
deci 53 | A. 
Asadar, 2014 | A. 


Clasa a X-a 
26877. Sa se demonstreze ca in orice triunghi avem 
2abe < RV3 max (a? + be, b* + ca, c* + ab) 
Marcel Chirité, Bucuresti 


1 
este convexa, avem 
5 


Solufie. Cum functia f : (0,7) > R, f(x) = 


3 max (a? + be, b? + ac, c? + ab) > >7.@+ 5 ab> 2) ab= 


1 3 abc 
=4 — | > $$. — — = 
§(Dana)28— A+B+C 8V3S 2V3—F 
3 
de unde rezulta concluzia. 
26878. Sd se afle numerele reale 21,x2,...,2n >0,n > 2, cu 


1 i ae as a 
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gt 
tj xz x 1 
gVartest Fin 4 3Vatsetten 4 4 3VeTRE Ee =. BVO, 
Petru Todor, Sebes, Alba 
Solutie. Stabilim pentru inceput urmatoarele inegalitati: 
1 2 1 
Dv Dya-#sl(Ca(Ce-D)= 
Z 
1 
Din (1) si (2) obtinem 
2 
opi - ca 1 me >> ws 
mas > nV 3h Vs an. 3th Vem ang” vivant > 
(x2)? 
>n- 3" Liven? — ny. 3" Davee >n-32Ve-t =n. 3 Va 
nee neve 1 
Din enunt, toate inegalitatile sunt egalitati, deci z}] = 2g =...=In = = 


26879. Sa se rezolve in R ecuatia: 


ae e . a a oe sid Zz of = 
274+g9t 3t+4e GT +1 2\2% 3F GF} 
Marian Cucoanes, Marasesti 
Solutie. Cu notatiile a = 27, b = 37, ecuatia devine 
| eee Vee | 1 1 1 
2 — — ——- — ——_. — —— = 0. 
€ a a} 


Din inegalitatea mediilor avem 


Ly ae ee ee “+5 )2o52 af 
A\a b/~ 2/ab~ ab+1' 4\a_~ ab = Ony = be 
1/1 1 1 1 

snag (are aaa) a ee 

i(G+a)2 m2 a5 


Dac& numarul real x este solutie a ecuatiei date, atunci inegalitatile 
anterioare sunt egalitati, deci a = b = ab, de unde x = OQ, care verifica 
“ecuatia. 


26880. Fie n > 3 un numar natural. Sd se determine numerele reale 
strict pozitive 21, 22,...,X%n care verificd egalitatile 

logy 21 + 2 logy T2 = logs (x3 — 5), 

logs x2 + 2 logs x3 = logs (x3 — 5) 
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logs Zn—1 + 2 logy In + logs (x? — 5), 


logs Zn + 2 logy 21 = logs (x3 — 5). 
Petru Todor, Sebes, Alba 


Solutie. Fie (21,22,...,2%n) un n—uplu care verificd egalitatile din 
enunt. Notam m = minz; si M = maxz;. Daca m = zp gi M = fq 
atunci 


logs (m° — 5) = logs (x? — 5) = logy rp_2 + 2logy tp_1 > 


> logs m + 2logs m = logy m’. 
Notam t = logy m>. Atunci log; (m® — 5) >t, m> —5 > 3°. 
Obtinem m = V2¢ si W/25t —5 > 3°. Ultima inegalitate este echivalenta 


3 \¢ 1 *\? 
cu ( =) +5({(— =) <1. 
(3) (¥5) 


t t 
Din monotonia functiei f : R > R, f(t) = eS +95: (5) 


cu f(3) = 1 obtinem t > 3, deci m > 2. In mod analog obtinem M < 2, 
deci m = M = 2. Obtinem 2; = x2 =... = x, = 2, numere care verifica 
egalitatile din enunt. 


Clasa a XI-a 
26881. Sa ( 2(n+1) p_ 2 ) 
Sa se calculeze jim Jn »/(n + 1) n 
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
Solufie. Notam cu (zp), sirul din enunt. Atunci: 


_ dies ant’/(n +1)! _ 


— jn mV (n+1)! Yn /nt+1 _ 
vival ( — ea Va -1) = 


EVA), i, UE 


n+1 vn! n 


a= 


2 
=> Jn V n! 
nr Ww Vw 
Cum ——= —e, rezulta4 ca 


Tal 
mHi/(n + 1)! 


n+1 /n! n e 


Un = 
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(anh ee > 1si 
Inu, In(l+u,—-1) : 
nl 1 vn! 1 
In = Vn- Wn! (tm —1) =n Ue ia ‘nun = Ent Ding 
nr Tr 


si deoarece 


murano verD YY yf @+DE 
7 vn! n! "H/(n +1)! 
n+l 1 
= ln oy ares di aaa 


1 
2/e 
26882. Fie matricele A,B € M3(R) astfel incét AB = BA, det B = 0, 
det(A + B) = 3 gi det(A — B) = det (A? + B?) =1. Sa se calculeze 


det (Ares 4 Bo) 


rezulta ca rn > 


Marcel Chirité, Bucuresti 


Solutie. Fie f : C 4 C, f(r) = det(A+ 2B) = az*+br+c. Avem 
3 = det(A+ B) = f(1) =a+b+c, 1 =det(A — B)= f(-1) =a—-b+csi 


1 = det (A? + B*) = det(A +iB) det(A —iB) = 
= f(i)f(-i) = (-a+c+ bi)(—a + ¢ — bi) = (c— a)? +b”. 


Din cele trei relatii obtinem a = b = c= 1, deci f(z) = 2? +2+1. 
Fie U multimea radacinilor polinomului X?°!4 + 1. Atunci 


det (A? + BM) — [| det(A - wB) = [| f(-w) = 


weUu weUu 
= I] (w? -w+1) = [[ (@-a\w-=®, 
weuUu weU 
7 5 as ae eee 
unde € = cos 3 + isin 3" Continuand: 
det (A? + p04) — [] (ce -w)- |] €-w) = v©)o), 
weU weU 
unde y = X7°14 4.1. Cum e? = & = —1, obtinem 


v(e)p(é) = (—e + 1)(-E +1) = lel? — (€ +2) +1 = 1. 


26883. Considerdm sirul de numere reale (2n),>1 definit prin x1 = 2, 
to >2si22,,+2¢n41+2 = 23 (tngit+)]),n21. 
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2 2 : a 
Sa se calculeze lim li AG Bas Kies a 
n— 00 ped 


(Enunt modificat.) 


Florin Stdnescu, Gaesti 
Solutie. Daca exista n € N cu 2p41 = —1, din relatia de recurenta 
obtinem 1 = 0, fals, deci z, 41, Vn > 1. 
Daca exista n € N cu 2p41 < —1 rezulta ca 


2 
3 _ tn41+ 2%n41 + 2 1 
— eee 1 —————_— < —2, 
7n In+1 + 1 nts ae In+1 + 1 


deci z, < —1. Obtinem recursiv x; < —1, fals. Deci z,4; +1>0, Vn EN, 
de unde x3 > 2, Vn EN, deci z, > 1, Vn EN. Ar&tam prin inductie c& sirul 
este crescator. Din enunt, rz > 2}. Presupunem 2nj41 > Zp. Atunci 

1 1 
In42+1 7 In+1 +1 


3 3 
OS Fay — Tp = In42 — Inti + 


1 
= (In4+2 = In41) € a coo) | 


m ———__— <1 rezult c& 249> 2n41- 
(tn42+1) (tn41t1) ne me 


Fie £ = lim. In ER. 
Daca £€ R, cum 44+ @ = 2 + 2042 si € > 2, obtinem 
0O= 040-7 -20-2 > 4074267 — 0? 20-2 = 50? -20-2 > 8-2>14, 


fals. Asadar, £ = oo. 


Avem 
2 
(28-1) (eB, 1) = (Bet? 1) (221-1) = 
2 
— Tai t+ Fn4it1 3 
= ee ea a (Tn41 — 1) = Try — I, 
3 
e 2 = L ie | Vv v 
deci 77 ,,-1= re ae Rezulta ca 
nr n 
ry —1 t= 1 
(az~ — 1) = K — 2 
n 2 
rj —-1 
Deci [] (@-1) = —3—7 (tn - 1) = = (tn — 1) Cum tp — ov, 
fe 1 
k=l 
(x, — 1) 
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Clasa a XIl-a 


1 
4 wv e — 5 
26884. Sa se arate ca lim [e "dx >-. 
a—0 4 

a>0 q 


Traian Tdmiian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Cum x~* > 0, Vx > 0, rezulta ca functia f : (0,6] > R, f(x) = 
b 


= / x “dx este descrescatoare, deci exista _ / x "dz, Vb > 0. Avem 
a 
a 


a 


3 1 1 


1 2 3 
lim, [2 *dz = lim [etac+ [oraz = [etac+ lim, f 2-*dz. 
a\,0 a\,0 a\,0 


a 1 1 


2 2 
Cum 2-7 = e*™* >1-—2Inz, Vz > 0, cu egalitate doar in punctul 


x = 1, rezulta ca 
1 1 
xr z?\ | 1 
[etae> [1 -zinz)ae = x — —ln2+— =F(1)-F(-—]}, 
2 4 1 2 
1 1 
2 


2 


2 2 


unde F(z) =2-—Ing+— si 


i 
2 


[etae > [o — zlnz)dz = F(z) =f (=) — F(a). 


1 
2 
1 
Atunci lim [etae >F (5) — lim F(a) =F (5). 
a\,0 2 a\,0 2 
a 


1 
e e —T 1 1 — _#o 
Atunci lim [2 dz > F(1) -F (5) F (5) = F(1) = rt 


26885. Fie n un numdr natural nenul si (G,-) un grup astfel incat 
f:G— 3G, f(z) =2"*! este un morfism surjectiv sig: G > G, g(x) = 2” 
este o functie injectivd. Sd se demonstreze ca grupul G este abelian. 

Marian Cucoanes, Marasesti 


Solutie. Cum f este morfism, rezulta ca (zy)"t4=2"t1y"*!, Va, y EG. 
Atunci x(yz)"y = (ay)"t? = a%tty"t!, deci (yx)” = xy". Obtinem 
yr tlyntl — (yg)t1 = (yr)"yr= cry"! 2, deci y*t 2" =2"y"*?, Vz, yEG. 

Fie x si a doud elemente din G. Din surjectivitatea lui f, exista y € G 


cu y™+! = a. Atunci ax” = yz" = 2%y"+1 = 2a, deci az"a! = 2”. 
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wv) y = nr . . . . < . a3 
Rezulta ca (axa 1) = g”, iar din injectivitatea lui g obtinem axa! = z, 
deci ax = xa. Cum asi Z au fost alese arbitrar, rezulta concluzia. 


26886. Fie f : R > R o functie continud si numerele reale a si b, 
b b 
a <b, astfel incat ic +b+t—2x)dz > | f@e2, oricare ar fit ER. 


Sa se arate od f(a) = f(b). 


Cristian Moantd, Craiova 


Solutie. Cu substitutia a+ b—2x+t=y obtinem 


b b+t 
iC +b—2+1t)dz = / f(y)dy. 
a a+t 
b+t 
Din enunt, functia derivabila F: RR. F(t) = / f(x)dx are pro- 
a+t 


prietatea F(t) > F(0), Vt € R. Cum 0 este punct de minim, rezulta ca 
F'(0) = 0. Deoarece F’(t) = f(b+ t) — f(a+t), obtinem f(a) = f(b). 


PROBLEME PROPUSE 


PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE 


Prezentam mai jos un model pentru proba de matematica a Evaluarii 
Nationale a elevilor din clasa a VIII-a. 


SUBIECTUL I 


1. Rezultatul calculului (1 + 2-4) : 3 este egal cu. 


2. Probabilitatea ca aruncand un zar sa obfinern pe fata de sus un 
numar par este egala cu . 


3. Solutia inecuatiei 2 — 3z < 8 este... 


4, Complementul unghiului cu masura de 60° este unghiul cu m&sura 
de ...° 


5, In figura urmitoare este desenat un tetraedru regulat ABC'D. Daca 
AB = 12 cm, atunci perimetrul triunghiului ACD este egal cu ...cm 


D La problemele din aceasta rubrica nu se primesc solutii. (N.R.) 
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A 


B C 


6. Lotul echipei de fotbal a scolii este format din 12 elevi. Numarul 
lor gi varstele corespunzatoare sunt inscrise in tabelul de mai jos 


Media aritmetica a varstelor elevilor din echipa de fotbal este egala cu ... 


SUBIECTUL al II-lea 


7. Desenati, pe foaia de examen, o prisma triunghiulara regulata dreap- 
ta si notati-o ABC A'B’C’. 


8. O persoan& are o sum& S' de bani. In prima zi cheltuieste 30 % din 


suma S, a doua zi cheltuiegte 40 % din suma S, iar a treia zi cheltuieste — 


din suma S. Stiind ca persoanei ii raman 600 de lei, aflati cat a cheltuit in 
prima Zl. 


V3-3 1 
2 V3+1 

10. Se considera functia f : R —- R, f(x) = az + 5, unde a gi b sunt 
numere reale. 

a) Aratati c& f(1) + f(4) = f(2) + f(3). 

b) Pentru a = 2 si b = —4, reprezentati grafic functia f intr-un sistem 
de axe ortogonale xOy. 

11. Fie expresia E(x) = (x +3)? + 2(x — 4)(2 + 3) + (2 — 4)*. Aratati 
c& E(x) = (2x — 1)?. 


SUBIECTUL al III-lea 


12. In figura urmatoare este schita unei mese de biliard sub forma 
dreptunghiului ABCD, in care AB = 18 dm si AD = 12 dm. 


D C 


9. Calculati E =1+ 


M P 
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a) Aflati aria dreptunghiului ABCD. 

b) Daca P este mijlocul lui [BC] aflati perimetrul triunghiului ADP. 

c) Din punctul M, mijlocul lui [AD] este lansata o bila care atinge 
latura AB in N gi apoi ajunge in C’. Stiind ca XANM = xCNB, aratati ca 
m(xMNC) = 90°. 


13. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu baza ABCD. 
Latura bazei este egala cu 12\/3 cm si apotema piramidei este egala cu 12 
cm. 

a) Calculati volumul piramidei. 

b) Calculati masura unghiului determinat de planul unei fete laterale 
cu planul bazei. 

c) La ce distanta de A trebuie luat un punct P € (AV) astfel incat aria 
triunghiului PBD sa fie minima? 


Clasa a [X-a 
14, Fie f: ROR, f(x) = 2? +3242. Rezolvati ecuatia 
(fof)(z)=2, zreR. 
1 
15. Se considera functia f : E 00 +R, f(z) = 2? — {x}. Ar&tati c& 


f este functie crescatoare. 

16. Fie 2; si x2 solutiile ecuatiei x? —52 +2 = 0. Aratati c& pentru 
orice numar natural n, numarul z7 + x5 este natural. 

17. Se considera functia f : R > R, f(x) = z*+ax+b cua, b 
numere rationale. Aratati ca exista o infinitate de numere irationale a cu 
proprietatea ca f(a) este numar rational. 

18. Rezolvati sistemul 


z* + 3ry+y? =5 
1 1 


ae) 
GY 


r,yER. 


Clasa a X-a 


19. Fie multimea A = {zeC jz—1-i|<1sgi argze lo, al} 


Determinati maximul multimii {|z| | z © A}. 
20. Determinati z € C* stiind c& punctul de afix 1 este mijlocul seg- 
. 2 
mentului cu capetele in punctele de afixe 2z si —. 
z 
21. Cate functii injective f : {1,2,3,4} > {1,2,3,4,5} cu f(1) < 3 si 
f (2) => 3 exista? 
22. Aratati cd are loc egalitatea C3 + C3 + C3? + C3 + CZ = CZ. 
23. Cate numere naturale de patru cifre au exact trei cifre impare? 
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Clasa a XI-a 


24. Pentru fiecare z € R se considera matricea 


1 2 3 
A(z)= |] 2 3+2 4+¢2 
3. 4+27 54+2 


a) Calculati det A(0). 

b) Determinati valorile reale ale lui z pentru care matricea A(x) este 
inversabila. | 

c) Aratati cdi pentru orice valoare a lui x, rangul matricei A(z) este cel 
putin 2. 

l l 

2s. Fie f : (-1,0)U(0,00) > R, f(a) = Bet). 
a) Determinati asimptotele verticale ale graficului functiei f. 
b) Studiati monotonia functiei f. 

oy 1 

c) Calculati jim (f(x))=. 


Clasa a XII-a 


26. Fie polinomul f = X° — X? +a, unde a este un numar complex 
nenul. 

a) Determinati valorile lui A pentru care restul impartirii lui f la X —a 
este egal cu 1. 

b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care f are toate radacinile 
reale. 

c) Notam cu 21, 22,23 € C radacinile polinomului f pentru a = 2014. 
Aratati ca legea ,, * “ definita pe C prin x * y = 217y + Tax + T3y + 73 este 
asociativa. 


27. Se considera functia f: R—R, f(z) = Aratati ca: 


£ 
g2e+ae4+1 


1 
a) [@+e+1) f(x)dz = : 
0 


1 
b) [ (f@) -2+1)ae = 3A 
0 


Bacalaureat olimpici, 2014 


PROBLEME PROPUSE 359 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR’) 


P:698. Impartind un numar natural a la un numar natural nenul 
b obtinem restul 3. Ce rest obtinem daca impartim 100 x a la 100 x 6? 
Justificati. 


P:699. Imp&rtind numarul natural a la 77 obtinem restul 3. Ce rest 
obtinem la impartirea lui 10 x a la 7? 


P:700. Catul impartirii numarului natural a la numarul natural nenul 
b este 8. Aflati catul impartirii lui 100 x a la 6. 


P:701. Impartind cinci numere naturale la 5 obtinem resturile 0, 1, 2, 
3, respectiv 4. Ce rest obtinem la impartirea sumei lor la 5? 


P:702. Impartind un numar natural la 8 obtinem restul 6. Ce rest 
obtinem daca impartim numéarul la 4? 


P:703. Suma a trei numere naturale este 42. Aflati cele trei numere, 
stiind ca suma oricaror doua este mai mica sau egala cu 28. 


P:704. Trei numere naturale, a, 6, c au suma 49. Numéarul b este cu 3 
mai mic decat a si cu 8 mai mare decat c. Aflati numerele. 


P:705. Aflati numerele a, 6, c, stiind cA suma lor este 108, iar b este 
de trei ori mai mic decat a gsi de sase ori mai mare decat c. 


P:706. Suma a trei numere a, 6, c este 58. Numarul b este de trei ori 
mai mic decat a si cu 3 mai mare decat c. Aflati numerele. 


P:707. Produsul a trei numere naturale este 26. Aflati suma lor. 


P:708. Din localitatea A porneste catre localitatea B un automobil cu 
viteza de 80 km/h. Dupa 2 ore porneste din A o motocicleta cu viteza de 100 
km/h. Daca amandoua mobilele ajung in localitatea B in acelasi moment, 
aflati distanta dintre cele doua localitati. 
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P:709. Dintr-un pachet complet de carti de joc se scot, la intamplare 
doua carti. Ce valoare au aceste carti, dac&i suma punctelor de pe cartile 
ramase in pachet este 349? (Asul se considera 1, Valetul 12, Dama 13 si 
Regele 14). 


P:710. In timp ce o vulpe face trei salturi, un iepure face cinci salturi. 
Dupa un timp, distanta dintre ei este de 100 de salturi. Cate salturi a facut 
fiecare pana la acel moment? 


P:711. Aflati numerele naturale a, b, cstiind cé 2xc+2xa+2xb = 156, 
(a+b): 3=14 sic este dublul numarului a. 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:712. Daca vei imparti suma a 7 numere consecutive la 5, vei obtine 
catul 11 si restul 1. Care sunt cele 7 numere? 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:713. Din livada s-au cules cu 187 kg mai multe cirese decat visine. 
Daca impart numarul kilogramelor de cirese la numarul kilogramelor de visine 
voi obtine catul 4 gsi restul 16. Ce cantitate de cirese s-a cules. 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


1 Lo. 
P:714. Un fermier creste pasari. ri dintre acestea sunt rate, 5 din 


‘A ae we % 
restul celorlalte pasari sunt gaste, — din noul rest sunt gaini, iar restul de 
144 pasari sunt curcani. Cate pasari are in total fermierul? 


Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:715. Daca m-ag fi nascut in anu! 1900, atunci in anul in care m-am 
nascut as fi implinit varsta pe care o am acum (in anul 2014). In ce an m-am 
nascut? 

Elefterie Petrescu, Bucureti 


P:716. Calculati 
{[(44+4)x4-444x (444:4)]}:44+4x4-4:4x 4} x 84-2= 
Nicolae Ivdgchescu, Craiova 


P:717. Ana, Barbu si Costel au impreuna 432 de lei. Ce suma de bani 
are Ana daca ea are cu atat mai mult decat Barbu cu cat are mai putin decat 
Costel? 

Ion Cicu, Bucuresti 


PROBLEME PROPUSE 361 


PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU» 
Clasa a V-a 
E:14669. Determinati numerele naturale de forma ab, stiind ca 
ab’ = abba. 
Artur Béléucé, Botosani 


___ _—EB:14670. Determinati numarul natural abc care indeplineste conditia 
abc = a:b? +6. 


Razvan Ceuca, Iasi 


E:14671. Determinalti numarul natural de patru cifre care, impartit 
la suma cifrelor sale, da catul 90 si restul 9. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


B:14672. Determinati cifrele nenule a, b, c pentru care 
abc - bc: c = cab- ab-b. 
Razvan Ceuca, Iasi 


£:14673. Aflati valorile num&rului natural n pentru care numarul 
P = 16" + 6” + 5 se scrie ca o suma de doua numere prime. 
Mariana Ciobdnasu si Ioan Ciobanasu, Botosani 


E:14674. Determinati cifrele nenule zx si y pentru care 
125 - 27 + 37-34 = yyy. 
Razvan Ceuca, Iasi 


E:14675. Se considera fractiile de forma ete 


a 
Stabiliti valorile lui a si b pentru care obtinem, pe rand, fractie subunitara, 
fractie echiunitara, respectiv fractie supraunitara. 


, unde a si b sunt cifre. 


Vasile Tarciniu, Odobesti 
B:14676. Scrieti numarul 38" ca o suma de trei patrate perfecte, ori- 
care ar fi n numar natural nenul. 
Luca Tutd, Buzau 
Clasa a Vi-a 


E:14677. In triunghiul isoscel ABC (AB = AC) construim inaltimea 
BM, M € (AC). Aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC stiind ca 
BM este medie aritmetica intre AB si BC. 

Marius Mainea, Gaesti 
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E:14678. Cei n elevi ai unei scoli, 750 < n < 820, se afld pe terenul de 
sport. Daca elevii se incoloneaza cate 13, atunci raman 10 elevi neincolonati; 
daca elevii se incoloneaza cate 6, atunci raman neincolonati 2 elevi. 

Determinati numarul n. 

Anton Negrila, Ploiesti 


E:14679. Daca centrul cercului inscris unui triunghi coincide cu cen- 
trul cercului circumscris triunghiului determinat de picioarele bisectoarelor, 
atunci triunghiul este echilateral. 

Elefterie Petrescu, Bucuresti 


E:14680. Se considerad triunghiul ABC cu AB = AC si punctele 

D € (AC) si E € (DA astfel incét AC = DE, iar punctul T este situat 
pe segmentul BC. Aratati ca DT || AB daca si numai dacat EB = ET. 

Ion Tudor, Babana, Arges 


E£:14681. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M €(AB), 

N € (AC) si.P € (BC) astfel incét MN || BC, MB = BP si NC = CP. 
Demonstrati ca (AP este bisectoarea unghiului BAC. 

Gabriel Vrinceanu, Bucuresti 


E£:14682. Se considera triunghiul ABC in care m(«A) = 2-m(<B) + 
+30°. Punctul M este situat pe segmentul (BC) astfel incat AM = AC. 
Daca m(XMAC) = 2-m(x MAB), aratati ca BM = MC. 

Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


E:14683. Fie x si y doud numere naturale nenule. Demonstrati ca 
daca 2” + 3¥ = 24 + 37, atunci z = y. 
Razvan Ceuca, Iasi 


E:14684. Fie a), ag, a3, ..., @2013 numere naturale nenule. Aratati 
ca numarul 


A = 2014(41+42)(a2+a3)...(a2013+a1) _ 6 


are cel putin trei divizori diferiti de 1. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


Clasa a VII-a 


E:14685. a) Aratati ci, daca ABCD este un patrulater ortodiagonal, 
atunci AB? + CD? = AD? + BC”. 

b) Fie ABCD un trapez (AB || DC) si O intersectia diagonalelor. 
Paralela Prin O la baze intersecteaza pe AD in P si pe BC in Q. Simetrica 
dreptei PQ fata de dreapta suport a liniei mijlocii a trapezului intersecteaza 
pe AD in R gsi pe BC in S. Aratati cd ABCD este ortodiagonal daca gi 
numai daci RA? + RD? + SB? + SC? = RS”. 

Claudiu Stefan Popa, {asi 
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E:14686. Cinci numere naturale au proprietatea ca suma patratelor 
oricaror patru numere dintre acestea este element al multimii 
{123, 203, 242, 258}. 
Determinati cele cinci numere. 
Marcel Chirita, Bucuresti 


E:14687. Fie M multimea triunghiurilor dreptunghice ale caror laturi 
au lungimile exprimate prin numere naturale. Aratati ca niciun triunghi 
din multimea M nu poate avea aria exprimata printr-un numar de forma 
20142014... 2014. 


de 2014 ori 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
E:14688. Pentru fiecare numar n € {1,2,..., 2014} se considera fractia 
2 
n°+3 ; ; : 
= Sane Determinati valorile lui n pentru care fractia F, este ire- 
ductibila. 
Gheorghe Rotaru, Dorohoi, Botosani 


E:14689. Fie ABCD un trapez (AB || CD) si punctele M € (BC), 
N € (AD) astfel incét AM 1 BC si BN 1 AD. Se noteazad cu A’ si 
B’ simetricele punctelor A, respectiv B fat& de punctele M, respectiv N. 
Demonstrati ca XAA’D = x<BB'C. 


Traian Preda, Bucuresti 


E:14690. Se considera numerele naturale a, b si c astfel incAt numerele 
2a + 3b, 56+ 3c si 3a + 4c sunt direct proportionale cu 22, 29 si respectiv 27. 
Aratati ca a, 6 si c sunt lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. 
Ion Neat{a, Slatina 
E:14691. Fie triunghiul ABC cu m(<A) = 90° si AD L BC cu 
D € (BC). Luam E € (AB) si F € (AC) astfel incét (DE este bisectoarea 
unghiului ADB si (DF este bisectoarea unghiului ADC. 
Aratati ci EF? = 2-BE-CF. 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 
E:14692. Se considera triunghiul ABC si punctele D € (BC si 
D' € (CB astfel incét xBAD = xACB si xCAD! = xABC. Pe rian 
_ E FC 


[AD] si [CD’] se considera punctele E si respectiv F. Daca ED = FD? 


aratati ca XABE = aCAF. 


* ok Xx 
Clasa a VIII-a 


E:14693. Se considera ecuatia 


22 ——— 
(x — a)(x — b)(a@ — c)(x — d) + = = abcdabcd ... abcd 
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unde, in membrul staéng, gruparea abcd apare de 2014 ori si a, b, c, d € 
{0,3,5,8}. Aratati cdi ecuatia nu admite solutii rationale. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


F:14694. Rezolvati sistemul 


1 fea 
xz—-l yo 
32 — Dy + 2ry = 3 


unde x si y sunt numere reale. 
Gheorghe Iacob 


4) 
E:14695. Fie p > 5 un numar prim. Ardatati cd fractia : se poate 


scrie sub forma = + -, cu m, n naturale nenule, daca si numai daca restul 
Impartirii numarului p la 5 este 4. 
George Stoica, Canada 
E:14696. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 
a? 4+2-[2]-{a}4+3-{2} =4. 
Am notat [a] partea intreaga a lui a si {a} partea fractionara a lui a. 


Catalin Cristea, Craiova 


E:14697. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 


oVz+yt3v1l—274+2/37 —y = 38. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


E:14698. Aradtati c& exist o infinitate de perechi de numere natu- 


5) 5} 
ag Sl \/ = _ sunt numere naturale 


x 
rale (x,y) pentru care numerele 
consecutive. 

Roxana Marcusanu, Pitesti 


E:14699. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia 2° — 3ry + 
3 
y° = 9. 


Lucian Tutulescu, Craiova 
E:14700. Fie xz, y, z numere reale. Aratati ci dacé ryz 4 0, r+y+z = 


ey eee 
Osiz*?+y%?+27=1, atuncl — as a 


—_____*-_________. este numar natural. 


Ionel Tudor, Calugareni 
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PROBLEME PENTRU LICEUD) 
Clasa a lX-a 


26929. Numxerele reale pozitive z, y, z, t au suma egala cu 4. Sa se 


arate ca x, /y + yV/z + zJVt+t/z <4. 


Traian Tadmdian, Carei, Satu Mare 


26930. Fie L punctul de intersectie a simedianelor triunghiului ABC. 


Sa se arate ca daca AL+ BL+C = atunci triunghiul este echilateral. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 


26931. Sa se arate ca in orice triunghi ABC’ avem 


2R 1 1 1 
— > max 


a 1-—si 2a 1 suck ne 1 ae gaiG 
sin 5 sin 5 5 sin 5 5 5 
Emil C. Popa, Sibiu 


26932. Doua ceviene arbitrare ce trec prin varfurile B si C ale triun- 


ghiului ABC intersecteaza bisectoarea 4Q in M si N si laturile AC’, AB in 
P D 


P, respectiv Q. Sa se arate ca expresia — wa —— + —— este constanta. 
: Pe BQ AN | CP AM 


Laura Constantinescu, Sibiu 

26933. Sa se arate ca, intr-un triunghi dreptunghic neisoscel, dreapta 

care uneste punctul lui Lemoine (de concurenta a simedianelor) cu centrul 

cercului lui Euler (cerc determinat de mijloacele laturilor) este paralela cu 
ipotenuza. 

Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


26934. Fie ABC un triunghi, M mijlocul laturii BC si D piciorul 
bisectoarei unghiului A. Sa se arate ca AM - AD = p(p — a). 
Marcel Chirita, Bucuresti 


26935. Fie n > 2 un numar natural. Sa se determine valoarea maxima 
a numarului c, astfel incat 
(ay t+agt+...+ tn)? > CnF12n, 
pentru orice numere reale 0 < zr, <... < Zp. 
George Stoica, Canada 


26936. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB < AC. Fie D, E, 
F punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile BC, AC, respectiv 
AB gi fie K punctul diametral opus lui D. Fie P punctul de intersectie a 
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dreptelor F'K si BC, iar K' punctul de intersectie a dreptelor AK si BC. Sa 
se demonstreze ca BP = BK’ dac& si numai daca AB = AC. 
Stefan Tudose, elev, Bucuresti 
Clasa a X-a 


26937. Consideram multimea F a functiilor f : R — R cu proprietatea 
f(z) +f (c+ f(z)) = 32+4+3, 2 ER. Sa se arate ca 
a) F este nevida. 
b) Daca f € F, atunci ecuatia f(x) = 0 are o solutie reala unica. 
Marcel Chirita, Bucuresti 


26938. Sa se determine numerele complexe z = a+ bi cu a,b € Q, 
pentru care exista n € N* astfel incat z” = 1. 
Diana Mocanu, eleva, Bucuresti 


26939. Fie a, b, c numere reale strict pozitive cu proprietatea 
ab+ be + ca+ abc = 4. 
: ,a b e 
Sa se arate ca aoe +->atbee. 
c (a 
Marian Cucoanes, Marasesti 
26940. Sa se determine numerele reale z, y, z, t pentru care 
M+te=ax, A2w+ay=y, 2y t+ y*z =z, 22+ 27t =t. 
George Stoica, Canada 


26941. Fie n > 1 un numar natural si multimea 
1+1z 
*\6n+1 
y dies oa =— = 9s 
=o V3 


S& se arate ci A, MR = @ si s& se determine numerele t € A, cu |t| = 1. 
Ioan Baetu, Botogani 


An = {x eC 


26942. Sa se rezolve ecuatia 
(In(10e) + In? 10)” + (Ig(10e) + lg? e)” + (1+1n10+lge)* =1. 
Traian Taémdian, Carei, Satu Mare 
26943. Numerele intregi a, b, c, x, y, t verifica inegalitatea 
az + by? + cz? > ax + by + cz. 


S& se arate ci ax° + by® + cz? > ax + by + cz + 30. 
Marcel Chiritad, Bucuresti 


26944. Sa se rezolve ecuatia 
(37 . 2)'085 4) = (5° zu 2)!083° 


Marius Perianu, Slatina 
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Clasa a XI-a 


26945. Fie (an),,5, un sir de numere reale definit prin 


, a, t+ 2ag+...+NGn An 
a, = 1 gsi ——— = 
n+1 


,n> i. 


S3 se calculeze lim ————. 
n—0o (n — 1)! 
Catalin Cristea , Craiova 
26946. Fie (zn),, un sir de numere reale definit prin z; = 2 gi 
, n> 1. Sase arate ca sirul este convergent la 1. 


Ovidiu Tdatan, Ramnicu Sarat 


l ta 
N./@n+1 = 
a; Intl 


26947. Fie matricea A € M3(R) astfel incat 
det (A + I3) = det (A + 2]3). 
Sa se arate ca 2 det (A + I3) + det (A — I3) + 6 = 3det A. 


Catalin Cristea, Craiova 


26948. Fie (an),,>, un sir de numere intregi. Sa se arate c& (@n),>) 
este o progresie aritmetica cu ratia numar intreg par daca si numai daca sirul 
Qn ° e ° e wv ° ° ° e 
Yn = —, n> 1 converge si n divide suma oricaror n termeni consecutivi ai 


sirului (@n),,>1, oricare ar fi n > 2. 
Ioan Baetu, Botogani 


26949. Sa se calculeze 


, arctg (e” + arctgx) — arctg (eon + arctg(sin x)) 
xz>0 


Petru Todor, Sebes, Alba 


26950. Sa se determine functiile continue f : R — R care satisfac 
relatia f(x —y) + f(x +y) = 2f(x) + 2f(y), oricare ar fi z,y € R. 


Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin 


Clasa a XII-a 
26951. Sa se calculeze 


- kn 
li ey 
900 > (n? + k2) (n+ k)? 


Marcel Chirita, Bucuresti 


26952. 5a se determine functiile derivabile f,g : R — R care au pro- 
prietatea ca functia f + 3g este o primitiva a functiei 2f —g si functia 5f — 6g 
este o primitiva a functiei 10f + 2g. 

Petru Todor, Sebes, Alba 
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26953. Sa se calculeze 
1 


1 1 1 od q 
n—+00 9 “13°” r+2°” 
0 
Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei 


26954. Fie f : [a,b] > R o functie derivabila cu derivata continua 
b 


astfel incat / f(z)dz = f (¢ = 
a 


2 


) =(. Sa se arate ca 


b b 
/ 8 
[eax -214@) +0) 2 GA | eyes 
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita 


26955. Fie G un grup cu n elemente gi p cel mai mic divizor prim al 
lui n. S& se arate ca grupul G este abelian daca si numai daca pentru orice 
a,b € G exista k € {1,2,...,p — 1}, astfel incat ab = b*a. 

Ioan Baetu, Botosani 


te" rdax 


ra Oa 


26956. Sa se calculeze lim 
n—Cco 


sin?” rdzx 


oN 


Sfetoslav Cremarenco, Buzau 
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Au trimis solutii Ja problemele propuse urméatorii elevi: 


AIUD (ALBA) 8.9. ,,Azente Sever“ cl. VII Munteanu Filip (40). 

ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,, Al. Domsa“ cl. VII Oradsan Dragos (80), 
Pavel Denisa (80); Colegiul Tehnic ,,Apulum“ cl.V Ursa Andra (130) . 

ARAD (ARAD) Lic. ,,Adam Miller Guttenbrunn“ cl.VIII Popescu Ioana (90), 
fara mentiune de clasd: Bodri Luca (90+90); C.N. ,,.Moise Nicoara“ cl.V Am- 
brug Claudia Monica (70), Botis Ariana (80), Costea Marc (100, Cioar Ionut, (100), 
Havran Victor (90). 

BACAU (BACAU) Sig. ,Al. I. Cuza“ cl.V Pintilescu Razvan (200), Pugcasu 
Stefan (210), Saran Antonio (200), cl. VII Ungureanu Vranceanu George (330), Cio- 
banu Stefania (90). 

BAIA MARE (MARAMURES) 58.9. ,, Vasile Alecsandri“ cl.V Andercau Flo- 
rina (80), Blidar Melisa Madalina (50), Pop Roxana (80); Lic. ,,.Németh Laszlo" cl. 
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XI Gotha Giitlar (100); C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl. VII Gata Alexandra (50); C.N. 
, Vasile Lucaciu“ cl.V Avram Irina (100), Forys Crystyana (60), Margean Ariadna 
(100), Pop Paul Calin (80), Trif Andrei (120); fadrd mentiune de gscoald gi clasd: 
Blidar Alexandra Ana Maria (50). 

BARLAD (VASLUI) C.N. ,,Gh. Rosca Codreanu“ cl.VII Apostu Alexandru Mi- 
hai (120). 

BICHIGIU (BISTRITA-NASAUD) §.9. cl.V Ctiul Ica (50), Mititean Florina 
(50), cl. VII Catiu Andreea (50), Pop Victoria (50). 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 8.9. ,,Stefan cel Mare“ cl.V Chetan Iris 
(140), Dolha Raul (150), Gherasim Sorana (140), Ihut Andra (100), Palfi Maria (20), 
Serban Paula (120), cl. VI Borcani Robert Raul (50), cl. VII Bota Alexandru (60), 
Moldovan Ioana (50). 

BORSA (MARAMURES) Lic. cl.V Maris Catalin (80). 

BOTOSANI (BOTOSANI) §.g. 11 cl.V Atodiresei Matei (100), Blidar Smaran- 
dita (80), Croitor Octavian (100), Daesei Diana (70), Tudose Dominique Megan 
(100). 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl.IV Siveti Adorina 
(250), cl.V Anton Iulia Andreea (240), Boldea Patricia Maria (110), Clipa Andreia 
(130), Gherasim Marius (120), Oniga Nicoleta (150), cl. VI Albu Iosefina (130), Albu 
Oana Iulia (130), Popescu Ion (130), Stanec Timeea Maria (120); 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 cl.III Leuca Eduard (270), cl.V Bularca Ana Miruna 
(70), Muscalu Diana (60+100), Radu Paul (70), Vaida Radu (290), Nedelcu Vlad 
(70+30); $.g. 5 cl.V Andrita Alexandru (120), Chifu Daria (130), Cucu Tudor 
(120), Dragan Alexia (100), Dugaiasu Luca (180), Ficard Antoniu (1309, Gherghina 
Ioana (200), Ion Antonia (140), Jecza Alexandra (160+120), Negulescu Ioana Casan- 
dra (220), Onosa Andrei (90), Petreanu Cezar (120), Rosca Iulia (110), Suciu Mara 
(160), Suciu Teodora (120), Vladoiu Sara (90), cl. VI Boeriu Bianca Maria (70+120), 
Moldovan Oana (90); $.g. 15 cl. VI Bratu Oana (130), Ispas Vlad Traian (80), C.N. 
»Andret Saguna“ cl.V Galea Vicentiu (50), Gardan Maria Alexandra (90), Manta 
Daria (120), cl.VI Costache Tudor Andrei (100), Isaia Elena (130+160), Platano 
Cesare (170), Zilberman Maia (110), cl. VII Popa Sandra (100+100), cl.X Strambu 
Alexandru (110); C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil“ cl.V Andone Alexandru 
(160), Catrina Sorana (150), Catrina Mirela (150), Comaniciu Cristina (320), Pin- 
tiliciuc Ana Maria (150+150), Trusca Dari (150), cl. VII Ion Robert (240), C.N. ,,Dr. 
Ioan Mesota“ cl.[X Bors Andrei (80). 

BRAILA (BRAILA) $.9. ,,Fdnug Neagu“ cl.VII Olaru Gabriel (120); S.9. _,,Sf. 
Maria“ cl. IV Carjan Ana Teodora (100); C.N. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.V Diaconescu 
Luana Alexandra (250), Drogeanu Daria (50), Macineanu Maria Irina (90), cl. VI 
Anghel Andreea Maria (110+60), Ason Ana Maria (230), Buruiana Albert Mihai 
(60), Cioroiu Ioana (90), Ciurea Bogdan (210), Cristache Ionut Gabriel (140), Done 
Mihnea (130), Donescu Irina (190), Draghici David (70+90), Enache Radu (130), 
Gligore Andreea Irina (90), Giurcé Maria (110), Iliescu Maria (70), Mitache Alexan- 
dru (110), Naidin Teodora (40), Negrigsan Argaluis (100+110), Paraschiv Teodora 
(420), Petcu Alexia Octavia (130), Potecd Rares Stefan (70), Roadevin Stefan (120), 
Sasu Elena (110+110), Sofrone Mihnea Andrei (210), Surdu Cristian (120), Turcu 
Stefan (130), Varlan Andrei (280), Zeles Miruna (120), cl.VII Antoche Andreea 
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Maria (60), Banita Elena (40), Balan Mircea (50), Beiliciu Vlad (40), Beceru Bri- 
ana (110), Decu Tudor (90), Lipan Lavinia (30), Lupsa Sabina Florina (100), Marin 
Anda Irina (100), Neagu Andrei (60), Negulescu Luigi (60), Preda Corina (110), 
Priceputu Cristina (120), Susan Sabina Ioana (130), Stefan Andreea (50), Vasilescu 
Gabriel (70), Vicol Theodora (60), fard mentiune de clasd: Burlacel George (160), 
Staicu Dan (130); C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ cl.VII Jianu Andreea Alexandra (90), 
Munteanu Alexandru (100), Oncioiu Carmen (100), Popescu Teodora (60), cl.IX 
Danaila Larisa Andreea (110), Neagu Daniela (140), cl.XII Cazan Cristian Claudiu 
(140). 

BUCURESTI $.g. 56 cl.VI Mihai Andrei Cristian (80+180), Pargaru Radu An- 
drei (80), Prigoreanu Andreea (40), Vintilé Maria Theodora (90);9.g. 67 cl.V Mi- 
hai Ana Maria (110), cl.VI Despa Alexandra Adina (90+90), Matei Mihaela (90), 
Radoi Raisa (60), Sarbu Andreea Daniela (50+30); $.g. 70 ,,Cezar Boliac“ cl.VI 
Trusca Bianca Ana (90); $.g. 78 cl.V Craciun George Claudiu (40); $.g. 79 cl.V 
Gheorghe Maria Teodora (60);$.g. 97 cl.V Ghizdaru Irina Andreea (100), Sandu 
Theodor Pavel (160+260+220+190); $.g. 111 ,,G. Bacovia“ cl.IV Ghinescu An- 
dreea Teodora (130+90); $.g. 112 Titan cl.V Neagu Adrian (70); $.g. 190 cl.V Mitu 
Matei (70); $.g. ,,Grigore Ghica Voievod“ cl. VI Mardale Alexandra (80), cl. VII Sera 
Mihaela (80); 9.9. ,,J. H. Radulescu“ cl.IV Constantinescu Eliza (120); $.g. Metro- 
politana Arc cl.IV Duma Ioana Matei (60), Ilioiu Andrei (80), Roata Palade (70), 
cl.V Aghergheloaie Flavia (50), Avram Oana (50), Mihaela Claudia Ioana (130), 
Socol Radu (50); $.g. ,,Pia Brdtianu“ cl. VI Mamlet Cetin (80); $.g. ,,Spectrum “ 
cl.IV Paunescu Iris Teodora (260); Colegiul Economic ,,Lauder-Reut“ cl.IX Cojo- 
caru Diana (50), Toader Alice Maria (60); Lic. International de Informatica cl.V 
Parfeni Andrei (530); Lic. ,,Marin Preda“ cl.IV Banches Karina (100), Kovaci An- 
dreea (100), Neacsu Kara Maria Ingrid (100), Stefan Cristian (250); Lic. ,, Nicolae 
Iorga“ cl. VI Dumitru Toader Maria Emanuela (140), Petre Andreea Paula Geor- 
giana (140); Lic. ,,Stefan Odobleja“ cl.V Chiriac Marius (110), Stelea Andrei (140), 
Tianu Georgiana (50); Lic. teoretic national fard mentiune de clasd: Carutasu Alex 
(100); C.N. ,, Elena Cuza“ cl.IV Frolu Luca Mihail (90); C.N. ,, Gheorghe Lazar“ cl. VI 
Alexandrescu Sofia Maria (60), Vlad Diana Ioana (50); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.IX 
Mancilé Doru Bogdan (100); C.N. ,,Spiru Haret“ cl.V Nita Diana (110); C.N. de 
Informatica ,, Tudor Vianu“ cl.[X Georgescu Diana (50). 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Decebal“ cl. VI Coman Catalin 
(70), Sulea Dragos (120), Sulea Serban (120); Lic. ,, Traian Doda“ cl.V1 Dogaru 
Raul (110). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) 9.9. 3 ,,Bogdan Vodé“ cl.V 
Gemanaru Lorena (80), Mioreanu Cosmin (50), Moisa Elena (100), Predean Daria 
(70), cl. VI Holut& Maria (50), Ostafi Andrei Narcis (50), Oblesniuc Stefania (60), 
Obesniuc Teodora (50), Tatar George (60). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,,Nanu Muscel“ fird mentiune de 
clasé: Ungureanu Monica (180+290); Lic. Sportiv cl.VII Tanase Costinela (100); 
C.N. ,,Dinicu Golescu“ fdérd mentiune de clasd: Stancescu Iulia Bianca (130). 
CALARASI (CALARASI) S.g. ,,Carol I“ cl.V Pan& Samuel (150), fardé menti- 
une de clasd: Gogolog Alexandra (60). 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ cl.V Sziics Francisc (190). 
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CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Nicolae Balcescu“ cl.TV Pacurar Irina (50), Lic. 
, Onisifor Ghibu“ cl. VII Vladeanu Tudor (150). 

CONSTANTA (CONSTANTA) Lic. ,, Ovidius “cl.V Beghim Genghiz (200+90); 
C.N. Pedagogic ,,Constantin Bratescu“ cl.V Balagiu Darian (110); C.N. ,,Mircea cel 
Batraén“ cl.V Anton Daria (250), Carp Alexandru (370), Mateiciuc Mihai (80), cl. VI 
Hristu Stelian (90), Ibadula Ella Nelin (60), cl. VII Caraghiorghe Elena (150), Du- 
mitru Andreea Bianca (90), Enache Maria (70), Orac Alexandru (120), cl. VHI Bog- 
dan Samira (100), Luntraru Diana (100), Sandu Tina Alina (120), Stanciu Adrian 
(100), Trandafir Alexandra (100), cl.XI Calafus Sanziana (80), Dobrica Vlad (90), 
Grecu Silvia (80), Harescu Andreea (80), Lazar Miruna (100), Tifrea Miruna (60); 
CRAIOVA (DOLJ) §$.g. 2 cl.VI Anghel Anca Elena (180), Vladu Denis Ma- 
rius (280); $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ cl. VI Moisa Radu (60); $.g. ,,Sf. Dumitru“ 
fard mentiune de clasa: Miculescu Rares Dumitru (70); Lic. ,,Henri Coanda“ cl.V 
Capruciu Alexandru Mihai (60+70), Dorobantu Andrei Ovidiu (80+50), Tone An- 
drada (60) Negoeasa Maria Adelina (70), Varzaru Bianca (80), Voicu Alexia Maria 
(60); C.N. ,,Carol I“ cl. VI Bogdan Adrian Gabriel (140); C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl.X 
Buse Dragomir (110), Ciulicad Cristian (150). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Procopie Urban Anda (470), cl.VI 
Popovici Andreea (140), Stanescu Alexia Carla (90), cl.X Patea Octavian (40). 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. 3 cl.[V Puiu Gabriela 
Mara 100), Puiu Mihaela Maria (100);$.g. 5 cl.V Brosteanu Anda (80), Eruceanu 
Ana Maria (809, Eruceanu Lavinia (90), Zaharia Toni Cristian (80), cl. VII Neagu 
Ramona Felicia (80), Savu Teodora Florina (80), Stoianovici Bianca Mihaela (80); 
S.g. 11 cl.V Danoiu Violeta (170), Busoiu Daniela (80); $.g. ,, Alice Voinescu“ cl. VI 
Parvuceanu Alexandru (60), C.N. Pedagogic ,,Stefan Odobleja“ cl.V Badet Bianca 
(1000), Carstea Rania (80), Chirita Alessandra (130), Dichis George (80), Filip 
Vladimir (70), Stefanescu Paul (80), C.N. ,, Traian“ cl.V Vasile Daniel (220+290). 
FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ cl.X Balau Alexandra Aida (50). 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ cl.VI Ivan Bianca (60), cl.VII 
Clinciu Valentin (140), Gheorghe Luminita (60), Gheorghe Maria (60), Gornea Bog- 
dan (80), Ovreiu Auras Danut, (290), Sdceleanu Andrei (250). 

GIURGIU (GIURGIU) $.g. 7 cl.V Botgros Costache Ionela (130), Soare Theo- 
dora (110); $.g. ,,Academician Marin Voiculescu“ cl.V Stancu Andreea Nicoleta 
(120). 

GHILAD (TIMIS) $.g. cl. VII Isfan Alexandru (120). 

HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ cl.VII Mustat& Robert (60). 

IASI (IASI) §$.9. ,.B.P. Hagdeu“ cl.IV Baghiu Bianca Stefana (70), Butnaru An- 
dreea (70), Ciuciudau Denisa (70), Doaga Stefan (100), Donia Andrei (90), Dorneanu 
Andreea (70+10), Dragu Rares (70), Gradinaru Tudor (70), Iancu Tudor (70), Iftode 
Codrin (70), Negrea Delia (70), Petcu Gabriela (70), Popa Alexandra (80), Sofian 
Delia (100), cl. V Duceac Ioana Cristina (50), Enadchescu Oana Andreea (70), Prodan 
Petru (120); $.g. ,, Al. Viahuga“ cl. VI Blejuta Eduard Florin (110), Hriscu Alexandru 
Gabriel (110); $.g. ,,G. Calinescu“ cl.VI Balan Alexandru (110), Lica Tudor (1100); 
9.9. NN. Iorga“ cl.ITI Maciuc Mihai (480); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl. VII Acujboaei 
Cezar (240), Florea Bianca (100), cl.X Tuluc Alexandra (150); C.N. ,,Costache Ne- 
gruzzt“ cl.IV Toarbé Razvan Andrei (360+380), cl.V Bosianu Maria Bianca (50), 
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Satcau Ivona Elena (30), cl. VI Bejenariu Costina (90), Luca Alexandra (60), cl. VII 
Blajut Cristin Marian (160);C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Serban Emanuel (200); 
Colegiul National cl.VI Aflori Irina (80), Chiorescu Alexandru (210), Porcescu Ionut 
(260), cl. VII Maciuc Ana Maria (240). 

ISLAZ (TELEORMAN) 8§.g. 1 fara mentiune de clasd: Saliani Matteo (100). 
LESILE (DOLJ) §.g. cl.V Buzea Octavian (70), Dascalu Catalina (100), Herisanu 
Dragos (80), Soceanu Stefania (80). 

LUDUS (MURES) $§.9. ,,J. Vlddutiu“ cl. VI Astalugs Adrian (160). 

LUGOJ (TIMISOARA) §$.g. 4 cl. VII Ciama Robert (140). 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl.VII Barbu Bianca Elena (160), 
Danila Teodora (200), Despan Mihaela (120), Filip Andreea (100), Mosor Teodora 
(190), Posea Cristina (80), Stancu Viziri Irina (170), Toc& Vlad (1220), cl. VIII 
Burlacu Diana Valentina (120), Cepolschi Ioana Teodora (130), Ciurcé Eliza Geor- 
giana (130). 

MOROIENI (DAMBOVITA) 9.9. ,,Jon Ciordnescu“ cl.IV Ragnoveanu Ecate- 
rina (100). 

MOVILITA (IALOMITA) S.g. Movilita cl.V Banica Ionela (90), Georgescu 
Adriana Tania (110). 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,, Duiliu Zamfirescu“ cl.TI Giurgea Petru Andrei 
(60), cl.V Onofrei Adelina Gabriela (80), Sudureac Razvan (90), cl.VI Braulung 
Monica (150), Dita Georgiana (140), Mihalache Tudorita (150), Nan Ionela (150), 
Pepene Victor (140), Savanopol Andreea Elena (150), Vulcan Ana Maria (150), 
cl. VII Durtan Mirel (90), Ene Crina (110), Nan Valentin (70), Onica Ilona (100), 
Palade Alina (80), cl. VIII Boboc Madalina (100), Buhoard Loredana (120), Ionescu 
George (50). 

ORASTIE (HUNEDOARA) 8§.g. ,,D. Stanca“ cl.V Hategan Diana (110); Lic. 
»V. Olahus“ cl.XI Albu Alin (140). 

PANTELIMON (ILFOV) $.g. ,,Al I. Cuza“ cl.V Minca Ana (50). 

PASCANIT (1ASI) C.N. ,,Mihail Sadoveanu“ cl.VI Craciun Stefania Maria (120). 
PETRILA (HUNEDOARA) 8.9. 6 ,,J.D. Saérbu“ cl. VI Condurat Denisa (70). 
PITESTI (ARCES) C.N. ,,Zinca Golescu“ cl. VI Dragomir Delia (50), cl. VII Co- 
tolan Mihai (40). 

PLOIESTI (PRAHOVA) §.g. ,,Sf. Vasile“ cl.V Ionescu Andrei (80), cl. VI Zavoiu 
Andreea (90); C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ cl.IV Alexandru Daria (210), Andronache 
Madalina (210), Andronic Arthur Mihai (210), Barac Maria (210), Barbu Alessia 
Gabriela (210), Badoiu Robert (210), Botea Marin (210), Cadar Elena (210), Carnici 
David (210), Ditiu Cezar (210), Doroftei Andra Vanessa (210), Dragomir Mihai 
(210), Gavril Alessia (210), Ghiculescu (210), Ionescu Petra Alexandra (210), Mihal- 
cea Maria Alexandra (210), Miritaé Ioana Raluca (210), Miroiu Andrei Claudiu (210), 
Nicolescu Alexandru (210), Nicolescu Ioan Teodor (210), Onut Andrei (220), Petcu 
Eduard (210), Petrescu Mihnea (210), Popa Ana Maria (210), Popa Andrei (210), 
Preda Gabriel (210), Radu Stefan Alexandru (210), Stanciu Diana (210), Suvaiala 
Andreea (220), Timofte Andrei (210),Vintila Diana Andreea (210), Vlasceanu An- 
drei (210). 

RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 6 cl.V Aliman Catalin (50), Cogerea Ionut 
(50), Mesca Miruna (50), Rus Iulia (80); $.g. ,, Vasile Cristoforeanu“ cl.V Sava Elena 
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(60), Serban Tudor (190), cl. VIII Vasilache Violeta (90); C.N. ,, Alexandru Vlahuta “ 
cl. VI Lazarescu Vlad (80), Tatan Miruna Maria (300). 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) 9.9. ,, Take Ionescu“ cl.VI Hodoroaga An- 
drei (140), cl. VII Dumitrescu Dan (280), C.N. ,,Al. Lahovari“ cl. VI Capp Horia. 
REGHIN (MURES) 8.9. ,,Alezandru Ceugianu“ cl.VI Ivonag Iulia (190); $.g. 
»Augustin Maior“ cl.VI Oprea Florin (130). 

RESITA (CARAS SEVERIN) 9.9. 2 cl.IV Floarea Ioana (290), cl.V Boloca 
Madalina (300), Dumitru Maria (290+270), Fara Eduard Petru (280+270), Jula 
Diandra (280+240), Terfaloagéa Mario (300+290), Tica Eillger Andra Beatruce 
(140+80). 

ROMULI (BISTRITA-NASAUD) §.9. cl.V Bulz Raluca (100), Ivan Alexandru 
(100), Moldovan Vasile (100), Monita Ana Maria (100+100), Rus George (100), cl. VI 
Timoce Diana (120), Scuturici Claudia (100). 

SALVA (BISTRITA-NASAUD) 8.9. ,, Tiberiu Morariu“ cl.IV Ceuca Anchidim 
(80), Fetti Sofia (110), Hirsman David (60), Iacob Florea (100), Linul Cristian (130), 
Oprea Ramona (140). 

SIBIU (SIBIU) C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.V Greavu Daniela (120), cl. VII Fleseriu 
Ruxandra (210), Roberts Emma (30); C.N. ,,Samuel van Brukenthal“ cl. VIII Stancu 
Hanna (240). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) Lic. Pedagogic ,,Regele Ferdi- 
nand“ cl.V Bogdanovici Andreea (110), Ilieg Bianca (110), Mich Gabriela (70+60), 
Ulici Denisa (50). 

SIMERIA (HUNEDOARA) Colegiul Tehnic de Transport Feroviar ,,Anghel Sa- 
ligny“ cl. VII Raducu Vlad Rares (70). 

SLATINA (OLT) 9.9. ,,Eugen Ionescu“ cl.VII Barbu Simina (90); C.N. ,,Jon 
Minulescu“ cl.IV Nicolae Gabriela. 

SLOBOZIA (IALOMITA) 9.9. 3 fara mentiune de clasd: Barzoi Bianca (70). 
SMARDAN BRADEANU (BUZAU) $.9. cl.VI Florea Madalina (80), Serban 
Larisa (80). 

STANISESTI (BACAU) §.g. Balotesti cl.IV Andriescu Andrei (300). 
TARGU MURES (MURES) 8.9. ,,Dacia“ cl.VI Brustur Otilia (70); $.g. ,,Dr. 
Bernddy Gyorgy“ cl. VIII Zahan Mara (100); C.N. ,, Unirea“ cl. VIII Hilbert Dennis 
(140); fara mentiune de clasd: Nemeg Magda (160). 

TARGU FRUMOS (IASI) Lic. ,,Jon Neculce“ cl.V Enea Victor Robert (20). 
TIMISOARA (TIMIS) §.g. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (230), Jula Alex Rares 
(150), Pert Radu Craciun (230), Mosteanu Alexa (110); Lic. ,,Grigore Moisil“ cl. VII 
Paulescu Ioana (100). 

TULCEA (TULCEA) Colegiul Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl.VI Pisicé Andrei (70). 
URZICENI (IALOMITA) $.9. 2 ,J. H. Radulescu“ cl.VI Ispir Oana Raluca 
(80), cl. VII Radu Mihaela (80). 

VASLUI (VASLUI) §.g._ ,,Dimitrie Cantemir“ Mircea Stefan, cl. VII Stroiescu 
Paula Maria (60+60). 

ZIMNICEA (TELEORMAN) §.g. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (280), Tancu 
Mihaela Isabelle (240). 
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Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasé de urmatorii profesori: 


AIUD (ALBA) 98.9. ,,Azente Sever“ Balc Filip. 

ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,,Al. Domga“ Toth Mariana; Colegiul 
Tehnic ,,Apulum“ Urcan Mihaela. 

ARAD (ARAD) Lic. ,,Adam Miiller Guttenbrunn“ Stoica Mircea Mario; C.N. 
» Moise Nicoara“ Moraru Augustin, Potocean Octavia. 

BACAU (BACAU) 8.9. .,,Al. I. Cuza“ Blajut Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,V. Alecsandri“ Erdei Mariana, Salajan 
Raluca; Lic. ,,.Németh Ldszlé, Longaver Ludovic; C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Musuroia 
Nicolae; C.N. ,, Vasile Lucaciu“ Boroica Gabriela, Sabau Stefan. 

BARLAD (VASLUI) C.N. ,,Ghe. Rosca Codreanu“ Mihalache Dumitru. 
BICHIGIU (BISTRITA-NASAUD) §.g. Calini Liviu. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 9.9. ,,Stefan cel Mare“ Baciu Monica, 
Morar Horatiu,. 

BOTOSANI (BOTOSANI) 9.g. 11 Tudose Geanina. 

BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Bacila Marius, Rancu 
Pavel. 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 Bocu Dorina, Ciocarlan Ioana, Radu Laura, Sintea 
Mihaela; $.g. 5 Minea Delia; $.g. 15 Cocalea Rodica; C.N. ,, Andrei Saguna“ Canu 
Marinela, Ciupala Gabriel; C.N. de Informatica ,,Grigore Moisil“ Olteanu Mariana; 
C.N. ,,Dr. Ioan Mesota“ Satala Ciprian. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,Fanug Neagu“ Paun Victor; $.g. ,,Sf. Maria“ Sociu 
Tereza; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel, Danilescu Gabriel, 
C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ Giurca Mihaela, Negulescu Dan. 

BUCURESTI 98.9. 56 Buzea Maria, Radu Dana; $.g. 67 Palici Aurelia, Nicolescu 
Cristina; $.g. 70 ,,Cezar Boliac“ Oprisescu Liviu; $.g. 78 Palici Aurelia; $.9. 79 
Chites Daniela; $.g. 97 Moldovan Laurentiu, Olteanu Cristian; §.g. 111 ,,G. Ba- 
covia“ Iancu Maria; $.g. 112 Titan Timofte Ciprian; $.g. 190 Vlad Gabriela; §.g 
199 ,,Al. I. Cuza“ Cretu Cristina; $.g. ,,Grigorie Ghica Voievod“ Badea Ovidiu; 
S.g. ,,J.H. Radulescu“ Bonca Mihaela; $.g. ,, Metropolitana Arc“ Eftenie Adina; 9.9. 
,Pia Bratianu“ Tanase Rodica; $.g. ,,Spectrum“ Bartos Alina; Colegiul Economic 
, Lauder-Reut“ Revencu Ileana; Lic International de Informatica Nicolae Elena; Lic. 
, Marin Preda“ Baciu Florina, Nicula Mihaela; Lic. ,, Nicolae Iorga“ Chiase Manuela; 
Lic. ,,Stefan Odobleja“ Dumitru Camelia; Lic. teoretic national Vladutu L[ulian; 
C.N. ,,Elena Cuza“ Georgescu Mirela; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Simion Petre; C.N. 
de Informatica ,, Tudor Vianu“ Chites Costel. 

CARANSEBES (CARAS SEVERIN) Lic. _,,Decebal“ Coraci Carina; Lic. 
» Lraian Doda“ Dragomir Delia. 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) $.9. 3 ,,Bogdan Vodé“ Magurean 
Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,,Nanu Muscel“ Flancu Mariana; 
Lic. Sportiv Popescu Ionela. 

CALARASI (CALARASI) $.g. ,,Carol I“ Furtuna Sorin. 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alerandru Mocioni“ Neghina Ion. 
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CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Nicolae Balcescu“ Petean Ana; Lic. ,,Onisifor 
Ghibu“ Tivadar Monica. 

CONSTANTA (CONSTANTA) C.N. Pedagogic ,,Constantin Bratescu“ Cava- 
chi Nicolae; C.N. ,,Mircea cel Batran“ Constantinescu Gabriela, Contanu Mihai, 
Frecus Viorica, Gache Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 2 Pometescu Valerica; $.g. 24 ,,Sf.Gheorghe“ Patragcu 
Mariana; §.g. ,,Sf. Dumitru“ Seinu Cristina; Lic. ,, Henri Coanda“ Chiosa Sabina; 
C.N. ,,Carol I“ Basarab Constantin; C.N. ,,Fratii Buzesti“ Popa Marin. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Dorin, Lint Maranda. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. 3 Vasile Florica; $.g. 
5 Pita Rada Marica; $.g. 11 Saceanu Victor; $.g. ,,Alice Voinescu“ Coada Car- 
men; C.N. Pedagogic ,,Stefan Odobleja“ Bondoc Gabriela; C.N. ,, Traian“ Bondoc 
Gabriela. 

FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ Neag Ioan. 

FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,, Aurel Viaicu“ Halmagiu Nicolae, Nicolescu Ion. 
GIURGIU (GIURGIU) $.9. 7 Dinca Gabriela; 9.9. ,,Acad. Marin Voiculescu“ 
Gogoasa lulian. 

GHILAD (TIMIS) $.g. Neghina Ion. 

HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ Neicu Aurel. 
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Abstract. This article presents an extension of the Butterfly Theorem 
and some of its applications. 
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1. MAIN RESULTS 


The Butterfly Theorem. Let P be the intersection of the diagonals 
of a quadrilateral ABCD inscribed in circle C of center O. A line d through 
P meets cicle C at points X and Y. LetdNQ AD = {M} anddN BC = {N}. 
If PX = PY, then PM = PN. 


Ke, 
[0 Ne 


Proof. Points A, B, C, D, X, Y are concyclic, therefore the pencils 


A,(XCDY) and B,(XCDY) have the same cross-ratio. Intersecting these 
Mx YX NP XP 


two pencils ed line d, we obtain that MP YP an WY > XY" Since 
PY = PX, this yields succesively 
Bee ete, ee ve, MX = NY, PM = PN. CL] 


MP NP’ PX PY 
We will extend this theorem to a more general configuration. 


1)Bleva, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu“, Bucuresti 
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Let’s notice that we can equate the condition from the problem’s hy- 
pothesis to a more interesting one: ,PX = PY = OP1d“. Thus, the new 
condition no longer requires that point P lies in the interior of circle C. This 
leads us to the following result, 

Extended Butterfly Theorem (EBT). Let C be a circle of center O 
and P be a point in its plane, so that P ¢ C. Two lines through P meet the 
circle at points A, C and B, D, respectively. Let d be a line that contains 
point P and is perpendicular to PO. Let {M} = dN AD and {N} =dnN BC. 
Then PM = PN. 


Proof. Let {R} = ABNCD, {Q} = BCN AD, {T} = QRN AC, 
{S} = QRNBD. Since QR is the polar line of point P, QR is perpendicular to 
PO. Thus, QR||MN. We now obtain that ADQS ~ ADMP and ACTQ ~ 
. QS _ TQ CT ; _ 
, ACPN therefore, MP = pp 4 py = Gp Showing that MP = PN 
is now equivalent to proving that 


QS-DP TQ-CP . QS_ DS CP 


DS OT © QT DP CT ) 
Since (T, Q,S, R) is a harmonic division, 
QS RS 
pa Aes 2 
QT RT (2) 


We will now apply Menelaus’ Theorem in the triangle PT'S, using the 
transversal line A — B — R; 


BP AT RS RS BS PA 


BS PA RT’ RT BP AT (3) 
Given the relations (1), (2) and (3), it suffices to prove that 
BS PA DS CP 
BP AT DP CT’ 
This follows from the fact that (P,A,T,C) and (P,B,S,D) are har- 
monic divisions, meaning that 
AP CP SB DS 
AT = OF and BP DP’ 
Here is a simple, yet very beautiful application of the previous result. 


O 
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Application. Consider the degenerated quadrilateral AB AC inscribed 
in circle C of center O. 

Let {X} = AAN BC. (AA represents the tangent line to C, taken 
at point A.) Let d be a line that passes through X and is perpendicular 
to OX. Using EBT, it follows that XY = YZ, where {Y} = dN AC and 


{Z} =dN AB. 
Y mn 


V 


This fact is embodied by the following problem. 

Problem. The tangent line at point A to the circumcircle of triangle 
ABC intersects BC at point X. d is a line that passes through X and is 
perpendicular XO. Prove that point X is the midpoint of line segment Y Z. 

(Argentina, 2003) 

We will further present some olympiad problems that can be solved 

using EBT. 


2. APPLICATIONS 


1. Let ABC be an acute-angled, isosceles triangle (CA = C'B) and let 

D be the midpoint of base AB. E is an arbitrary point on line AB and O 

is the circumcenter of triangle ACE. Show that the parallel to AC through 

B, the perpendicular onto BC at E and the perpendicular onto OD at D are 
concurrent. 

(Bulgaria, 2000) 


Proof. Let M be the second intersection of CD and the circumcircle of 
triangle ACE. Let {F} = MENBC. Since ACEM is a cyclic quadrilateral, 
JCME = «<CAB. But «CAB = «CBA, so «CME = <CBA, which 
means that points F’, B, M and D are concyclic. 

Consequently, m(x<BFM) = m(XMDB) = 90°. We obtained that 
MELBC. Let T be the intersection between ME and the perpendicular 
from D onto OD. Let {S} = DTM AC. Since DOLDT, by applying EBT 
in quadrilateral ACEM it follows that DS = DT. Using this relation and 


380 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE 


the fact that DA = DB, we find that ASBT is a parallelogram and, thus, 
BT||AC. Hence, the three lines in the problem meet at point T. 


2. Let F be the projection of point C on side AB of the triangle ABC, 
with AC > BC. Let P, O, H be the reflection of A over F, the circumcen- 
ter of triangle ABC and the orthocenter, respectively. Lines HP and BC 
intersect at point X. Prove that OF LFX. 

(BMO, 2008) 


Proof. Let C’ be the reflection of H into F. A well-known result says 
that C’ lies on the circumcircle of AABC. Since FH = FC’ and FA = FP, 
we obtain that HPC’A is a parallelogram. Let {Y} = FX AC’. Then 
FX = FY and, applying the reciprocal of EBT in quadrilateral AC BC’, it 
results that OF LF'X, q.e.d. 


3. Let ABC be an acute-angled triangle with BC > CA. Let O, H 
and F be the circumcenter, orthocenter and the foot of its altitude CH, re- 
spectively. The perpendicular onto OF at F meets the side CA at point P. 
Prove that <FHP = xBAC. 

(Turkey, TST) 


Proof. Let the perpendicular onto OF at F meet the circle again at 
points Q and R, respectively. Let CH meet the circle again at H’, which 
is the reflection of H over AB. Now, let P’ be the intersection point of 
H'B and QR. F is the midpoint of QR so, using EBT, it results that 
FP = FP’. The triangles FHP and FH'P’ are therefore congruent. Hence, 
<FH'P’ = x~A= <FHP. 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


TEOREME SI PROBLEME DE MEDIE IN CALCULUL 
INTEGRAL 


MANUELA PRAJEA) si MARIUS MAINEA2?) 


In lectia ce urmeaza ne propunem sa abordam cateva probleme de medie 
date in decursul ultimilor ani la unele etape finale ale Olimpiadei Nationale 
de Matematica, urmarind conexiunile dintre acestea, diferite solutii pornind 
de la o anumita problema sau teorema de medie ,,generatoare”. Lectia este 
utila elevilor de liceu care se pregatesc pentru olimpiada, profesorilor acestora 
si tuturor celor care sunt pasionati de matematica in general si de analiza 
matematica in special. 


Problema 1. Fie f : [a,b] 3 R o functie continud. 
a) Daca marginile functiei sunt atinse in interiorul intervalului, atunci 
exista € € (a,b) astfel incat 


E 
/ fae = f(E(E — a). 


b) Daca f(a) = f(b), proprietatea rdmdne adevarata chiar dacd se re- 
nunta la ipoteza restrictiva de la a). 

Dan Radu, O.N.M. 1973 

Prima solutie. a) Fie 21, x2 € (a,b) astfel ca f({a, 6]) = [f (x1), f(xe)] si 


f(a SR. o(z)= / f(t)dt = (« — a) f(6z), Ox € fa, 2). 


Deoarece f(8z) 2 f(x1) rezulta —“——— 2 = — f(t1) 2 0. Analog ——~— ae 


—f(z2) < 0. Cum functia h : (a,b) > : as = He) _ 5 — f(x) este continua 


rezulta ca exista €, min(z1,22) < € < max(2), 22), astfel ca h(€) = 0, adicad 


E 
/ f(\dx = f(O(E —a). 


b) Daca f(a) = f(b) avem cazurile: 

(a) f este constanta. Proprietatea este adevarata pentru orice € € (a, b). 

(G) Extremele sunt atinse in interiorul lui [a,b]. Problema se reduce la 
cazul precedent. 


1) Prof. dr., Colegiul National ,, Traian“, Drobeta Turnu Severin 
2) Profesor, Colegiul National ,,Vladimir Streinu”, G&desti 
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(7) Unul din extreme — de exemplu, minimul — se realizeaz& in a si 
b, iar f nu este constanta. Fie x; un punct in ah se realizeaza maximul. 


Atunci h(z1) = — sri) — f(z) < 0 si, deoarece | res > (b — a)f(b), 


h(b) = a) — f(b) = f(O,) — f(b) > 0, deci exista £, 71 < € < bcu A(€) = 


A doua demonstratie. Aplicam Teorema lui Flett: Dacd f : [a,b] +R 
este o functie derivabild cu f'(a) = f'(b), atunci existd 0 € (a,b) astfel incat 


f(9)—fla) _ ,, 
ee = f'(0). 


Intr-adevar, daca F : [a,b] > R, F(x) = / f (t)dt, atunci F’(a) = F’(b) 


aa a — f(é). 
am 


si din teorema lui Flett exista € € (a, b) astfel incat 


g 
De aici [ t@ae = f(E)(€ —a). O 


a 
Particularizand intervalul [a, b] cu [0,1] obtinem 
Problema 2. Fie f : [0,1] > R o functie continua cu proprietatea cd 
Cc 


f(0) = f(1). Demonstrati ca exista c € (0,1) astfel incat / f(x)dzx = cf (c). 


0 
Cezar Lupu si Tudorel Lupu, O.N.M. 2005 
O aplicatie a acestei probleme este si 


Problema 3. Fie f : [0,1] > R o functie continud cu proprietatea ca 
Cc 


| f(x)dz = 0. Demonstrati cd existd c € (0,1) astfel incat | xf(x)dx = 
Cezar Lupu si Tudorel en O.N.M. 2006 
Solutie. Fie F : [0,1] > R, F(x) = [a (t)dt. Atunci F'(0) = F(1), deci, 
J : 


6 
din problema 2, exista c € (0,1) astfel incat / F(x)dxz = cF(c). Rezulta 
0 


cF(c) = [cr eyac = few + xf(x)|dz = [ eteyac + [ eftone 
0 0 0 0 


De aici rezulta imediat concluzia. 


M. PRAJEA, M. MAINEA, TEOREME SI PROBLEME DE MEDIE 383 


In continuare prezentim cAteva probleme cu enunturi apropiate de cele 
de mai sus. 
Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca 


| f(x)dx = 0. Demonstrati cd exista c € (0,1) astfel incat / f(x)dx = fic). 
2a Lupu, G. M.-B nr. 6/1992 


Solutie. Functia g : [0,1] > R, g(x) =e"* / f (t)dt este functie Rolle gi 


0 
g(0) = g(1), deci exist c € (0,1) astfel incat g/(c) = 0. Inseamnd, c& 


f(c)eS — e° / f(x)dx 
0 
e2z =0 
si de aici concluzia. 
Problema 5. Fie f : [0,1] ~ R o functie continud cu proprietatea cd 
1 


1 
/ f(x)dx = / xf (x)dz. Demonstrati cd existad c € (0,1) astfel tncat 
0 0 


Cc 


/ xf(x)dx = 0. 
0 
Cezar Lupu 


[ srcey = 
0 


Prima solutte. Integrand prin parti, 


1 x 1 - : 
| (fre) dx =| (- [10 deme | sb - 
= [ sae - [ 24(2)¢2 = 
0 


0 


Din teorema de medie rezulta ca exista de (0,1) aga incat / f(x)dx = 0. 


Cu schimbarea de variabila x — dx obtinem / f(dx)dz = 0 si, aplicand 


problema 3, exista c € (0,1) astfel incat / af (dx)dx = 0. In fine, utilizind 
0 
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din nou o schimbare de variabila obtinem / yf (y)dy = 0 si, cum cd € (0,1), 
solutia este incheiata. 


A doua solutie. La fel ca la prima solutie, / f(x)dx = 0 si, aplicand 


zy 
teorema lui Flett pe (0, d] functiei g(x) = / ( ; f on dy obtinem ca exista 
0 


0 
c € (0,d) astfel incat 


f(t)dt | dy —0 ; 
| | o\o____/ ___ “j f (tat. 


Integrand prin parti, 


C | f(t)dt — | tf(t)dt =c | f(t)dt. 


Rezulta / xf (x)dx = 0, c.c.t.d. 
0 


Cu aceste ultime doua probleme rezulta usor si 
Problema 6. Fie f : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca 


1 
Je —1)f(x)dz =0. Aratafi ca: 
0 


a) Functia H : {0,1] > R, 


1 H 5 H by 
— — 1 0,1 
He) ~ | tf(eae [ soar, dacé x € (0,1] 
0 0 
0, daca x=0 
indeplineste conditiile teoremei lui Rolle pe intervalul (0, 1]. 
b) Existd un punct a € (0,1) astfel incdt / f(x)dx = af (a). 


Cezar Lupu, O.J.M. 2009 
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Solutie. b) Aplicim problema 5 si obtinem un punct c € (0,1) astfel 
Cc 
incat / x f(x)dxz = 0 gsi apoi cu problema 4, cu zf(z) in loc de f(z) obtinem 


0 
concluzia. 


Problema 7. Fie f : [0,1] + R o functie continud cu proprietatea cd 
1 


1 
/ f(x)dz = / xzf(x)dz. Demonstrati cd existd c € (0,1) astfel incat 
0 0 


f(c) = [ teejax 
0 


Cezar Lupu, O.J.M. 2008 
zr 


Solutie. Observam ca, daca F': [0,1] — R, F(z) = / f(t)dt atunci 
0 


[ Fea = [era = £F(z) -- [steve = 0. 
0 0 0 


d 
Cu teorema de medie, exista d € (0,1) astfel incat / f(x)dx = 0. In 
0 


final, aplicand teorema lui Rolle functiei g : [0,d] + R,g(x) = e* / f (t)dt 
0 


obtinem concluzia dorita. 
Problema 8. Fie f : [0,1] > R o functie continud cu proprietatea cd 
existd Zo € (0, 1] astfel incdt f(x9) = 0. Atunci existd € € (0,1) astfel incat 


gE 
(= / f(a)de. 
0 


Solufie. Fie g : [0,1] ~ R, g(x) = f(z) - [ seat = f(x) — F(z). 
0 


Presupunem prin absurd c& g(x) > 0 pentru orice z din (0,1). Rezulta 
g(xo0) = —F (xo) < 0. Fie h: [0,1] > R, A(x) = e-*F (zx), care este functie 
Rolle gi careia fi aplicim teorema lui Lagrange pe [0, x9]. Obtinem existenta 
unui punct c € (0, 29) astfel incat 


F(ao) _ f()- Flo) _ 9(¢) 


ey ef 
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Asadar 
ge) = 0, 


contradictie. Analog daca g(x) < 0 pentru orice x din (0,1). Asadar g se 
anuleaza in (0,1), adica exista € € (0,1) astfel incaét f(€) = F(€). 


Problema 9. Fie f : [a,b] > R o functie convexd si continud in a $1 
b. Demonstrati cd exista c € (a,b) astfel incat 


/ fa)ae = °F" 7 (SF) + F0- aslo. 
Lista O.N.M. 2004 


2 
Solutie. Vom aplica inegalitatea Hermite-Hadamard: Dacé f :|a,b] +R 
este o functie convera si continud atunci 


7 (224) ch f rede < LO+I0) 


2 


Asadar 
/ f(a)de > ") 


Pentru a gasi o majorare pentru / f(x)dz folosim aceeagi inegalitate: 


a(S) tae 


b 


Sat att ot 3b 


[tea | f(a)dx + J f(a)dz + ! f(x)dx + p f(x)dz < 


5" (se) +28 sat’ 42s (*F°) + +2f(*4*) +10) < 


524 (SE?) + F0- as (20), 


unde zo este un punct de maxim al lui f pe [a,b]. Aplicand proprietatea 


— b 3 a+b 
lui Darbouz functiei g(x) = 75 (s+) + -(b—a)f(zx) pe Sr” 20) 
rezulta concluzia. 


< 


4 
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b 
Problema 10. Fie f : [a,b] > R o functie continud cu / f(x)dz = 0. 


Demonstrati ca existad c € (a,b) astfel incat 


fle) + / f(x)dx = f(e) / f(x)dz. 


Marian Ursdrescu, G.M.-B nr. 4/2001 
Indicatie. Se aplica teorema lui Rolle functiei g : [a,b] > R, 


g(z) =, » ae . 
f f(t)dt-z 
ea 


Probleme propuse 


1 
1. Fie f: [0,1]->R o functie integrabila astfel incat 0< : f(xz)dz| < 1. 


Sa se arate ca exista ©; # rq unde 71, £2 € (0, 1] astfel incat 
x2 
f(x)dax = (x, — 22), 
zy 
Radu Gologan, O.N.M. 2002 
2. Fie a,b € R,a< bsig: [a,b] > R o functie integrabila. Sa se arate 
ca exista z € [a, b] si y € (0, co) astfel incat x + y € [a, d] si 
1 ae 
— / g(t)dt < 1. 


v¥ J 


Cristinel Mortici, O.N.M. 2002 
3. Fie f : R — (0,00) o functie integrabila gi care are proprietatea ca 


1 1 
[ sae = [ Po. Sa se arate ca exista 71,22 € R astfel incat 
0 0 


eckaee 


Atila Abdula, O.N.M. 2002 
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4. Fie f : R — (0,00) o functie continua astfel incdét f(0) < 0 si 


1 
/ f(a)dz = 0. Sa se arate ca exista » € [0, 1] cu proprietatea cd f(A) > 0 si 
0 


X 
/ f(x)dzx = 0. 
0 


BXAMENE 5I CONCURSURI 


CONCURSUL DE MATEMATICA ,,SPERANTE“ 
Editia a X-a, 25-27 aprilie 2014, Comanesti 
prezentare de MIHAI-LUCIAN GLOAMBES)?) 


In perioada 25-27 aprilie 2014 a avut loc la Scoala Gimnaziala ,,Liviu 
Rebreanu “ din Comanesti, judetul Bacau, a X-a editie a concursului de mate- 
matica ,Sperante“ adresat elevilor claselor III-VIII, cu participarea a 400 de 
elevi si profesori din judetele Bistrita-Nasaud, Harghita, Covasna, Vrancea, 
Vaslui, Botogani, Iasi, Suceava, Neamt si Bacau. 

Organizatorii au fost filiala din Comanesti a S.S.M.R., Scoala Gim- 
naziala ,,Liviu Rebreanu“, in parteneriat cu Primaria orasului Comanesti, 
Primaria oragului Darmdanesti si Europe Direct Comanesti, iar pregedintele 
concursului a fost prof. Traian Duminicda din Suceava. 

Prezentam in continuare problemele propuse si lista premiantilor. 

Clasa wu I]-a 

1. a) Calculati [(806 : 2+ 504 : 9) — (300: 6 + 790: 10)] x 3: 5. 

b) Aflati rezultatul calcululuin x n:n+nxO0-—nx1+n:n, unden 
este un numar natural diferit de zero. 

* Ok Ok 

2. Determinati literele M, A, T, E, I, C care reprezinta cifre distincte 
astfel incat adunarea sa fie corecta. 


MAT EM ATIC A + 
T EM ATI CA + 
M ATI CA + 

T IC A + 

C A 
MAQIIMT7IO M 


Toma Gloambes 


1) Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Liviu Rebreanu“ Comanesti, presedinte filiala S.S.M.R. 
Comanesti 
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3. a) Suma a patru numere este 748. Primul gi al doilea, respectiv al 
treilea si al patrulea sunt numere consecutive, iar diferenta dintre al doilea 
si al treilea este 100. Aflati cele patru numere. 

Layra Sisca 

b) Daca ar exista monede de 3 lei si de 5 lei am putea plati suma de 
100 lei cu exact 28 de monede? Dar cu 29 de monede? Justificati raspunsu!! 


Clasa a 1V-a 


1. a) Aflati numerele naturale a, b, c stiind cad sunt indeplinite simultan 
conditiile: 
201lla+b+c= 2016, a+2011b+c= 4026, a+6+ 2011c = 6036. 


G. M. 

b) Fie sirul de numere: A+ 7,A+8,A+9,... in care suma primilor 5 
termeni este 495. Aflati primii 5 termeni ai sirului si calculati suma primilor 
19 termeni. 

Toma Gloambes 

2. a) Aflati cifrele a si b stiind c& ab0b + a0b + ba + 2b + a = 2014. 

b) La un concurs de alergare au participat 235 elevi. Vasilica a fost 
intrebat pe ce loc s-a clasat si a radspuns: ,.Numarul sportivilor din fata mea 
reprezinta o optime din numarul celor clasati dupa mine”. Pe ce loc s-a clasat 
Vasilica? 

Laura Sigca 

3. a) Daca a + b este cel mai mic numar de 4 cifre distincte, iar c este 
cel mai mare numar impar de doua cifre distincte, calculati 3a + 3b — 7c. 

b) Cate numere naturale de cinci cifre dau restul 13 la impartirea cu 
2014? 


* * *€ 


Clasa a V-a 


1. a) Dacd numerele x si y sunt naturale si 42 + 7y = 2013, aratati cd 
87 <x+y< 504. 


G. M. 


3671 61007 


b) Comparati numerele: 34 si 1 
Lucian Gloambes 
2. a) Suma a trei numere naturale este 2014. Demonstrati ci macar 


unul dintre ele este mai mare sau egal cu 672. 


38n +9 
53n + 7 


* * OX 


este ireductibila. 


b) Demonstrati ca fractia 
Lucian Gloambes 
3. a) Se consider’ numerele de forma abcd scrise in baza 10 care 
indeplinesc simultan conditiile: 
i) a#bA¢Ac#Hd; ii) a+b + 2 =d; iii) ab—cd = 6. 
S& se arate cé suma tuturor numerelor abcd este divizibild cu 331. 
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b) Se dau numerele naturale nenule a, c sir, under € {1,2,3,...,a—l}. 
eee 1 a-r 
i) Demonstrati ca = (1 + i; 
ac+r ctl ac+Tr 


re és ahs , , 2014 . ee ids 
ii) Scrieti numarul S041 © ° Suma de doua fractii diferite cu numéaratorii 1. 


Petru Rotaru si Lucian Gloambes 
Clasa a VI-a 
1. a) Rezolvati ecuatia 
+3 @4+7 £413 £421 2£4+31 £4+43 £+57 £4+73 £491 
2°73 ' 4° 5 °6 7 8 . 9 " 10 
Lucian Gloambes 
b) Fie a si b doud numere intregi. Daca unul dintre numerele 3a + 11b 


sau 6a — 2b se divide cu 9, aratati ca produsul celor douéa numere se divide 
cu 162. 


= 45. 


G. M. 
2. a) Sa se arate ca daca a, b,c, d sunt numere prime si distincte, atunci 
abc + abd + acd + bcd + 1767 < 10abcd. 
Lucian Gloambes 
b) Aceeasi cu problema 2 de la clasa a V-a 
3. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si [BD, |CE bisectoarele 
unghiurilor B si C (D € AC, E € AB). Se noteaza cu I intersectia dreptelor 
BD si CE si cu F, respectiv G picioarele perpendicularelor duse din D, 
respectiv E pe dreapta BC’. Sa se determine masura <F'JG. 
G. M. 
Clasa a VII-a 


1. a) Presupunand ca p este numar prim, sa se rezolve in numere 
naturale ecuatia 24p + 1 = k?. 
* ok O* 
b) Aceeasi cu problema 2 de la clasa a V-a. 
Petru Rotaru si Lucian Gloambes 
2. a) Determinati numerele naturale a, b gi numarul natural prim p 
stiind ci a? +a = p> + 2. 
G. M. 
b) Pentru a, b, c, d € R, demonstrati inegalitatea 


Meg Ey Me ES ab + be + cd + ad. 
d C b a 

3. Fie ABCD un trapez dreptunghic (m(<A) = m(<xD) = 90°) cu 
AB # CD si avand diagonalele perpendiculare. 

a) Si se arate cd’. AB? + CD? = AD? + BC”. 

b) Dovediti inegalitatea AB + CD > 2AD. 
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Clasa a VIII-a 


1. a) Determinati perechile de numere intregi (a, b) care verifica relatia 
a*b* — 11a? — 11b* = 1893. 
G. M. 
b) Sa se determine distanta de la punctul O(0,0) la reprezentarea geo- 
metrica a graficului functiei liniare cu coeficienti intregi f : R — R, care 
indeplineste conditia f(x — 2) f(x +2) = x* — 2x + 3, pentru orice z € R. 


G. M. 
2. a) Sd se gdseascd un numar intreg pozitiv xz astfel incat 27 + 1 sa 
fie patrat perfect iar intre numerele 27 + 2,22 + 3,...,3z +2 sa nu existe 


patrate perfecte. 
Radu Gologan 
b) Aceeasi cu problema 2 de la clasa a V-a 
3. Fie a, b, c, d dimensiunile, respectiv lungimea diagonalei unui para- 
lelipiped dreptunghic. Se stie ca |a — b| = |c— d| = 1 si cé lungimea celei mai 
scurte muchii a paralelipipedului este un numar natural. Calculati: 
a) Volumul V al paralelipipedului in cazul in care |V — 2014| este minim. 
b) Lungimea diagonalei paralelipipedului. 
* * x 


S-au acordat urmatoarele premii: 

Premiul I: Brénici Brénduga, Scoala Gimnaziala ,,George Calinescu” 
Onesti; Dobrovat Delia-Anca, Scoala Gimnaziala ,,George Enescu” Moinesti 
si Luncanu Alin, Scoala Gimnaziala ,,George Calinescu” Onesti; Badiu Anca, 
Colegiul National ,,Liviu Rebreanu” Bistrita; Coarcad Razvan, Sc. ,,Duiliu 
Zamfirescu” Focsani; Matisan Razvan, Sc. ,,Duiliu Zamfirescu” Focgani si 
Ungureanu Vranceanu George, Scoala ,,Al. I. Cuza” Bacau; Odobesteanu 
Alezandru, Scoala Gimnaziala ,,George Tutoveanu” Barlad si Tifrea Stefan, 
Colegiul National ,,lon Creanga” Bacau. 


Premiul IT: Sandu Sergiu Ionut, Scoala Gimnaziala ,,$t. Luchian “ 
Moinesti si Smarandi Stefan, Scoala Gimnaziala ,George Calinescu“ Onesti; 
Dolis Eduard, Scoala Gimnaziala ,,Liviu Rebreanu” Comanesti; Stefanescu 
Stefan, Colegiul National ,,Dimitrie Cantemir” Onesti si Adam Antonio Ema- 
nuel, Colegiul National ,Gh. Vranceanu” Bacau; Vlad Andra, Sc. ,,Duiliu 
Zamfirescu” Focgani; Necula Ana, Colegiul National ,,Unirea” Focgani si 
Hadarag Andra, Scoala Gimnaziala nr. 2 Tg.Ocna; Filip Eduard, C. N. ,,V. 
Alecsandri” Bacau si Huhulia Diana, Scoala Gimnaziala ,,George Tutoveanu” 
Barlad. 


Premiul III: Cucu Andrei, Scoala Gimnaziala ,,George Enescu“ Moi- 
nesti si Munteanu Ilinca, Colegiul National ,.Roman Voda“ Roman; Chis- 
cop Razvan, Scoala cu clasele I-VIII nr.1 Onesti si Hanu Alezandru Ed- 
uard, Scoala Gimnaziala ,,§t. Luchian” Moinesti; Dolineanu Miruna, Colegiul 
National ,Gh. Vranceanu” Bacau si Matisan Rares, Sc. ,,Duiliu Zamfirescu “ 
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Focgani; Bursuc Tudor, Colegiul National ,Roman Voda“ Roman, Ravariu 
Eugen, Colegiul National ,,Ferdinand I“ Bacau si Grosu Viviana, Colegiul 
National ,,Unirea“ Focsani; Baston Radu, Scoala ,,Al. I. Cuza” Bacau si Hol- 
can Cosmin, Scoala Gimnaziala nr. 17 Botosani; Fasola Georgiana, Scoala 
Gimnaziala ,,Miron Costin” Bacau si Manolache Andrei, Colegiul National 
»Roman Voda” Roman. 


CONCURSUL DE MATEMATICA 
»SPERANTE RAMNICENE* 
Editia a XTI-a, 10 mai 2014, Ramnicu Sarat 


prezentare de CosTICA AMBRINOC!) 


Filiala Ramnicu Sarat a S.S.M.R. a organizat, la data de 10 mai 2014, 
concursul interjudetean de matematica ,Sperante Ramnicene“, editia a XII- 
a, care se adreseaza elevilor din clasele IV-XII. Gazda concursului a fost 
Scoala Gimnaziala nr. 1 din Ramnicu Sarat, judetul Buzau. 

La aceasta editie au participat peste 250 elevi din unitati scolare ale 
judetelor Buzadu, Galati, Vaslui. Subiectele au fost selectate de o comisie 
formata din prof. dr. Marcel Tena, prof. Constantin Rusu, prof. Costica 
Ambrinoc, prof. Mihai Neagu. 

Fondurile pentru premierea elevilor au fost asigurate de Filiala Rm. 
Sarat a S.S.M.R. si de A.T.C.E. ,Speranta Ramniceana“. 

In continuare prezentdm subiectele propuse si lista premiantilor. 


Clasa a [V-a 


1. Problema P:676, G.M.-B nr. 3/2014. 

2. Mircea are 10 ani. Ionel fi spune lui Mircea: ,,Varsta mea este 
valoarea lui a din egalitatea {4 x [(13 x a— 36) : 2+20] — 310} : 2 =5”. Care 
dintre cei doi baieti are varsta mai mare ? 

3. Intr-o cutie sunt bile de trei culori: rosii, galbene gi negre. Numai 
54 din ele nu sunt negre si numai 63 din ele nu sunt rosii. Numarul bilelor 
rosii este de doua ori mai mic decat al celor negre. Care este numarul minim 
de bile ce trebuie extras pentru a fi siguri ca avem o bila galbena ? 


Clasa a V-a 
1. Aradtati ca numerele 444...44 si 555...55 nu sunt patrate perfecte. 
Nee eee 2 Ne ee 


555 cifre 444 cifre — ? 
Marin Simion, Rm. Sarat 


2. Exist’ numere abcd cu proprietatea ci abcd + bcd + cd + d = 2014 ? 


Constantin Apostol, Rm. Sarat 
3. Problema £:14465, G.M.-B nr. 3/2013. 


1) Profesor, Colegiul National , Al. Vlahut&“, Rm. Sarat. 
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Clasa a Vi-a 


1. Determinati toate proportiile in care unul dintre mezi este 257,5 iar 
ceilalti termeni sunt numere prime. 

Marin Simion, Rm.Sarat 

2. In triunghiul ABC, cu (AB) = (AC) si m(<A) = 100°, considerim 

punctele M € (BC) si N ¢€ (AB), astfel incét (BM) = (BA) si (BN) = 
= (CM). Determinati m(xBNM). 

Constantin Apostol, Rm. Sarat 


$. Problema B:14439, G.M. -B nr. 1/2013. 
Clasa a VIl-a 
1. S& se determine cel mai mic a € N astfel incat numarul 
A = 20147 (20147 + 1)(20147 + 2)(20147 +3) +a 


sa fie patrat perfect oricare ar fi x € N. 
Constantin Rusu, Rm. Sarat 
2. Determinati numerele n € N* cu proprietatea ca /577...76 este 
natural (numarul de sub radical are n cifre de 7). 
Mihai Neagu, Rm. Sarat 
3. Problema B:14369, G.M.-B nr. 6-7-8/2012. 
Clasa a VIIl-a 


1. Determinati toate perechile (z, y) de numere intregi astfel incat 
ay? —a* -—a2y—2—y*+y4+2=0. 


D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
2. Fie 1,3,5,...,2n — 1 sirul primelor n numere naturale impare. Sa 
se arate ca nu exista printre acestea un numar k astfel incat suma numerelor 
din termenii sirului mai mici sau egale cu k sa fie egala cu suma numerelor 
din termenii sirului mai mari decat k. 
Dragos Ldazarescu, Rm. Sarat 
3. Problema E:14603, G.M.-B nr. 1/ 2014. 


Clasa a [X-a 
1. Problema 26831, G.M.-B nr. 11/2013. 


2. Aratati ci dacd ma, mg, Mh, Mp, sunt mediile aritmeticd, geome- 
trica, armonica gi patratica a numerelor 1 si z > 0 atunci au loc inegalitatile: 
Mg + Mp 

a) Ma + Mg < M+ Mp; b) ——— < m,. 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
3. Se da patrulaterul convex ABCD intr-un sistem ortogonal de axe cu 
originea in O. Consideram poligonul convex A; B,CD, ale cadrui varfuri au 
vectorii de pozitie egali respectiv cu AB, BC, CD, DA. Sa se afle raportul 

ariilor patrulaterelor A;B,C,D, si ABCD. 

Costica Ambrinoc, Rm. Sarat 
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Clasa a X-a 
1. Sa se rezolve ecuatia .f/2 —- /2+2=2. 
Costica Ambrinoc, Rm. Sarat 
2. Fie 21, 22, 23 € C* distincte doua cate doua, astfel incat 


|21| = |zal = [za]. 
Sa se arate ca 21, Z2, 23 sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral 
daca gi numai daca 2; |z2 — 23| + z2|z3 — 21| + z3|z1 — 22| = 0. 
Mihai Neagu, Rm. Sarat 
3. Fie a,b € (0,00) — {1} astfel incét a + b £ 1 si functiile 
f,9 (0, oo) =? R, f(z) = log, x a5 log, Ly g(x) = loga+s a 
Sa se arate ca f(x) = g(x), Vx € (0,00) daca gi numai daca f(a) = g(a). 
Prelucrare G.M.-B nr.1/2012 


Clasa a XI-a 
1. Se considera matricele A = ae si B = = 
2 2 1 2) 


a) S& se calculeze det(A20'4 + B20!4), 
b) Dact C = A+ B, calculati C”. 

Dragos Lazdrescu, Rm. Sarat 
Dn 
In +1? 
Vn > 1. Sa se arate ca sirul (Zn)n>1 este convergent gi sa se calculeze limita 
sa. 


2. Fie (%n)n>1 un sir de numere reale cu 21 = 2 gi In,/%n41 = 


Ovidiu Tatan, Rm. Sarat 
3. Problema 25529, G.M.-B nr. 4/2006. 
Clasa a XII-a 
1. Calculati 
/ e*t + (2e7 + 1)sinz ee + sin? x + cos x Ae: ew: 
e*7 + sInz 
Ion Raduta, Rm.Sarat 


2. Se considera functia 
1 


f : (0,00) > R, f(z) =In(1+ V¥14+ 2?) —Inz- = 
Sa se arate ca: 
1) x > elng, oricare ar fi x € (0, 00). 
2) Daca functia F : (0,00) > R este o primitiva a functiei f, atunci 


F(V10 °) > F(e¥"®). 
Constantin Rusu, Rm. Sarat 


3. Fie p un numéar prim, iar a un element fixat in corpul Z,. Sa se 


rezolve in acest corp ecuatia z? = a. 
Marcel Tena, Bucuresti 
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Premii 

Clasa a [IV-a. Premiul I: Enache Iulia si Grigore Vlad; premiul II: 
Enache Vladut si Bratosin Alexandru, toti de la Scoala Gimnaziala nr. 1, 
Rm. Sarat. 

Clasa a V-a. Premiul I: Chiriac Ella Ana-Maria; premiul II: Grigoras 
Tudor si Tataru Mihai Radu; premiul II]: Bejan Alexandra si Neagu Mthnea, 
toti de la Colegiul National ,, Vasile Alecsandri” , Galati. 

Clasa a VI-a. Premiul I: Stanciu Viddut; premiul II: Mihai Raluca si 
Stefan Alexandru, toti de la Scoala Gimnaziala nr. 1, Rm. Sarat; premiul 
III: Avram Miruna, Colegiul National ,, Vasile Alecsandri”, Galati si Kullman 
Robert, Scoala Gimnaziala nr. 11, Buzau. 

Clasa a VII-a. Premiul I: Ldzdrescu Vlad Mihai, Colegiul National 
Alexandru Vlahuta”, Rm. Sarat; premiul II: Cibotaru Matei, Scoala Gim- 
naziala ,,G. Tutoveanu”, Barlad. 

Clasa a VITI-a. Premiul I: Odobesteanu Alexandru; premiul II: An- 
gheluta Raluca; premiul III: Huhulia Diana, toti de la Scoala Gimnaziala 
,»G. Tutoveanu”, Barlad si Pavel Silviu-Cristian, Scoala Gimnaziala ,, Vasile 
Cristoforeanu”, Rm. Sarat. 

Clasa a [X-a. Premiul I: Albind Oana; premiul II: Sandu Andrei; 
premiul III: Ralea Catdlina Diana si Vasile Dragos Mitrut, toti de la Colegiul 
National ,,Alexandru Vlahuta”, Rm. Sarat 

Clasa a X-a. Premiul I: Neagu Robert; premiul II: Nutu Bogdan; 
premiul III: Iordache Andrei, toti de la Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”, 
Buzau si Troscot Silviu, Colegiul National ,, Alexandru Vlahuta”, Rm. Sarat. 

Clasa a XI-a. Premiul I: Dibu Cristian; premiul II: Soare Alina; 
premiul III: Lefter Ramona Georgiana si Paraipan Liliana-Alexandra, toti de 
la Colegiul National ,,Alexandru Vlahuta”, Rm. Sarat. 

Clasa a XII-a. Premiul I: Dragan Relu, Colegiul National ,,B. P. 
Hasdeu”, Buzau; premiul II: Perju Lucian; premiul III: Ardeleanu Andrei 
si Chirciu Andrei, toti de la Colegiul National ,,Alexandru Vlahuta“, Rm. 
Sarat. 
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PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 3/2014 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 
E:14621. Determinati numerele naturale abcd, stiind ca 
2- abcd = (acd — 2) - 19. 


Petru Todor, Sebes, Alba 
Solutie. Folosind scrierea zecimala avem 2000a + 2006 + 20c + 2d = 1900a + 
+190c + 19d — 38 sau 100a + 200b — 170c = 17d — 38. Cum membrul stang are 
ultima cifra 0 rezulté c& si membrul drept trebuie sa aiba ultima cifrada 0. De aici 
deducem ca d = 4. Cu aceasta, ultima relatie devine 100a + 2000 = 170c + 30 sau 
10a + 206 = 17c + 3 . $i aici membrul stang are ultima cifré 0, de unde deducem ca 
c= 1. Inlocuind pe c obtinem a + 2b = 2, de unde a = 2 si b = 0. Numarul cautat 
este 2014. 


E:14622. La un concurs de matematicé au participat 30 de elevi. Fiecare 
dintre ei a avut de rezolvat cate patru probleme. Dintre concurenti, 22 au rezolvat 
prima problema, 23 au rezolvat a doua problema, 24 au rezolvat a treia problema si 
29 au rezolvat a patra problema. Ardtati cd cel putin patru elevi au rezolvat toate 
problemele. 

* * * 

Solutie. SA presupunem ca trei elevi au rezolvat toate cele 4 probleme. Atunci 
numarul maxim de probleme rezolvate ar fi 3-4 + 27-3 = 93. Apoi, daca numarul 
elevilor care au rezolvat 4 probleme este mai mic de 3, atunci numarul problemelor 
rezolvate este mai mic decat 93. Dar numarul problemelor rezolvate este 22 + 23 + 
+24 + 25 = 94. Aceasta arata ca cel putin 4 elevi au rezolvat toate cele 4 probleme. 


E:14623. Pe masa A sunt asezate 13 cartonase rosii numerotate de la 1 la 13, 
iar pe masa B sunt asezate 13 cartonase albastre numerotate de la 14 la 26. Numim 
mutare inlocuirea unui cartonas rosu de pe masa A cu cate un cartonas albastru de 
pe masa B, astfel incat suma numerelor de pe cartonasele de pe masa A sd creasca 
cu un numadr patrat perfect. 

Ardtati cad putem inlocui toate cartonasele rosii de pe masa A in 13 mutdri. 

* * x 

Solutie. Vom arata, cu un exemplu, ca este posibild inlocuirea tuturor car- 
tonaselor de pe masa A in 13 mutari. Acesta este ilustrat de tabelul urmator 


14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 
10 11 12 138 2 3 4 5 6 7 8 9 1 


E:14624. Trei frati, A, B si C, au impartit intre ei nucile dintr-un sac. 
Fratelui cel mai mare i-au revenit cu 8 nucit mai multe decat fratelui cel mai mic. 
Fratele mijlociu a primit un numadr de nuci egal cu jumatate din numarul de nuci 
primite de ceilalti doi frati la un loc. Fiecare dintre cei trei frati isi tmparte nucile 
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primite in grupe de cate 5 nuct. Lui A i-a rdmas o nucd in plus, iar lui B i-au mat 
ramas 3 nuct. 

a) Determinati numarul de nuci care i-au mai rdmas in plus lui C. 

b) Aflati care dintre cei trei frati este cel mai mare. 

* * * 

Solutie. Notém cu N numéarul de nuci ale fratelui mijlociu. Deoarece ceilalti 
frati au de doua ori mai multe nuci decat cel mijlociu, diferenta d dintre fratele 
mare gi cel mijlociu este aceeasi cu cea dintre cel mijlociu si cel mic. Dublul acestei 
diferente este chiar diferenta de 8 nuci dintre fratele mare gi cel mic, deci d = 4. 
Astfel, fratele mare are N + 4 nuci, iar cel mic N — 4. Fiecare din aceste numere 
se imparte, cu rest, la 5. Daca A este cel mai mic, atunci N — 4 = 5p+1 de unde 
N = 5p+5=5qsi N+4 = 5q+4. Niciodata nu am obtinut restul 3 (lui B ii raman 
3 nuci), prin urmare alegerea facuta nu este buna. Daca A este mijlociul, atunci 
N = 5p+l1, de unde N+4 = 5p+5 = 5q, iar N—4 = 5p—3 = 5p—5+4+2 = 5r-42. Nici 
de aceasta data nu obtinem restul 3. Daca A este cel mai mare, atunci N+4 = 5p+1, 
de unde N = 5p—3 = 5r+2, iar N-—4= 5r—2=5r—5+3 = 5q+3. De aceasta 
data am obtinut restul 3, adica B este cel mai mic, iar C' este mijlociul. Lui C’ i-au 
ramas 2 nuci si cel mai mare este A. 


Clasa a ViI-a 


E:14625. Determinati numerele naturale abcd cu proprietatea cd, impdrtind 
numdrul abcd la numdrul dcba se obtine catul 2 si restul 74. 
Lécramioara Iuliana Techiu, Salcia Tudor, Braila 
Solutie.Din teorema imp&rtirii cu rest avem abcd = 2 - dcba + 74. Din aceasta 
relatie deducem ca d este o cifra para nenula, mai mica decat 5 (daca d > 5, atunci 
2-dcba > 10000). Pentru d = 2, folosind scrierea zecimald obtinem 998a + 80b = 
= 4072 + 190c. Ultima cifra a membrului drept este 2. Rezulta ca ultima cifra a 
lui 998a trebuie sa fie 2, de unde a = 4 sau a = 9. a = 9 nu este posibil deoarece 
998 -9+ 806 > 8100, iar 4072 + 190c < 5500. Prin urmare a = 4. Cu aceasta relatia 
devine 3992 + 806 = 4072 + 190c sau 8b = 8+ 19c. De aici deducem ca& c = 0 sau 
c = 8. Cum varianta c = 8 nu este buna (obtinem b = 20), rezulta c = 0 si atunci 
b = 1. Numéarul cautat este 4102. Pentru d = 4, cu scrierea zecimala ajungem la 
998a + 806 = 8070 + 190c care implica a = 5, ceea ce nu se poate. 


E:14626. Se considera numerele rationale strict pozitive x, y $i z care satisfac 
relatizle 
ry S YZ _ 22 
2009y + 20102 2010z+201ly 20112 + 2009z' 


Ardtati cd numarul y este media aritmeticd a numerelor x $i z. 


Florin Antohe, Galati 


Solutie. Relatia din enunt se scrie ae ee = gees peau = 


ry YZ 
2011z + 2009z 2009 2010 2010 2011 2011 2009 
= —————_ sau ——._ + — = — 4+ — = — + —. Din prima 
Lz x y y z 


2009 2011 


z 
egalitate obtinem aaa 2010 2009 


, lar din a doua avem —— = ——. 
y 


I 
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Asadar 


2009 2010 2011 #1 a 
ie a a ae De aici x = 2009t, y = 2010¢ si z = 2011¢. 


ee Sie se ; i ks a 
Se verifica imediat ca 


E:14627. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care E € (AB) astfel 
incat CELAB 31 ezistd D € (AC) astfel incét m(XABD) = 30° si BD = CE. 
Demonstrati ca AD = CD. 


Ion Neata, Slatina 
Solutie. Fie DF 1 AB. Cum CE 1 AB 


deducem ca DF || CE, (1). Pe de alta parte 
ABDF este dreptunghic cu un unghi de 30° si 


atunci DF = — Dar BD = CE, deci DF = 


CE 
cere (2). Din (1) si (2) rezulta ca DF este linie 
mijlocie in triunghiul ACE, ceea ce inseamna ca D 
este mijlocul lui AC’. Prin urmare AD = DC. 


E:14628. Se considera triunghiul ABC in care m(xA) = m(<B) + 60°. 
Fie (CD. bisectoarea unghiului xACB, D € (AB), si (DE bisectoarea unghiului 
x BDC, E € (BC). 

a) Determinati mdsura unghiului xBDE. 

b) Demonstrati cé AE LCD. 


Daciana Lovin, Braila 

Solutie. Notam m(< ABC) = a; atunci m(x BAC) = 60° +a, iar m(x ACB) = 
= 120° — 2a. 

a) Daca CD este bisectoare, atunci m(xAC'D) = 60° — a gi in triunghiul 
AC'D avem m(x BDC) = 120° (unghi exterior). Cum DE este bisectoare deducem 
cé m(xBDE) = 60°. 

b) AAC'D = AECD (CD laturéd comuna, ACD = x<ECD din CD bisec- 
toare si ADC = xEDC au fiecare 60°). De aici AC = CE gi triunghiul ACE 
devine isoscel. Cum CD este bisectoare rezulta C'D este si inaltime, adica CD L AE. 


Clasa a VII-a 


E:14629. Determinati numerele naturale n pentru care numdrul n? + 9n+94 
este patrat perfect. 
Marin Chirciu, Pitesti 
Solutie. Trebuie si avem n? + 9n + 94 = k*, unde k este numéar natural. 
Inmultim relatia cu 4 si avem 4n? + 36n + 376 = 4k? sau (2n + 9)? + 295 = 4k? de 
unde (2k — 2n — 9)(2k + 2n + 9) = 5-59. Din 2k — 2n—9=5 i 2kK+ 2n+9=59 
gasim n = 9, iar din 2k — 2n —9 = 1 si 2k + 2n+ 9 = 295 gasim n = 69. 


E:14630. Se considerd numerele rationale nenule a, b, c si d. 
Daca 
1 a 2 
a+b+c+d b+c+d ctd+a d+a+bd’ 


ardtati ca abcd < 0. 
Vasile Scurtu, Bistrita 
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b d d d b 
Solutie. Putem scriea+b+c+d= ee ee ee k, de 


3 
unde (1) a+b+c+d=k, (2) b+c+d = 2k, (3) c+d+a = 3k si (4) d+a+b = 4k. 
Din (1) si (2) obtinem a = —k, din (1) si (3) b = —2k, din (1) si (4) c = —3k, iar prin 
inlocuire in (1) gisim d = 7k si atunci abcd = —42k*, care este, evident, negativ. 


E:14631. Se considera triunghiul ABC in care m(xBAC) = 50° gi 
m(xAC'B) = 30°. Punctele D si E sunt situate pe segmentele (AB) si respec- 
tiv (AC) astfel incat m(xAC'D) = 10° si m(XABE) = 20°. Determinati mdsura 
unghiului xADE. 

Marius Stdnean, Zalau 
Solutie. Fie (CY, Y € AB, bisectoarea un- 
ghiului BCD. Patrulaterul CBYE este inscrip- B 
tibil (m(xECY) = m(<EBY) = 20°). De aici Y, 
m(xEYC) = m(«<EBC) = 80°. Pe de alta parte, D 
din triunghiul ECY rezulté m(xY EC) = 80°, adica Li 
CY =CE. De aici, din C'D latura comuna si AE C 
{DCE = xYCD rezulta AECD = AYCD si 
atunci ED = Y D, de unde m(xDEY) = m(<DYE). 

Dar m(xDYE) = m(xBCE) = 30° (din BCEY patrulater inscriptibil). In 
triunghiul DEY, unghiul ADE este unghi exterior, prin urmare m(x ADE) = 60°. 

E:14632. Se considera punctele Ai, Ao, ..., Aoois pe o dreaptad cu propri- 
etatea ca distanta intre oricare dintre aceste doud puncte este mai mica decdt 1. 
Ardtati cad suma tuturor distantelor dintre oricare doud puncte este mai micd decdt 
1007 - 1008. 

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin 

Solutie. Fie x, abscisa punctului A;. Putem presupune ca 27; < zg <-:: < 
< Z2015. Din ipoteza rezulta 0 < x1009 — Zio07 < +++ < Lo014 — Lo < Xo015 — XZ <1. 

Suma tuturor distantelor este 


(va — 21) +--+ + (2015 — £1)] + [(v3 — 22) +--+ -+(x2015 — £2)] ++ +++ (2015 — £2014) = 
— 2014(2r2015 —21)+2012(2r2014 —22)+: : -+2(21009 — £1007) < 2014+2012+.---+2= 


= 1007 - 1008. 
Clasa a VIII-a 


E:14633. Ardtati cad max (|3 — z|, 7 +2) = 


1 i : 
ts +5) oricare ar fi numarul 


real x. (Enunt modificat.) 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 
_ lat+b|+|a—)| 


Solutie. Se stie cé max(a, b) = ee unde a, 6 sunt numere reale. 

Acum, pentru x < 3 avem |3 — z| = 3— 2. In acest caz max(3 — 2,2 + 2) = 
I8—-z2+2+2/4+|3-—cx-—x-2| 5+ ]1-2z2| 1 
=e OOOO SS = [2 — =| 4+ =. Daci zs > 3 avem 
2 2 2) 2 

[3 — 2| = 7, —3. Atunci max(xz — 3,xz + 2) — easterly soem a — 
_ |2x2—1]/+|[-5] | tel 5 
7 2 7 2; 2 
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E:14634. Se considera a un numar intreg prim $i impar, cu proprietatea ca 
numarul a — 4 este un numar intreg prim. Ardtati cd existd cel mult patru valori 
intregi ale lui n pentru care numdrul n? — an +a este patrat perfect. 

Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 

Solutie. Dac&i n* — an + a este p&trat perfect, atunci n? — an+a = k?, sau 
4n* —4an+4a = 4k?. Ad&ugim, in ambii membri a? si avem 4n? — 4an + a? + 4a = 
= 4k? +a?, de unde (2n—a)* —4k? = a? —4a sau (2n—2k—a)(2n+2k—a) = a(a—4). 
Cum (a,a— 4) = 1 distingem cazurile: 1) 2n-—2k—a=1 si 2n+2k—a =a? — 4a, 

2) 2n —-2k —-a=-—1 gi 2n+ 2k —a = —a? + 4a, 

3) 2n —- 2k -a=a? —4asi 2n+2k-—a=1, 

4) In —- 2k —a=—a? + 4a si 2n4+ 2k -—a=-—1, 

5) 2n —-2k -a=asgi 2n+2k-—a=a-—4, 

6) 2n —-2k -a=—asgi2n+2k—a=-—a+4, 

7) 2n—-2k -a=a-—4si 2n+2k—a=a, 

8) 2n —-2k -a=—a+4 si 2n+ 2k—a=-—a. 
ot) —a? +6a-—1 


2 


2 4 


F::14635. Se considera un tetraedru cu toate fetele triunghiuri dreptunghice si 
cu trei muchi congruente. Ardtati cd inversele distantelor dintre muchiile opuse ale 
tetraedrulut sunt numeric egale cu lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. 


Adrian Zanoschi, Iasi 
H Solutie. Cele trei muchii egale nu pot fi pe aceeasi 


fata; aceasta fata ar deveni triunghi echilateral. Cele trei 
muchii egale nu pot porni din acelasi varf; fata opusa 
acelui varf ar fi triunghi echilateral. Daca notam tetrae- 
drul ABCD putem avea AB = BC = CD =a. 
ee ; Sa vedem acum unghiurile drepte. Pe fata ABC 
: we F’ avem evident m(xABC') = 90°, iar pe fata BCD avem 
- m(<BCD) = 90°. Daca m(xADC) = 90°, atunci AD = a, 
B A de unde m(~BAD) = 90°. In acest caz mijlocul lui AC si 


mijlocul lui BD ar fi egal departate de cele patru varfuri ale tetraedrului, ceea ce 
nu este posibil. Rezulta deci, c&é m(xACD) = 90°. Deoarece DC 1 (ABC) si 
BC 1 AB rezulta BD 1 AB, adica pe fata ABD unghiul drept este ABD. Din 
aceste considerente putem deduce ca tetraedrul nostru este o parte dintr-un cub 
precum cel din imaginea alaturata. 

In aceste conditii distanta dintre AB si CD este a, distanta dintre BC si AD se 


a 
masoara din mijlocul lui BC pana la mijlocul lui AD; ea este egala cu 7 Deoarece 


AC || (BDF), rezulta c& distanta dintre AC si BD este aceeasi cu distanta de la A 
la planul (BDF) pe care o calculém cu volumul tetraedrului ABDF gi gasim ca este 


V3 


a gs 1 
egala cu —=. Inversele celor trei distante sunt x = —,y = —, respectiv z = a 
a a 


De aici obtinem n € ¢ 1,a —1, ( 


Se observa c& x? + y? = 2?. 


E:14636. Determinati perechile de numere intregi (a, b) cu proprietatea ca 
(a — b?)? =1+12b. 
Dan Nedeianu, Drobeta Turnu Severin 
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Solutie. Deoarece 1+ 12b 4 0 rezulta |a| ¥ |b|. Din faptul c& (a? — b*)? > 0 si 
b este numar intreg deducem ca b > 0 si atunci |a| 4 b. Putem avea |a| > 6+ 1 sau 
la] < b—1. Din prima relatie deducem a? > b?+2b+1, iar din a doua a? < b?—2b+1. 
Putem scrie a? — b? > 2b+1 > 2b—1 sau a* — b? < —2b+1 = —(2b-—1). Din 
aceste doua relatii avem la? — b?| > 2b —1, care prin ridicare la patrat conduce la 
(a? — b2)° > (2b — 1)? sau 1+ 12b > 4b? — 4b + 1, de unde b < 4. Inlocuind 6 in 
relatia initiala gasim perechile: (—1,0), (1,0), (3, 2), (—3, 2), (3, 4), (—3, 4). 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasa a IX-a 
26887. Sd se arate cd existd o infinitate de numere intregi a, b, c astfel incdat 
a+b+c—2=(a—b)(b-—c)(c—a). 
Felician Preda, Craiova 
Solutie. Alegem a = b sic = 2 — 2a. Atuncia+b+c—2=2a+c—2=0= 
= (a—b)(b—c)(c—a), deci tripletele (a, a, 2—2a) cu a numar intreg, verifica ipoteza. 
26888. Fie ABC un triunghi inscris intr-un cerc de centru O. Fie P si Q 


simetricele ortocentrului si a varfulut A fata de mijlocul laturii BC. 
Sd se arate cd OO =O + OC + OP. 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
Solutie. Cum P este simetricul ortocentrului triunghiului ABC fata de mijlo- 
cul laturii BC’, rezulta c& AP este diametru in cercul circumscris triunghiului, deci 
AO = OP. Atunci 


OG =0A+ AG =0A+ AB + AC = OB + AO+ OC = OB + OC + OP, 


ceea ce trebuia demonstrat. 
26889. Sa se determine numerele reale x, y, z ce verificd 


1 1 1 
Sat eee | feted, 
ry 2 yz 2 zesC=« 


George Stoica, Canada 

Solutie. Doua din numerele reale nenule z, y, z au acelasi semn. Fie ele zx si y. 
Atunci yz este pozitiv, deci z, y si z au acelasi semn. Daca tripletul (z, y, z) este o 
solutie, atunci si (—z, —y, —z) este o solutie, deci putem presupune ci z, y si z sunt 


bate «ul 1 1 
strict pozitive. Fie s = max{z, y,z}. Atunci — > 2 si — < 2. Obtinem zy < 5 < 
Ly yz 


< yz, de unde rezulta ca x = z si ry = —. Din relatia a doua deducem ca ce 1, deci 


x=y=z.Cumz? = > ebtiuemtpletele (= a =) i(- on : ) 
° y) Jf2’ J/2’ V2 8 WD 2’ Jf2' 2 


26880. Fie sirul (Qn)n>o de numere naturale definit prin ag = a1 = 1 gi 


Qn+2 = 9An41 —Qn —1, n> 0. Sa se arate cd a,, divide Oo +@n41 +1, oricare ar 
fin> 0. 
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
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Solutie. Demonstram prin inductie c& a,an+42 = a2 44 + @n+1 +1 pentru orice 
numar natural n. Cum a2 = 3, avem apa2 = 3 = a? +a; +1. Presupunem ci 
Qn-14n41 = a? +a,+1. Atunci 
OnOn42 = An (5dn41 — Gn — 1) = 5anany1 —a? —an = 5AnQn4i1t+1— (a2 +an+ 1) = 

= 90nOn41 + 1 — Gn—1An41 = Gn41 (5Gn — Qn-1) +1 = Gny1 (Qn41 +1) 4+1= 
= a7 4, +@n41+1 gi concluzia se impune. 


Clasa a X-a 


26891. Fie numerele reale srict pozitive x si y astfel incét 2° + y® = x —y. 
Sa se arate cé x* + 11y* < 1. (Enunt modificat.) 
Lucian Tutescu, Craiova si Ion Nedelcu, Ploiesti 
Solutie. Cum z — y= 2° + y° > 0 avem 


S 4 y 


5 
a? +1ly4<1e2t+1lyt < ay tytn — ay —1y <a ty 


# 12y° 4+ arty > lly. 
Aratam ca ultima inegalitate este adevarata. Din inegalitatea mediilor avem 


12y° + aty = 4y° + 4y® + 4y> + rty > 44/43yl6 74 = 40 43y42. 
Cum 4743 = 4/8 = 128 > 11,rezulta concluzia. 


26892. Fie a, b, c numere reale strict pozitive. Sd se arate ca 


(a+b+c) 


Cc A b a a 
a+b c+a b+c 
Alerandru Mthalcu, Bucuresti 


Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem 
a+b? 4+c+a%c+b’a4 cb =a? (a+c)+b7(b+a)+c?(c+b) = 


a®§ +0° +c 4 a2c+ 62a + cb > 
a= 


a? b? c? (a+b+c)? 
ae 
atc a+b Obt+e atc a+b b+ec 

(a+b+c)? _ (a+b+c)? 


5 1 1 1 7 ee eee b 
(ash +o (—S +p t+a) a+b b+c cta 
26893. Fie M un punct in interiorul unui triunghi ABC si Ra, Ro, Re. razele 
cercurilor circumscrise triunghiurilor MBC, MCA, respectiv MAB. Sa se arate ca 
oo) ee oe ee 
R, R, Re~ MA MB MC 
Nicusor Minculete, Brasov 
Solutie. Aplicém o inversiune de pol M si putere 1, iar pentru fiecare punct 
X al planului notém cu X’ inversul sdu (transformatul prin inversiune al lui X). 
Cercul MAB care trece prin polul M se transforma in dreapta A’B’ care nu trece 
prin pol, iar diametralul opus M,; al punctului M in cercul MAB se transforma in 
punctul M/ =proiectia lui M pe A’B’. 
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1 
Asadar MM,-MM.=1<2R,..MM,=18MM/= aR.” 
avea MM’ =o (2), MM; = <n , (3). In triunghiul A’B’C’ inegalitatea Erdés- 
b 
Mordell se scrie MA’ + MB’ + MC’ > 2(MM,+MM,+ MM), (4). Deoarece 


1 1 
! — —— / as —_—_ / a —_—_—_— 1 1 i 
MA' = , MB WB? MC Vek folosind (1), (2), (3), inegalitatea (4) 
d + — . + —~ : >— : + — : + —, ceea ce trebuia demonstrat 
ne aA MA MB MC Ro R, R.’ 


26894. Sd se arate ca existd o infinitate de numere naturale n astfel incat 
n?+n+1 divide ni. 


(1). Analog, vom 


Lucian Tutescu, Craiova 
Solutie. Fie m > 2 un numar natural. Cum 1 < m? —m+4+1 < m? + 
+m+1< m?4+m? 4m? = 3m? < m‘*, rezulta ci’ numerele m? —m+1 si m? + 
+m +1 apar in produsul numerelor naturale mai mici ca m*, deci m* + m? +1 = 
= (m? —m+1) (m? + m+ 1) divide (m*)!. Din 
(m? — 1) (m4 +m? +1) —(m eo) (ne —m ed) =m® -1—m®-1=-2, 
deducem ci numerele impare m* + m? + 1 si m4 — m2? +1 sunt coprime. Cum 
m* —m? +1 < m+, rezulta c& m® + m4 +1 = (m4 — m? + 1) (m* + m? + 1) divide 
(m*)!. Deci n = m* cu m > 1 verifica cerinta. 


Clasa a XI-a 


; 3 ee. 1 
26895. Fie numerele reale strict pozitive a, b, ao, bo astfel incdt a € EF 1). 
Definim girurile de numere reale (Qn),.>9 $1 (On) n>9 Qnt1 =a (>. + ~| Si bn4i1 = 


b booed 
=a («., + -) n 20. Sa se arate cd sirurile (an),>9 $1 (bn )n>o Sunt convergente 


daca $1 numai daca ag = bo. 
Mihai Dicu, Craiova 
Solutie. Presupunem ca sirurile (an),,5 si (bn),,>9 Sunt convergente catre 1; 
si respectiv lg. Cum a, > 0, b, > 0 pentru orice n € N obtinem |; > 0, lz > 0. Din 
On+1° An = A(Anby + b) = bnyibn, rezulta c& 1? = 12, deci ly = lg = I. 


y : ‘ a , ; 
Daca ! = 0 atunci co = lim — = lim (an41 —ab,) = 0, fals, deci | > 0. 
N00 An n—00 
a b An— ny heh ad a 
Cum “7 = 2% = = ~ pentru orice n € N*, rezult& c& sirul (—" ) este 
ao 
constant. Deoarece — eM —— = 1, obtinem ao = Jo. 


bo n— oo = 
Reciproc, daca ap = bo rezulta, in mod evident, prin inductie c& a, = bn, 


oricare ar fin € N. Raméane sa aratadm ca sirul definit prin a,41 = a (<., + — 
an 


An ac 


orice n > 1. Fie f: | Vb, oo ) > | Vb, co), f(z) =a(2+2), Cu 


b 
este convergent. Cum a («., + ~) > 2avb, rezult® ci a, > 2avb > vb pentru 
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f(x) - f(y)| =a 


- b 
ey b=—¥| = ale—y)-|1- >| < ale vl 


Va,ye vb, 00) sia < 1 rezulta ca f este contractie, deci sirul (a,,),, este conver- 
gent. 
26896. Fie matricile A,B € M2(C) astfel éncat (tr(AB))* = tr (A?B?). Fie 
numerele reale x si y cuz? +y? = 1. Sd se arate ca 
det(zAB + yBA) = det(AB). 
Marius Stanean, Zalau 
Solutie. Din teorema Hamilton-Cayley pentru matricea AB + yBA avem 
(cAB + yBA)? = tr(zAB + yBA) - (zAB + yBA) — det (txAB + yBA) In, deci 
z*(AB)* + y?(BA)? + zy (AB?A + BA’B) = 
= (x + y)tr(AB)(zAB + yBA) — det(xAB + yBA)lo. 
Trecand la urma ultima relatie obtinem 
x*tr ((AB)*) + ytr (( (BA)*) + zy (tr (AB? A) + tr (BA*B)) = 
= (r+ y)? + tr?(AB) — 2det(xAB + yBA). (1) 
Cum tr ((BA)?) = tr ((BAB)A) = tr(A(BAB)) = tr ((AB)?) si tr (AB?A) = 
= tr(A(B?A)) =tr (Ba?) — tr (A?B?) = tr((A?B) B) = tr (BA?B),relatia (1) 
devine tr ((AB)*) + 2cytr (A?B?) = (x + y)*tr?(AB) — 2det(xAB + yBA). 
Cum tr?(AB) = tr (A?B?),ultima relatie devine 
tr ((AB)*) = tr?(AB) — 2det(zAB + yBA). 
Cum (AB)? = tr(AB)AB-—det(AB) Io, rezulta ca tr ((AB)?) = tr?(AB)—2 det(AB), 
deci det(zAB + yBA) = det(A) det(B). 


26897. Fie p un numar natural nenul. Sd se demonstreze ca sirul cu termenul 


general Yn = {/4n + 2p} —{/n+/f/n+p} este convergent daca si numai daca p 
este impar. 
Ioan Baetu, Botosani 


Solutie. Fie a, = /4n + 2p — (/n + /n +p), — Cum 

6 eee _ Pp 

a cae aaa ce = FE ayn ntpt+yn’ 
rezulté c& lim an = 0. Daci& bn = [/4n+ 2p] — [/n+ /n+p], n € N, cum 


Yn = An — he results c&, (Yn), este convergent dacd si numai daca (b,),, este con- 
vergent. Studiem convergenta sirului (b,),. Cum 4n+ 2p = 2(n+n+p) > 


> (/n+/n+p)’, rezulta ci /4n+ 2p > /n+/J/n+p, oricare ar fin € N. Mai 
mult, /n+ /n+p > /4n4+ 2p—1 © 2n+pt+2/n(n+p) > 4n+2p-14 


Saye 
<> 2,/n? + np > 2n+p—1 4n?+4np > 4n?4+4n(p—1)4+(p—1)* en > (2>) 


2 
Ens | 
deci /4n+2p—I1 < J/n+ J/n+p < /4n+p pentru orice n > (25) . Fie 
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mn = [ /4n + 2p]. Pentru fecare n pentru care 4n + 2p nu este patrat perfect 
avem On < V4n+ 2p, deci a2 < 4n+ 2p, de unde a% < 4n+ 2p—1. Obtinem 


2 
—1 
An < f/4n+2p—-—1< J/n+J/n+p < /4n+ p < an+]1 pentru orice n > (2) ; 


deci [/n + /n + p] = ap gi, in concluzie, b, = 0. 
Daca p este impar, atunci 4n + 2p = 2 (mod 4), deci 4n + 2p nu este patrat 


—] 
perfect. Rezulta ca 6, = 0 pentru orice n > (=) , deci yn — 0. 
Daca p = 2l, | € N*, atunci 


byes = | VaR?) — [V7 —1 + VRP +1] = 2k — [VRP =1+ VP FT. 
Cum k—1 < Vk? —1, k < Vk? +1, pentru orice k > Es 
< Vk? —-l4+Vk? +1 < 2k, pentru orice k > — deci [ Vk? — 14 Vk? +0] =p 4) 


l 
Atunci b;,2_; = 1 pentru orice k > — Cum 4n + p = 4(n+1) care nu este patrat 


1 
, obtinem 2k —1< 


perfect pentru o infinitate de n—uri (de exemplu n = k? +1—1, k > 1), rezulta ca 
sirul (6,),, are douad puncte limita, 0 si 1, deci este divergent, de unde sirul (y,),, 
este divergent. 


Clasa a -XPkea 


26898. Fie f : [0,1] — (0,00) o functie continud. Sd se arate ca 
1 1 1 1 


x°"—* f(x)dx- | x??*1 f(z)dx > | 2?" f(x)da- | 2?" f(x)de. 
pee ees 


0 
Florin Rotaru, Focsgani 
Solutie. Pentru a > 0 fie fa : [0,1] — [0,00), fa(x) = 2% / f(z). 


Din inegalitatea integrala Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem 
2 


| fo(z)dz - | f3(x)dx > | fa(x)fp(x)dz } , 
0 0 0 
deci 


1 1 2 


1 
/ x? f(x)dz - / x? f(x)dx > / a%t f(x)da |} , 
0 0 
oricare ar fia >0,6>0. Pentrua=n-1 si G =n, obtinem 


1 


[2-0 [yoy > (/ jor) : (1) 
0 0 


0 


2 1 2n—-1 
“ p= “= , obtinem 


lar pentru a = 


1 


1 1 7 
a7"! F(r)dx- | 2?"-f(x)dx > a" f oo : (2) 
aa | | 


0 
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1 


Cum f este continua, ; x f(xz)dx > 0, pentru orice a > O gi prin inmultirea 


0 
relatiilor (1) si (2) rezulta concluzia. 
26899. Fie n un numadr natural par $i 21,22,...,2n rdaddcinile ecuatiei 
Tr 
z”?+a2"-!-1=0. Ardtati cd ba =n+1. 
k=1 
Sfetoslav Cremarenco, Buzau 


Solutie. Pentru fiecare k € N* notam S;, = ae Din relatiile lui Newton 

p=1 
aplicate polinomului f= X"+X"—-'~—1 obtinem S; = —1, S,+S,p_-1 =0,k =2,n-1 
si S, + Sp-1 —n = 0. Cum S; = (—1)*~! - S, = (—1)* pentru k = 2,n—1 gi n este 


par, rezulta ca S,_1 = —1, deci S, =n+1. 

26900. Pentru orice numér natural nenul n $i orice numere reale uy,...,Un 
notam cu Q[u1,...,Un] multimea ezpresiilor polinomiale in uj, U2,...,Un, adicd a 
sumelor finite de monoame au,'u,...ur, unde a € Q $2 11, t2,..-,1n EN. 


Demonstrati cd pentru orice doud numere rationale pozitive a, b are loc egali- 


tatea 
Q | ¥a, Yo] =Q|¥a+ Vo]. 
Toma Albu, Bucuresti 
Solutie. Extinderea Q C Q | 7a, ve) este Cogalois in baza criteriului lui Gre- 


ither si Harrison ((1], pag. 304). In aceasta extindere grupul radicalilor peste Q 
este generat de Y/a si W/b, adicd G = T (Q | 7a, v5) /Q) = Q"* ( Ya, Yo). In baza 
teoremei elementului primitiv pentru extinderi G—Cogalois ([1], pag. 306) suma 
de radicali 3/a + ¥/b este un element primitiv al extinderii considerate, adicd avem 


egalitatea Q | 7a, vi) =Q | va + ve) ; 
BIBLIOGRAFIE 


(1] T. Albu, I. D. Ion, Itinerar elementar in algebra superioard, Ed. MatrixRom, Bucuresti, 
2012. 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE 
Clasa a VII-a 


1. Care este cel mai mic numar intreg de doua cifre? 


ean ae Se aes 
2. S& se scrie doud numere rationale mai mari decat 3 si mail mici 
1 
decat —. 
12 


1) La problemele din aceast& rubric& nu se primesc solutii. (N.R.) 
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3. Se dau numerele a = —2,73 si b = —2,7(3). Care dintre cele doua 
numere este mai mare? 


4. In triunghiul dreptunghic ABC, (m(<A) = 90°), avem AB = 4 cm 
si m(<xC’) = 30°. Aflati lungimea medianei AM, M € BC. 
5. Daca AADE = AMAB, m(xDAE) = 40° si m(XADE) = 80°, 
calculati masura unghiului ABM. 
6. Un triunghi isoscel are un unghi cu masura de 70°. Aflati masurile 
celorlalte doua unghiuri. 
Clasa a VIII-a 


7. Se dau numerele a = —1,73 si b = —V/3. Care dintre cele douad 
numere este mai mic? 


8. Care este cel mai mare numar intreg, mai mic decat —4,(24)? 


9. Aratati cdi numarul |2 — V5| — \/ (1 - J)" este intreg. 


10. Lungimea unui cerc este egala cu 367 cm. Ce lungime are un arc 
din acest cerc cu masura de 60°? 


11. Un triunghi dreptunghic are catetele de 6 cm, respectiv 8 cm. Aflati 
lungimea razei cercului circumscris triunghiului. 


12. Punctele A, B, C si D sunt intr-un plan a, iar punctul T este 
exterior planului a. Care este numarul maxim de plane determinate de aceste 
puncte? 


Clasa a IX-a 

13. Fie a un numar real gi r un numar rational nenul. In ipoteza ca a” 
si (a+r)? sunt numere rationale, ardtati ci a este rational. 

14. Fie a un numar irational astfel incat [a] - {a} este numar rational. 
Calculati [a]. | 

15. Fie A si B doua multimi finite astfel incat AUB are 24 de elemente 
si AM B are 7 elemente. Aratati cé numarul elementelor din A si respectiv 
B sunt prime intre ele. 


16. Cate numere naturale de forma abc au b* = ac? 

17. Cate diagonale ale poligonului convex A;A2...A9914 nu inter- 
secteaza diagonala A; Ag? 

18. Dati un exemplu de progresie aritmetica de numere naturale care 
nu contine niciun patrat perfect, iar gon este patrat perfect pentru orice 
numar natural nenul n. 


Clasa a X-a 
19. Comparati numerele a = /99 + V101 si b = V98 + V/102. 
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20. Ar&tati cd exist’ un numar irational a pentru care a* — 4a este 
numar rational. 


21. Demonstrati ci 1/3 >. Yn, oricare ar fi n > 2 intreg. 

22. Ordonati cresc&tor numerele 0, 19!, 0, 2%? si 0, 3%. 

23. Calculati valoarea expresiei x? + 62? + 12% +1 pentru z = </3 -2. 
24. Demonstrati ca / 49 + 20V6 + 1/49 — 20V6 = 2V3. 


Clasa a Xi-a 


25. Pentru fiecare numar real m consideram matricea 


0 O 1 
A(m) = 1 0 -l 
—m m —-2 


a) Calculati det A(m), m € R. 
b) Aratati cd pentru orice m € R, suma elementelor matricei 


B= A(1) + A(2)+...+ A(m) 


este egala cu —m. 
c) Calculati determinantul adjunctei matricei A(m). 


2 
26. Se considera functia f : R \ {2} +R, f(z) = al 5° 
a) Determinati ecuatia asimptotei spre oo la aici lui f. 
b) Calculati lim (fa) 
n—0o r 


c) Aratati ca f este convexa pe (2, 00). 


Clasa a XTi-a 


27. Se considera polinomul f = X* — 3X? + 3X +a, unde a este un 
numar real nenul si 71, 72,23 € C radacinile lui. 
a) Calculati ¢ — =] (: — =) ¢ — =): 
L} r2 L3 
b) Pentru a = 5, aratati cd f are cel putin o radacina irationala. 
c) Determinati valorile reale ale lui a pentru care f are toate radacinile 
reale. 


28. Se popeier> — f: ROR, f(z) =2? +241. 


a) Aratati ca cals ee = In3. 


Fe 
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1 

. [ f(z) 
b) Calculati / a id 
0 


z. 


1 
‘ds r” 
c) Calculati jim: / ja 
0 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR) 


P:718. Scrieti cel mai mic numar, cu cifre nenule, pentru care suma 


cifrelor este 42. 
* ok Ok 


P:719, Suma a doua numere naturale este 849. Cat devine suma daca 
unul dintre numere se micsgoreaza cu 37, iar celalalt se mareste cu 73? 
* * x 


P:720. Un copil are pe masa 50 de cuburi colorate: 17 rosii, 14 galbene, 

10 verzi si 9 albastre. Prietenul sau ii cere ca, legat la ochi, si extraga din 

gramada mare de cuburi o gramada mai mica, astfel Incat gramada mica sa 

contina cel putin 6 cuburi de aceeasi culoare. Care este numarul minim de 
cuburi ce trebuie extras din gramada mare? 

Toma Andrei Sdcutu, elev, Bucuresti 


P:721. Sumaa 2013 numere naturale diferite este 2025078. Determinati 
produsul lor. 
Tiberiu Musat, elev, Bucuresti 


P:722. Aflati toate numerele de forma ZyzZ, stiind cA x = y+ 2 si 
z=A4xy. 

Ana Cristina Marcu, eleva, Bucuresti 

P:723. Un numar natural marit cu 544 este de cinci ori mai mare decat 


numarul micsorat cu 96. Aflati numarul. 
* ok Ox 


P:724. Suma a trei numere naturale diferite este egala cu 120. Dublul 
unuia dintre ele este egal cu suma celorlalte doua, iar un altul este egal cu 
diferenta celorlalte doua. Aflati numerele. 

Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 

P:725. In patru cutii sunt 96 de bomboane. In a doua cutie sunt de 
dou& ori mai multe bomboane decat in prima cutie. In fiecare din cutiile 
trei gsi patru sunt acelasi numar de bomboane, adica jumatate din numarul 
bomboanelor din prima cutie. Cate bomboane sunt in fiecare cutie? 


1) Se primesc solutii pan& la 31 ianuarie 2015 (data postei). (N.R.) 
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P:726. Anau x din egalitatea: 
| {64 + 32 x [16 —8 x (4—2)]} : 2 = 32. 
k * Ox 


P:727. O persoana nascuta dupa anul 1950 va implini in anul 2053 
varsta egala cu produsul cifrelor anului nasterii sale. Aflati in ce an s-a 
nascut persoana respectiva. 


Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU ») 
| Clasa a V-a 


E:14701. Un comerciant are intr-un vas plin 64 de litri de alcool pur. 

El scoate in prima zi o patrime din cantitate si apoi umple vasul cu apa. 

A doua zi scodte din vas o doime din continut si iar umple vasul cu apa. 

A treia zi scoate din vas o optime din continut si umple din nou vasul cu 

apa. Ce cantitate de alcool si ce cantitate de apa se afla in vas dupa cele trei 
operatiuni? 

Artur Baléucd, Botosani 


E:14702. Numarul 65 are proprietatea ca se poate reprezenta in cel 
putin doua feluri ca suma de doua patrate perfecte: 65 = 49 + 16 = 64+ 1. 
Aratati c& numarul 2579!° are aceeasi proprietate. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


E:14703. Se considera sirul de numere naturale 2, 7, 12, 17, 22, ..., in 


care fiecare termen, incepand cu al doilea, este cu 5 mai mare decat prece- 
dentul. 


a) Aflati al 501-lea termen al sirului. 
b) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului. 

| Gheorghe Molea, Curtea de Arges 
E:14704. Cate solutii naturale are ecuatia 


a(x+3)+a(2+5)+a2(2+7) =1+24+34+...4+ 2014? 


Marius Bocanu, elev, Bucuresti 
Clasa a VI-a 


E:14705., Determinati numerele naturale abc si x pentru care are loc 
egalitatea: x? + ax? + bx + c = 2014. 
Ion Safta, Pitesti 


1) Se primesc solutii pana la 31 ianuarie 2016 (data postei). (N.R.) 
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E:14706. Derminati numerele de forma Tyz, x # 0, stiind ca 


LYZ 
“w= Bye. 
z2yy 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 
E:14707. Demonstrati cd numerele a = 57025 + 52026 gi § = 43006 + 43005 


au cel putin trei divizori diferiti de 1. 
Claudiu Roman, elev, Bucuresti 


abcd 


8625 
Costel Anghel, Negreni, Olt 


E:14708. Sa se determine cifrele a, b, c, d stiind ca = 1,0ac. 


Clasa a VII-a 


E:14709. Fie ABC un triunghi. Aratati cd inaltimile din B gi C sunt 
perpendiculare daca si numai daca triunghiul este dreptunghic. 
Constantin Apostol, Rm. Sarat 


E:14710. Aflati numerele naturale nenule a caror diferenta este egala 
cu catul lor. 
Gheorghe Stoica, Petrogani 


E:14711. Numerele naturale a si b+ 1 sunt direct proportionale cu b 
sia —1. Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor a gi D. 
* Ok x 


E:14712. Cate numere naturale de trei cifre se divid cu 2 si nu se divid 
cu 9? 
* * x 


Clasa a VIII-a 


E:14713. In triunghiul ABC’, BB, si CC, sunt mediane, B, € AC si 
C, € AB. Stiind ci BC = 4 cm, BB, = 3V3 cm si CC, = 3 cm, aflati aria 
triunghiului ABC’. 


Constantin Apostol, Rm. Sarat 


E:14714. Fie ABC'D un paralelogram cu AC’ L AD. Notam cu S si- 
metricul lui A fata de mijlocul laturii CD gsi cu Q proiectia lui C' pe diagonala 
BD. Demonstrati ca <SDQ = xSAQ. 


Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
E:14715. Aratati ca ecuatia: 
5a? — 6ry + 4y? — 197 + 8y —-7 =0 


nu are solutii Intregi. 
Marian Radulescu, Mioveni, Arges 
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E:14716. Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatia 
2x? + Qy* — 34 —3y+2=0. 
Constantin Apostol, Rm. Sarat 


PROBLEME PENTRU LICEU ») 
Clasa a IX-a 


26957. Se considera sirul (a,),,., definit prin 
ao = 0, a3 = 1 SI Qn41 = 2,/On410n — An +1, n> 1. 


Sa se arate ca 
n 
i= »: 4/1 + 4,/apax_1. 
k=1 


26958. Sa se arate ca 
b—a c—b a—c 
ee ee 
az#+ab b2+be c2+ac7 
oricare ar fi a,b,c > 0. 


Florin Rotaru, Focgani 


Florin Antohe, Galati 
26958. Numerele rationale m, n, p verifica relatia 
(m+n+p)> =9(m2n+n*p+ p*m). 
5a se arate cam = n= p. 
George Stoica, Canada 
26960. Fie n > 2 un numar natural. Sa se determine valoarea maxima 
a numarului real c astfel incat sa fie verificata inegalitatea 
(11 + Zo+... ea.) > CL12Ly 


pentru orice numere reale 71, 72,...,Z%n, cuO < 471 < Tg <... < Ip. 
George Stoica, Canada 


Clasa a X-a 


26961. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC consideram punctele 

M, respectiv N. Fie O punctul de intersectie a dreptelor BN siC'M. Notam 

cu a b, c, d ariile poligoanelor BOC, BOM, CON, respectiv OMAN. Sa se 
arate ca d (a* — bc) = bce(2a +b +c). 

Marcel Chirita, Bucuresti 


26962. Sa se arate ca in orice triunghi ABC’ avem 
a“ cos B cos C + b* cos Acos C + c* cos Acos B < 28. 


Leonard Giugiuc, Drobeta Tr. Severin 


1) ge primesc solutii panad la 31 ianuarie 2015 (data postei). (N.R.) 
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26963. Sa se demonstreze ca 
log, 6 + log, c + log.a => log,, bc + log,.ab+ 1, 
oricare ar fi numerele reale a,b,c > 1. 
Marian Cucoanes, Marasesti 


26964. Sa se determine numerele prime pozitive p si q, stiind ca 


pi-q=pr+q. 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


Clasa XI-a 


26965. Fie (a,),,. un sir de numere reale pozitive cu a9 > 1. Sa se 
arate ca exista un numar natural nenul m, astfel incat 
m+l—-a 
Om — Am4+1 << —————~ < G@m_1 — Gm + —. 
m m 
Vlad Mandric, elev, Bucuresti 


26966. Fie A si B douad matrice patratice de ordin doi cu elemente 
reale avand proprietatea ci AB — BA = A?. 
S& se arate c& (B — A)?0!4 = B7°13(B — 2014A). 
Traian Tamdian, Carei 
26967. Fie A o matrice patratica cu elemente intregi avand determi- 
nantul egal cu 2. S& se demonstreze ca cel putin un complement algebric al 


matricei A este numar intreg impar. 
Marian Andronache, Bucuresti 


Clasa a XII-a 
26968. Fie functia f : Z9 > Zo, f(z) = x7. Sse determine submultimile 
nevide A ale multimii Zg cu proprietatea f(A) = A. 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


26969. Fie f : R > (0,00) o functie care are primitive. S& se arate ca 


functia g : R > R definita prin g(x) = { sn zi S ; 


Marian Andronache, Bucuresti 


nu are primitive. 


26970. Fie (G,-) un grup abelian finit, cu proprietatea ci numarul 
endomorfismelor sale gi numarul automorfismelor sale sunt prime intre ele. 
Sa se arate ca G este grup ciclic. 

Marian Andronache, Bucuresti 
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de noroc, poate invinge adversitatile si poate aspira la a-si valorifica pe deplin 
inzestrarea naturala. Exemplul minunat al lui D. D. Stancu se alatura celor 
precedente ale lui David Emmanuel, Dimitrie Pompeiu, Gheorghe Vranceanu 
si Dumitru V. Ionescu. Intr-adevar, nascut la 11 februarie 1927, intr-o familie 
foarte saraca din comuna banateana Calacea, D. D. Stancu ramane orfan de 
tata la o varsta frageda si, copil fiind, trebuie sé munceasca o vreme, pentru 
ca sa-si ajute mama. Fratele sau mai mare, care lucra in Arad, reuseste sa-l 
inscrie la orfelinatul ,,Regina Maria“ din oras, unde incepe si clasele primare, 
pe care le termina la Sannicolaul Mic, urmand apoi Gimnaziul Teoretic din 
Aradul Nou. Acum, ca si in cazul lui Gh. Vrdnceanu, calea era deschisa; 
altfel, s-ar fi irosit un mare talent! Urmeaza cursurile vestitului liceu ,,Moise 
Nicoara“ din Arad. Acolo, profesorul de matematica Ascaniu Crisan, care 
era si directorul liceului (si, cu circa doua decenii in urma, fusese profesorul 
viitorilor academicieni Tiberiu Popoviciu si Caius Iacob) il apreciaza in mod 
deosebit pe sclipitorul elev si il incurajeaza, astfel ca se pecetluieste preferinta 
lui pentru matematica. 

In 1947 , admis in mod stralucit, prin examen, ca student la Facultatea 
de Matematica si Fizica a Universitatii Babes-Bolyai din Cluj, este imediat 
remarcat de profesorii sai si, ca urmare a rezultatelor exceptionale, este numit 
preparator inca din anul III. La absolvire, este retinut ca asistent la Cate- 
dra de analizi matematica, al carei sef era acad. Tiberiu Popoviciu, sub a 
carui conducere obtine titlul de doctor in 1956, din comisie facand parte si 
acad. Miron Nicolescu, impreuna cu profesorii Adolf Haimovici si Dumitru 
V. Ionescu. Teza, din domeniul analizei numerice, era finalizata inca din 
1955. 

D. D. Stancu a condus seminarii si a predat cursuri de analiza matema- 
tica, aritmetica si teoria numerelor, analizi numerica si teoria aproximarii, 
probabilitati si statistica matematica, informatica gi altele. Mentiondm ca a 
fost, de la inceputuri, ca si acad. Gr. C. Moisil, unul dintre matematicienii 
care, inca din anii ’60, au anticipat rolul din ce in ce mai important pe care il 
vor avea calculatoarele in matematica, precum si in toata activitatea umana 
si a sustinut introducerea lor in tara cat mai rapid posibil, tinand si primul 
curs de programare la Universitatea Babes-Bolyai. In anul universitar 1961- 
1962 a efectuat un stagiu de specializare la Wisconsin University din Madison 
(SUA), unde a avut prilejul sa intre in contact cu numerosi matematicieni 
importanti din acea perioadé. La intoarcere, deja conferentiar, este numit 
prodecan al Facultatii de Matematica si sef al Catedrei de calcul numeric si 
statistic, nou inflintata. Va conduce aceasta catedra pana la pensionarea sa, 
din 1995. Din 1968 este profesor gi conducator de doctorat, indrum4nd peste 
40 de doctoranzi in stagiul de pregatire si de elaborare a tezei. A fost invitat 
sa tina conferinte la numeroase universitati, realizdrile sale stiintifice, con- 
cretizate in peste 130 de articole de specialitate sunt recunoscute pe plan mon- 
dial si frecvent citate de specialisti. O anumita notiune din teoria aproxim4rii 
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li poarta numele. A fost redactor sef sau membru in comitetul de redactie al 
mai multor reviste de specialitate, romanesti sau straine. A publicat si a coor- 
donat mai multe tratate in domeniul analizei numerice si teoriei aproximarii. 
A primit titlul de Doctor Honoris Causa al Univesitatii ,.Lucian Blaga“ din 
Sibiu si al Universitatii de Nord din Baia Mare (astazi centrul Universitar 
de Nord al Universitatii Tehnice din Cluj-Napoca), iar in 1999 a fost ales 
membru de onoare al Academiei Romane. 

Chip luminos, profesorul era un om de un mare echilibru sufletesc, de o 
minunata bunatate, de o generozitate neconditionata, care stia sa Incurajeze 
pe toti colaboratorii sai si pe cei ce aveau privilegiul indruméarii sale, era o 
fire dreapta, optimista si inzestrata cu un humor sanatos, de cea mai buna 
calitate. Toti cei care l-am cunoscut, care am lucrat cu dansul sau am fost 
indrumati de dansul, ii pastraém cea mai calda si frumoasa amintire. 
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Programul activitatilor 
Filialelor S.S.M.R. si Inspectoratelor Scolare Judetene 
in perioada iulie — decembrie 2014 
(activitati comunicate pana la data publicarii revistei) 


Julie 2014 


2 iulie — Masa rotunda Ezperientd si dedicatie in invdtémant — C.N. Traian 
Drobeta Turnu Severin, jud. Mehedinti 

3 -- 11 dulie — Tabara de matematica Viitorii Matematicieni - C.N. Roman 
Voda, Roman, jud. Neamt 

5-12 iulle — Tabara judeteand de matematica a Filialei Bistrita Nasaud — 
Costinesti, jud. Constanta 

10 julie — Festivitatea de premiere a elevilor care au obtinut premii la 
olimpiade gsi concursuri — Corabia, jud. Olt 

11 iulie — Consursul Viitorii Matematicieni — C.N. Roman Vodd, Roman, 
jud. Neamt 

21--25 august — Tabara nationald de matematica Recreatii matematice — 
Miclauseni, jud. Iasi 

26 inlie-3 august — Tabara de matematica a Filialei Comanesti-Brusturoasa, 
Popasul Sugura, jud. Bacau 

30 iulie — Proiectul educational Scoala de matematicd in context European 
— Asupra problemei lui Malfatti — Lic.Tehnic D. Dima Pitesti, jud. Arges 


August 2014 


11-17 august — Tabara interjudeteand de matematica a Filialei Corabia — 
Sarmizegetusa, jud. Hunedoara 
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28 august — Proiectul educational Scoala de matematica in contert European 
— Solutii ingenioase ale unor probleme date la olimpiadele de matematica — 
Sc.Gimn. I L. Caragiale Pitesti, jud. Arges 

28 august-11 septembrie — Tabara nationala de matematica a Filialelor 
Valcea si Olt — Voineasa, jud. Valcea 

3i august-5 septembrie — Tabara de excelenta pentru elevii claselor IV-XII 
— Lic.Teoretic Bogdan Vodd Viseu de Sus, jud. Maramures 


Septembrie 2014 


1-4 septembrie — Conferinta Internationala de Geometrie Diferentiala si 
Sisteme Dinamice DGDS-2014 — L.T. Callatis Mangalia, jud. Constanta 

10 septembrie — Concursul interjudetean Clepsidra. Aniversare Stefan 
Smarandoiu si Mircea Fianu — Voineasa, jud. Valcea 

23 septembrie — Concursul Colegiul National Al. Vlahutd -— 125 ani de 
existenta — C.N. Al. Viahuta Rm. Sarat, jud. Buzau 

26 septembrie — Dezbaterea Ce a fost bine si ce a fost radu la olimpiadele 
gi ecamenele de bacalaureat din 2014 — Colegiul Ec. Drobeta Turnu Severin, 
jud. Mehedinti 

30 septembrie — Proiectul educational Scoala de matematicd in context 
European — Gazeta matematica — factor determinant in progresul calitativ al 
performantei olimpice — Bibl. Jud. D. Golescu Pitesti, jud. Arges 


Octombrie 2014 


4 octombrie — Concursul Centrului de excelenta — §.g. Nicolae Titulescu 
Calarasi, jud. Calarasi 

4 octombrie — Concursul de matematica al centrelor de excelent& — Constan- 
ta, jud. Constanta 

4 octombrie — Workshop comun Romania —Serbia in cadrul proiectului 
SusMathEdu — Univ. de Vest Timisoara, jud. Timis 

35 octombrie — Simpozionul national Dan Brénzei. Rolul auziliarelor in 
educatia matematicd a elevilor din ciclul primar, gimnazial si liceal — Poiana 
Negrii, judet Suceava (organizat de Filialele Bistrita Nasaud, Botosani, Co- 
manesti, Iasi, Roman si Suceava). 

10 octombrie — Concursul regional (pe echipe), Math Space (clasele V- VIII) 
—C.N. Mircea cel Batrén Constanta, jud. Constanta 

15 octombrie — Cercul profesoral Gazeta Matematicd — §.g. nr. 6 Iacob 
Murestanu Brasov, jud. Brasov 

18 octombrie — Simpozionul Eminescu gi stiinta — Roman, jud. Neamt 
20 octombrie — Sesiunea de comunicari a profesorilor si elevilor — §.Gimn. 
Luceafdérul Bucuresti 

24-26 octombrie — Conferinta Nationala a S.S.M.R. — Univ. Al. I. Cuza 
Iasi, jud. Iasi 

25 octombrie — Concursul interjudetean Isoscel — S. Gimn. N. Titulescu 
Caracal, jud Olt 
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25 octombrie — Concursul judetean Jon Onutdé — Colegiul Ec. Calarasi, jud. 
Calarasi 
25 octombrie — Concursul judetean Jon Chescd — Colegiul Ec. Calarasi, 
jud. Calarasi 
25 octombrie — Concursul Céaldrasi-Silistra — Colegiul Ec. Calarasi, jud. 
Calarasi 
25 octombrie — Concursul interjudetean Cristian Calude (clasele IV-VI) - 
Galati, jud. Galati 
25 octombrie — Concursul judetean Argesgim — §.g. Negru Voda Pitesti, 
jud. Arges 
30 octombrie — Proiectul educational Scoala de matematicd in contert Eu- 
ropean — Trisectiunea unghiului in viziunea constructiei cu rigla si compasul 
— Lic.Tehnologic Mihai Viteazul Pitesti, jud. Arges 
31 octombrie-2 noiembrie — Concursul international (tip OIM) pentru 
juniori gi seniori Mathematical Danube Competition — §.g. Nicolae Titulescu 
Calarasi, jud. Calarasi 
31 octombrie-2 noiembrie — Concursul interjudetean Jon Barbu-Dan Bar- 
bilian —§.g. Nicolae Titulescu Calarasi, jud. Calarasi 

Activitati ale cdaror date de desfagurare urmeaza a fi stabilite 


Cercul Problem solving din Gazeta Matematica — C.N. V. Streinu Gaesti, 
jud. Dambovita 

Concursul national Euclid — jud. Maramures 

Concursul national Evaluare in matematica — jud. Maramures 

Concursul judetean de logica si perspicacitate Jorgu Radu — Sc.gimn. nr. 1 
Iorgu Radu Barlad, jud. Vaslui 

Concursul judetean Misterele matematicii — $c.gimn. nr. 5 Stefan cel Mare 
Vaslui, jud. Vaslui 


Noiembrie 2014 


1 noiembrie — Concursul interjudetean Cristian Calude (clasele VII-XII - 
proba individuala) — Galati, jud. Galati 

1 noiembrie — Concursul national de matematica si informatica Micul 
Gates — C.N. M. Basarab Rm. VaAlcea, jud. Valcea 

2 noiembrie — Concursul interjudetean Cristian Calude (clasele VII-XII - 
proba pe echipe) — Galati, jud. Galati 

2 noiembrie — Sesiune de comunicari stiintifice — Galati, jud. Galati 

6 noiembrie — Seminarul Aspecte metodice ale preddrii notiunii de integrald 
in liceu — Pitesti, jud. Arges 

7-9 noiembrie — Concursul interjudetean Memorialul David Hrimiuc — Gura 
Humorului, jud. Suceava 

8 noiembrie — Concursul Sperante olimpice — Pascani, jud. Iasi 

8 noiembrie — Concursul interjudetean Memorial Nicoldita Sanda — §. 
Gimn. N. Balcescu Dragasani, jud. Valcea 
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12 noiembrie - Cercul profesoral Gazeta Matematica — §.g. nr. 6 Iacob 
Muresianu Brasov, jud. Brasov 

13 noiembrie — Sesiunea de comunicari stiintifice Matematica $1 aplicatiile 
ei — Scoala Nationala de Gaze Gaz Medias, jud. Sibiu 

15 noiembrie — Sesiunea nationala de comunicari de Educatie Matematica 
—C.N. Spiru Haret Bucuresti 

15 noiembrie — Consursul Viitorii Matematicieni — pentru cl. a V-a - 
Roman, jud. Neamt 

15-16 noiembrie — Concursul national Laurentiu Panaitopol — C.N. Spiru 
Haret Bucuresti 

18 noiembrie — Concursul American Mathematics Competitions (AMC8) - 
C. N. Traian Drobeta Turnu Severin, jud. Mehedinti 

21-23 noiembrie — Concursul interjudetean Matematica de drag — Bistrita, 
jud. Bistrita-Nasaud 

22 noiembrie — Concursul interjudetean Regina Maria —§.g. Regina Maria 
Sibiu, jud. Sibiu 

22 noiembrie — Sesiunea metodico - stiintifica Matematica in invatdmantul 
gimnazial — §.g. Regina Maria Sibiu, jud. Sibiu 

22 noiembrie — Concursul interjudetean Millenium — Gr.Sc. I. V. Liteanu 
— Liteni, jud. Suceava 

22 noiembrie — Concursul national interdisciplinar Pandurii lui Tudor — S. 
Gimn. T. Vladimirescu Dragagani, jud. Valcea 

27 noiembrie — Proiectul educational Scoala de matematicd in context Eu- 
ropean — Calculul determinantului de ordin 4 prin regula lui Sarrus — Lic. 
Teoretic Jon Barbu — Pitesti, jud. Arges 

28 noiembrie — Simpozionul international Educatia matematica in conteztul 
european actual— Colegiul Tehnic Mircea Cristea Brasov, jud. Brasov 
28-30 noiembrie — Concursul national Nicolae Coculescu — C.N. Ion Minu- 
lescu Slatina, jud. Olt 

29 noiembrie — Concursul judetean Tomis (faza locala) — Constanta, jud. 
Constanta 

29 noiembrie — Sesinea de comunicari stiintifice Nicolae Coculescu — C.N. 
I, Minulescu Slatina, jud. Olt 


Activitati ale caror date de desfasurare urmeaza a fi stabilite 


Simpozionul si concursul Memorialul Gheorghe Cenuse — C.N. Dinicu Go- 
lescu Campulung Muscel, jud. Arges 

Cercul metodic nr. 1 — C.N. Zinca Golescu Pitesti, jud. Arges 

Cercul metodic nr. 2— C.N. Al. Odobescu Pitesti, jud. Arges 

Cercul pedagogic gimnaziu-zona nord — Lic. cu program sportiv Campulung 
Muscel, jud. Arges 

Cercul pedagogic gimnaziu-zona sud — $c. Gimn. Poienarii de Muscel, jud. 
Arges 
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Cercul pedagogic liceu —- C.N. Carol I Campulung Muscel, jud. Arges 
Concursul interjudetean Octav Onicescu —C.N. A.T. Laurian Botogani, jud. 
Botosani 

Concursul national LuminaMath — jud Dambovita, jud. Maramures, Colegiul 
Stefan Odobleja Drobeta Turnu Severin, jud. Mehedinti, jud. Mures 
Concursul interjudetean Argument — C.N. Gh. Sincai Baia Mare, jud. Mara- 
mures 

Concursul interjudetean pentru centrele de excelenta Tinere sperante — S.g. 
N. Iorga, jud. Maramures 

Sesiunea interjudeteana de referate si comunicari stiintifice ale elevilor Fata 
in fata cu adevarul — C.T. Emil Racovitd Baia Mare, jud. Maramures 
Concursul interjudetean de matematica si informatica Al. Papiu Ilarian — 
C.N. Al. Papiu Ilarian Targu Mures, jud. Mures (organizat de Filialele 
Bistrita Nasaud gi Mures) 

Cercul pedagogic al profesorilor din gimnazii gi licee — jud. Salaj 

Concursul interjudetean Henri Coanda — C. Militar Liceal Stefan cel Mare 
Campulung Moldovenesc, jud. Suceava 

Sesiune de comunicari stiintifice a profesorilor din Filiala Timis — Timisoara, 
jud. Timis 

Concursul interjudetean Academician Radu Miron — L. M. Kogalniceanu 
Vaslui, jud. Vaslui 


Decembrie 2014 


6 decembrie — Concursul interjudetean Dan Barbilian — L.T. Dan Barbilian 
Campulung Muscel, jud. Arges 

6 decembrie — Sesiunea de comunicari stiintifice pentru elevi Fascinatia 
Matematica — C.N. Victor Babes Bucuresti 

6 decembrie — Concursul judetean Micul matematician — L.T. Negresti-Oas, 
jud. Satu Mare 

6 decembrie — Concursul interjudetean Matematica in Bucovina. Memo- 
rialul Vasile Polesciuc — C.N. Dragos Vodé Campulung Moldovenesc, jud. 
Suceava 

8 decembrie — Sesiunea anuald de comunicari metodico-stiintifice a Filialei 
Sibiu a S.S.M.R. — C.T. Independenta Sibiu, jud. Sibiu 

10 decembrie - Cercul profesoral Gazeta Matematica — §.g. nr. 6 Iacob 
Muresianu Brasov, jud. Brasov 

11 decembrie — Proijectul educational Scoala de matematicd tn context Eu- 
ropean — Sirul lui Fermat $i marea teorema a lui Fermat — C.N. Al. Odobescu 
Pitesti, jud. Arges 

12-13 decembrie — Concursul interjudetean Teodor Topan — §. Gimnaziala 
Silvania Simleul Silvaniei, jud Salaj 

13 decembrie — Concursul Revistei de Matematica din Ialomita — §.g. nr.3 
Slobozia, jud. Ialomita 
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13 decermebrie — Concursul interjudetean Stefan Dartu — L.T. Ion Luca 
Vatra Dornei, jud. Suceava 

20 decermbrie — Festivitatea de premiere a elevilor care au obtinut rezultate 
la concursuri — C.N. Roman Vodé Roman, jud. Neamt 

22-27 decembrie — Tabara de iarna Viztoriti Matematicieni - Roman, jud. 
Neamt 


Activitati ale ciror date de desfasurare urineazé a fi stabilite 


Concursul National Euclid — Targoviste, jud. Dambovita 

Concursul Numerus (cl.V-VIII) - §. g. Mihai Viteazul Targu Mures, jud. 
Mures 

Concursul liceelor cu predare in limba maghiara (faza judeteana) — Colegiul 
National Silvania Zalau, jud. Salaj 

Concursul interjudetean Memorialul Stefan Dartu — Vatra Dornei, jud. Su- 
ceava (organizat de Filiala Suceava si Filiala Bistrita-Nasaud) 


Activitati permanente 


SAptémanal (octombrie-decembrie) — Programul de pregatire pentru elevi 
Perfomanta in matematica de gimnaziu si liceu — Facultatea de Matematica 
si Informatica, Universitatea Transilvania Brasov, Jud. Brasov 
SApt&manal — Programul de pregatire a elevilor in cadrul grupelor de exce- 
lenta — Centrul Judetean de Excelenta Olt (Slatina, Caracal, Bals) 
Saptémanal — Cercul teritorial pentru tinerii capabili de performanta — C.N. 
Stefan cel Mare Suceava, jud. Suceava 

Saptamanal — Cerc cu elevii olimpici desfagurat in cadrul proiectului Sus- 
MathEdu — Univ. de Vest Timisoara, jud. Timis 

Bilunmar — Cercul rezolvitorilor de probleme pentru studenti si tinerii profe- 
sori — Univ. de Vest Timisoara, jud. Timis 

Lasnar — Seminarul metodico-stiintific al profesorilor de matematica — jud. 
Bistrita - Nasaud, Slatina, jud. Olt, §.g. Regina Maria si Colegiul Economic 
George Baritiu Sibiu, jud. Sibiu 

Lunar — Laborator de editare electronica a textelor matematice — C.N. Spiru 
Haret Bucuresti 

Lunar (noiembrie si decembrie) — Ciclul de conferinte Matematica in actu- 
alitate - C.N. Spiru Haret Bucuresti 

Lunar — Workshop-ul De la matematica scolard la matematica superioard — 
Universitatea Ovidius din Constanta, jud. Constanta 

Lunar — Cerc cu rezolvitorii de probleme din Gazeta Matematicd— Roman, 
jud. Neamt 

Lunar (septembrie-noiembrie) — Club Mate: Sustineri de comunicAri si pre- 
zentari de rezolvari de probleme — C.N. M. Eminescu Satu Mare, jud. Satu 
Mare 
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Lunar (septembrie-noiembrie) — Club Mate: Utilizarea tehnologiilor moderne 
pentru formarea competentelor matematice ale elevilor — C.N. M. Eminescu 
gi C.Ec. Gheorghe Dragos Satu Mare, jud. Satu Mare 

Lunar (septembrie-noiembrie) — Lansare de carte matematica’ — Satu Mare, 
jud. Satu Mare 

Lunar (incepand din 1 octombrie) — Activitate de pregatire a elevilor din 
Centrul de excelenta — Lugoj si Timisoara, jud. Timis 


ERATA 


~ In G.M--B nr. 5/2014, la problema E:14657 se va citi ,produsul 
tuturor divizorilor“ in loc de ,ssuma tuturor divizorilor “. 
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Au trimis solutii la problemele propuse urmatorii elevi: 


AIUD (ALBA) C.N. ,,Titu Maiorescu“ cl. V Iura Lucia Maria (140+140). 
ARAD (ARAD) Lic. ,, Adam Miller Guttenbrunn“ cl. V Buda Paul (140), cl. VI 
Geegely Vogel Robert (100), Lovrenschi Melanca (100), Sas Ilinca (100), Sendroiu 
Iulia (100+100), Telegdi Sarah (100), cl. VII Balaj Herietta (100+100), Balita 
Andreea(100), Dagdu Andrei (100+100), Ille Raluca (100+100), Madoga Camelia 
(100+100), Piuianu Kevin (100), cl. IX Bulgariu Theodora (100), Hell Roberta 
(100), Merle Markus Romalo (100); C.N. ,,Moise Nicoard“ cl. V Ambrus Claudia 
Monica (50), Blaboli Dominik (130), Blaboli Scarlett (100), Drig Stefan Bogdan 
(100), Dronca Adrian (100), Gligor Ovidiu (100), Magau Antonia (100), Roman 
Paula (110). 

BACAU (BACAU) $.g. ,,Alexandru cel Bun“ cl. V Fantu Teodora (420+360); 
9.9. ,Al I. Cuza“ cl. V Alistar Lorenzo (140), Hardea Radu (210), Pascaru Darius 
(150), Saran Antonio (200+130+180), Tataru Eduard (140), cl. VII Bostan Radu 
(170), Ungureanu Vranceanu George (330+370), cl. VIII Balaban Teodor (100), 
Spita Mateea (110). 

BAIA MARE (MARAMURES) $.9. ,,Octavian Goga“ cl. VII Nyegre Dariana 
(90); S.g. ,,Vasile Alecsandri“ cl. V Blidar Melisa Madalina (40); C.N. ,, Vasile 
Lucaciu“ cl. VI Pop Razvan (80), Puie Iris Lacramioara (100), cl. X Balint Sonia 
(100), Barle Iulia (100), Hois Daharis (100), Popa Ana Diana. 

BABANA (ARGES) 9.9. cl. VI Calina Ana Maria (110+100). 

BICHIGIU (BISTRITA NASAUD) 91g. cl. V Catiul Ica (60+70), Mititean 
Florina (60+70), Rus Adela (60+70). 

BISTRITA (BISTRITA NASAUD) 8.9. ,,Stefan cel Mare“ cl. V Chetan Iris 
(130), Demian Catalin (120), Dolha Raul (210), Gherasim Sorana (140), Thut Andra 
(100), Palfi Maria (70+70); C.N. ,,Liviu Rebreanu“ cl. V Hognogi Cristina (40), 
Somegsan Paul (100). 

BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,,Mihai Eminescu“ cl. VI Trisci Cezar (80), 
cl. IX Barsan Maria (50). 

BOZOVIC!I (CARAS-SEV ERIN} Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl. III Matei Lusiano 
(190), Tunea Alexandra (70), Boldea Patricia Maria (160), Clipa Andreia (80), 
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Gherasim Marius (90), Oniga Nicoleta (80), cl. VI Bacita Cristian (80+70), cl. VII 
Ruva Patricia (110+90). 

BRASOV (BRASOV) 8.9. 2 cl. III Leucd Eduard (260), Renea Alexandra (160), 
Bularca Ana Miruna (100), Radu Raul (250), Vaida Radu Andrei (340), cl. VIII 
Pomarleanu Sebastian (40); $.g. 5 cl. V Andrita Alexandru (120+120), Dobrin Vlad 
Mihai (130), Dugaiagu Luca (180), Fluerag Larisa (120+120), Spatacean Alexandra 
(120), Suciu Mara (210); $.g. 11 ,,$¢. O. Iosif“ cl. V Dascalu Bianca Maria (60+60), 
Gherghel Butan Mihnea (60), Pantazi Andrei (30), cl. VI Hucisalihaglu Derya (60), 
féré mentiune de clasd: Iova Olga (90); $.g. 13 cl. VII Bolonyi Andreea (120); 
S.g. 15 cl. VI Bratu Oana (120), Cristea Vlad (80); $.9. 27 ,, Anatol Ghermanschi“ 
cl. VI Pop Alexandru (110); C.N. ,,Andrei Saguna“ cl. V Galea Vicentiu (60), 
Kis Iulia (90), Platano Cesare (160+240), cl. VII Lupsor Ana (70), Popa Sandra 
(120); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl. V Catrina Sorana (150), Catrina Mirela (150), 
Comaniciu Cristina (150), Florescu Medeea (100), Sierb Rares Andrei (150); C.N. 
Dr. Ioan Mesota“ cl. VIII Manea Cosmin (240); C.N. ,, Nicolae Titulescu“ cl. XI 
Iacob Andrei (200+230+30). 

BRAILA (BRAILA) S$.g. ,,C. S. Aldea“ cl. V Stamate Gabriela (380+410), cl. 
VII Cernamorit Raluca (140), Scarlat Ana Maria (140); $.9. ,,Ecaterina Teodoroiu“ 
cl. V Arbunea Sebastian (120); S.g. ,,Fdanus Neagu“ cl. VII Antone Ionut (140), 
Olaru Gabriel (120+150); $.g. ,,Jon Creangd“ cl. V Bratosin Alexandru (100), 
Ciuperca Isabel (80+100); Lic. Pedagogic ,,.D. P. Perpessicius“ cl. V Modoran 
Calin (100), Neacsu Georgiana (100), Stamate Mihai (120); C.N. ,,Gh. M. Mur- 
goci“ cl. VII Jianu Andreea Alexandra (130+90), Oncioiu Carmen (60), Popescu 
Teodora (90); C.N. ,,Nicolae Balcescu“ cl. V Marin Cristian (100), Trufas Da- 
fina (160), cl. VI Anghel Maria Andreea (190), Ason Ana Maria (220), Bogatu 
Andrei Tudor (130), Burlacel George (210+120), Buruiana Albert (50), Cioroiu 
Ioana Denisa (80+100), Constantinescu Roxana (50), Cristache Ionut, (120), Done 
Mihnea (90), Donescu Irina (270+170), Fotin Andrei (200+70+120), Fudulu Denis 
(180+140), Giurcé Maria (60), Gogu Antonia (170), Iliescu Maria (40), Lupascu 
Trina (150), Mitache Alexandru (60), Munteanu Irina (130+340), Negrisan Arsaluis 
(280), Paraschiv Teodora (410), Petcu Alexia (80+180), Popescu Maria (100+120), 
Popescu Vlad (60+270), Radu Gabriel (70+70), Sasu Elena (60), Sofrone Mih- 
nea (190), Staicu Dan (60+140+110), Surdu Cristian (150+70), Toflan Maria (60), 
Tovarnac Tudor (220+220), Uzuneanu Gabriela (150), Varlan Andrei (280), Zeles 
Miruna (190+140+90), cl. VII Predi Andreea Oana (70), fard mentiune de clasd: 
Draghici David (110); fard mentiune de scoala si clasd: Anghelus Andreea (40). 
BREZOAELE (DAMBOVITA) 9§.9. cl. VI Ionescu Daria (130+120+230). 
BUCURESTI 9.9. 12 cl. V Ene Stefan Gabriel (230); $.9. 56 cl. VI Mihai 
Andrei Cristian (100+110+90), Vintila Maria Theodora (110); $.g. 67 cl. VI Despa 
Alexandra Adina (80+130), Matei Mihaela (80), Popescu Roberto Paullo (90), Radoi 
Raisa (130), Sarbu Andreea Daniela (80+130), cl. VII Radoi Andrei Alexandru (90); 
S.g. 78 cl. V Martac Alina (50), Oprea Maria Elena (50); $.g. 79 cl. III Albu Victor 
(180+170), cl. V Danescu Ingrid (90), Gheorghe Maria Teodora (70); $.g. 97 cl. V 
Ghizdaru Irina Andreea (100+100); $.g. 111 ,,G. Bacovia“ cl. III Buican Irina (50); 
S.g. 113 cl. VI Celmare Ana Elena (70), Epure Anda Raluca (110+120), Streche 
Andreea (70), Zdrenghea Bianca (70+60); $.g. 150 cl. IV Streche Ilia (270); S.g. 
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280 ,,Mihail Sebastian“ cl. V Oprea Alexandru Octavian (90); $.g. ,,Grigore Ghica 
Voievod" cl. V Vatafu Matei (50), cl. VI Axente Ana Maria (80), Dumitragcu 
Mihaela (80); Lic. ,,Marin Preda“ cl. IV Atasiei Maria (90), Bahrin Ilinca (100), 
Bancheg Karina (100+100), Kovaci Andreea (100+100), Marin Bianca (100), Nicolae 
Nicoleta (100), Palagean Cristina (100+120), Petru Alexandru (100+100), Preda 
Maria Cristina (90), Stefan Cristian (210); Lic. ,,Nicolae Iorga“ cl. VI Dumitru 
Toader Maria Emanuela (140); Lic. ,,Stefan Odobleja“ cl. V Chiriac Marius (70), 
cl. VI Iacob Andra Felicia (70), Tianu Georgiana (60+50); C.N. ,,George Cosbuc*“ cl. 
V Chiran Saran Maria (120), Ispravnic Alexandra (70+80), cl. VII Ciobotaru Eliza 
(80), Diochiteanu Roxana Ana Maria (80); C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl. V Demian 
Popescu Ana (50), Marin Ana Daria (50+60+80), Mitoi Ana Maria (110), cl. VI 
Mircea Dan Andrei (50+40), Palade Ana Maria (90), cl. VII Vuta Maria Teodora 
(50), fard mentiune de clasd: Cacenco Maya Ioana (140); C.N. ,,Spiru Haret“ cl. V 
Nita Diana (170), cl. IX Casapu Bianca (90+90), Matei Raluca (90), Radu Dragos 
(120); C.N. de Informatica ,,Tudor Vianu“ cl. VI Icleanu Ruxandra (50), cl. IX 
Georgescu Diana 00). 

BUZAU (BUZAU) 5. g. 15 ,,G.E. Palade“ cl. VI Burlacu Andrada (60), Dumi- 
trache Laura (60), Dutu lustinian (50), Ologu Roxana (50), Petrache Eduard (60), 
cl. VII Bolocan Andrei (60), Budacu Vlad (30), Chirita Andrea (80), Grigore Mihai 
(40), Neagu Bianca (80), Rizea Madalina (60), Sandu Cosmina (60), Serban Car- 
men (60), Serban Lucian (160), faérd mentiune de clasd: Dragan Alexandru (10+20) 
Eftimescu Andrei (60), Ionescu Ioana (60), Modoron Andrei (40+50), Tuta Lica 


(10). 

CARANSEBES (CARAS SEVERIN) Lic. ,Decebal“ cl. VI Coman Catalin 
(220), Sulea Dragos (240), Sulea Serban (240); Lic. ,, Traian Doda“ cl. VI Dogaru 
Raul (250+280). 

CALINESTI (VALCEA) Lic. Tehn. de Turism fara mentiune de clasa: Busaga 
Daniela (70), Calin Roxana Maria (70), Valculescu Simina (70), cl. X Calin Violeta 
(80), Tudosescu Adelina (80). 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) S.9. 3 ,,Bogdan Voda“ cl. 
V Adamciuc Flavia (80), Schréder Indrid (100), cl. VI Holuta Maria (80), Ostafi 
Andrei Narcis (150). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 5.9. ,,Oprea Iorgulescu“ cl. VI Malancu 
Elena Florentina (70+80). 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Sg. , Radu Stanca“ cl. III Berinde Codrina (100); 
Lic. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl. ITV Pacurar Irina (100). 

CONSTANTA (CONSTANTA)  5S.9. 29 ,, Mihai Viteazul“ cl. IV Dorneanu 
Cezar (360+380+280); Lic. ,,Ovidius“ cl. V Beghim Genghiz (250+260), Perianu 
Gheorghe Andrei (210+260), Preda Diana (110+120), cl. VI Buturuga Victoria 
(120+50), Mocanu Andrei (90+60), Popa Eduard (210+60), Puflene Alex Costin 
(230+-70), Teacd Maria (60+220); Lic. International de Informatica cl. IX Podasca 
Andreia (50); Lic. ,, Traian“ cl. V Staicu Sarah Maria (90), cl. VI Memis Edis 
(80), cl. VII Matei Anastasia (50+50); C.N. ,, Mircea cel Batran“ cl. V Albu Sabina 
Anca (50), Anghel Dragos (170+230), Anton Daria (80), Bidiga Klara Evelin (100), 
Burnichi Alexandra (100), Caju Leena Theodora (140), Demetria Ilinca (100), Frecug 
Tudor (50), Preda Ioan (100), Simionov Bogdan (300+300), Stelea Karina (140), 
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Stefan Cristache (50), Velcea Sergiu Mihai (60), Zaharia Alexandru (60), cl. VI 
Hristu Stelian (80+150), Ibadula Ella Nelin (90+60), cl. VII Dajcu Tudor (100), 
Orac Alexandru (50), Puscasu Radu Andrei (90+110), cl. VIII Diaconu Adrian 
Florin (80), Luntraru Diana (100), cl. IX Tudorasgu Caterina (60), cl. X TIliaz 
Daianda Adriana (50), Lucuta Luiza (50), Miu Cristina (50), Patrahau Irina Maria 
(50), Panchici Alexandra (50), Pitu Atanase (50), Plaescu Nicoleta (50), Strambeanu 
Ana Maria (50), Strungariu Cristina Bianca (50), cl. XI Babu Silvia (50), Brezeanu 
Laura (40), Craciun Irina (70), Grecu Silvia (50), Irimia Daiana (40), fard mentiune 
de clasd: Bragaru Ema (50), Tifrea Miruna (60), Titei Paula (60). 

GRAIOVA (DOLJ) 9.9. 2 ,,Traian“ cl. VI Banu Teodora (120), Bulugeanu 
Giulia (140), Vladu Denis Marius (280); $.g. 18 cl. IV Alecsie Adriana Gabriela 
(110); S.g. 24 ,,SfGheorghe“ cl. VI Balaci Andrei (410), Moisé Radu (60); $.9. 
»of. Dumitru“ cl. IV Ciurea Maria (210); Lic. ,,Henri Coandd“ cl. V Aposto- 
lescu Ruxandra (80+80), Capruciu Alexandru Mihai (50+90), Dorobantu Andrei 
Ovidiu (50), Magalea Gabriel (50), Negoeasa Maria Adelina (70), Tone Andrada 
(70), Varzaru Bianca (60), Voicu Alexia Maria (50+50); C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl. 
IV Ciuperceanu Vlad (320+320+300+450), cl. IX Balasel Oana Mihaela (100), 
Balosu Mihai (100), Budana Mihai (100), Cismaru Cristina (100), Costache Oc- 
tavia (80), Dragusin Vlad (100), Dumitru Victor (100), Ganea Eduard (80+20), 
Manda David (110), Minciuna Eduard (130), Noana Bogdan (120), Radu Bianca An- 
dreea (120), Ristea Raluca (110), Stancioiu Costin (120), Stoenicé Andreea Daniela 
(60), Serbanoiu Simona (100), Sutu Mihnea (100), Voicu Daniel (100), cl. X Badin 
Luigi (80), Bondei Serban (100), Butoi Alexandra (100), Costescu Catalin Gabriel 
(100), Ciuculescu Claudia (100), Ciulica Cristian (220+160), Constantin Adrian 
(90), Gaju Marina (100), Lutan Ruxandra (100), Marcu Alexandru (100), Mitru 
Adina (100), Olteanu Andreea (100), Onea Andrei (100), Oprea Denisa (100), Paun 
Bogdan Gabriel (90), Pargcoveanu Cornelia Cristina (100), Predeanu Cristian (90), 
Radu Mihai (60), Regceanu Sofia (140), Tugui Maria (100), fard mentiune de clasd: 
Barbu Madalin Octavian (80), Cremenescu Alexandru (170); C.N. Pedagogic ,,Stefan 
Velovan“ cl. VI Safta Petra (50). 

CUGIR (ALBA) 9-9. ,Stngidava“ cl. V Boar Daniel Ioan (60), Jugariu Diana 
(70), Lupu Madalina (210). 

CURTEA DE ARGES (ARGES) 9.g. ,Mircea cel Batran“ fard mentiune de 
clasd: Pauna Maria Ioana (100), Pauna Laura Ana (130). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl. VI Marian Braun Maribel (70+80), 
Popovici Andreea (380). 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. 3 cl. IV Mergea Erika 
(330); $.g. 5cl. V Balu Alexandra (80); $.g. 11 cl. VI Dragotoniu Corina (170); 9.9. 
Alice Voinescu“ cl. VI Parvuceanu Alexandru (50+60); C.N. ,,Stefan Odobleja“ 
cl. V Alicsandroiu Dragog (140), Badet Bianca (80), Carstea Rania (90), Chirita 
Alessandra (90), Dichis George (80), Filip Vladimir (70), Ghijan Alexandru (80), 
Gadea Roxana (80), Tudor Stefan (90); C.N. ,, Traian“ cl. VI Almarichi Horia (80), 
Alupoaie Radu (80+160), Andrita Miruna (80+80+160+240), Balaci Alexandru 
(80), Benga Izabela (80), Bircu Monica (80+80+80), Bobei Cristina (80), Bondoc 
Andreea (160), Botezatu Andreea (80), Budasca Alexandra (80+80), Capitanescu 
Stefan (80+80+80), Ceausene Patricia (80+80), Cebuc Marius (80), Chirita Medeea 
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(80), Cojocaru Armand (80+80), Cojocaru Demetra (80), Coman Mihai (160), 
Cretescu Maria (240+80+80+80), Daia Rares Catalin (80), Danoiu Constantin 
(80+80), Draghici Oana Silvia (80+ 80), Dragomir Iulia (100), Fleancu Robert 
(80+80), Gardner Benjamin (320), Grigore Elena (80), Guran Sarah (80+80), Ilie 
Alexandru (80+80), Istodorescu Horia (150+80), Lascu Albert (160), Lasculescu 
Alexandru Radu (80+80), Lasculescu Andreca Maria (80+80), Marica Patric (80), 
Nedelea Victor (80), Niculescu Robert (804-160), Nitoiu Maria (80), Petrescu Alexan- 
dru (80), Pocovniocu Ana Maria (80+80), Popescu Alis (80), Popescu Stefan (80), 
Raceanu Catalin (80+80), Radulescu Roxana (80+160), Rosoga Alexandra (80+ 
+240+80+80), Sandulescu Teodora (80+80), Sarbu Cristina (80+80), Sarbulescu 
Alexandra (80), Stuca Cristina (160+80+24+160), Taban Julia (160), Tomescu 
Tiberiu (80), Trailescu Ioana (8U), Tudor Bogdan (160+80), Turturea Bianca (80), 
Voicu Georgiana (150), cl. IX Balaci Andreea (100), Chivara Diana (200), Divan 
Maria (100), Dragomir Iulia (100+100), Dragoi Darius (100), Fleancu Ingrid (100), 
G&man Eduard (100), Guina Iulia (100), Hogea Laura (100), Lica Bogdan (100), 
Moraru Anastasia (20), Muchitsch Danube (100+100), Priboi Malina (100), Radu 
David (210), Roman Lorena (100), Sosea Andrei (100), Zaharia Mihaela (100), Zanfir 
Andra (100), cl. X Albu Mihaela (100+100), Benga Cristina (100), Bolfa Andrada 
(100+100), Burtea Catalin (100+100), Caliujnai Mihai (100), Cenuse Calin (100), 
Chivu Laura (100+100), Chivu Lavinia (100), Filip Nadine (100), Florea Bianca 
(100+100), Grigore Mara (100), Melciu Alexandra (100), Nuhaiu Teodora (100), 
Raceanu Monica (100+100), Sdracin Denisa (100+100), Socolescu Andrei (100), 
Toma Denisa (100+100); C.N. ,,Gheorghe Titeica“ cl. VII Bolocan Monica (70), 
Stretcu Mihai (110). 

FARCASA (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ cl. V Ardelean Rahela Adri- 
ana (310+240), Covaciu Denisa (300+200), Dunca Denisa (230+210), Lauran Teo 
(130+150), Ontiu Claudiu (220), Petric Catalin (140+110), Pilanciu Cecilia (90), 
Vanci Rebeca (240), cl. VI Lopataé Georgiana (80), cl. VII Busecan Iulia (80). 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ cl. VI Sima Cosmin (50+140), cl. 
VII Clinciu Valentin (110+130), Cornea Bogdan (60), Gheorghescu Adriana (90), 
Ovreiu Auras Danut, (240). 

FOCSANI (VRANCEA) $.g. ,,Jon Basgan“ cl. VIII Jelea Andrei (10). 
FRECATEI (TULCEA) §.9. cl. VI Halciuc Alexandru (100+120+100). 
GALATI (GALATI) $.g. cl. IV Murgoci Cristina (10). 

GAESTI (DAMBOVITA) Lic. ,,Serban Cioculescu“ cl. V Nita George (110); 
C.N. ,, Vladimir Strdinu“ cl. IX Anghel Petrisor (40). 

GIURGIU (GIURGIU) $.g. 7 cl. V Soare Theodora (100); $.9. Acad. Marin 
Voiculescu“ cl. V Banic& Daria (80), Stancu Andreea Nicoleta (90). 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) $.g. 1 cl. VI Moise Luca (250); 9.9. 
, Ludor Balan“ cl. VI Mirog Razvan (50+90+140). 

IASI (IASI) $.g. ,,B. P. Hasdeu“ cl. IV Botezatu Diana (70), Catar Elena (70), 
Donia Andrei (100), Dorneanu Andreea (90), Gradinaru Tudor (70), Iancu Tudoe 
(70), Negrea Delia (70+70), Soroceanu Sofia (80), Zamfirescu Anastasia (100), cl. 
V Cioat& Ioana (290), Duceac Ioana Cristina (320+140), Lazar Vlad (200), Sandu 
Raluca (300), cl. VI Hatmanu Iulian (90), fard mentie clasd: Enachescu Oana 
(30); C.N. ,,Emil Racovité“ cl. VI Coca Rucsandra (60); C.N. ,,G. [braileanu“ cl. 
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V Chirila Eduard (20), Maxinoaei Andreea (70), Tanase Karina (100), Spiridon 
Madalina (100); C.N. ,,Costache Negruzzi“ cl. V Arminii Elena (140), Iftode Vlad 
(90), cl. VI Gavriluta Maria Lucia (60); Colegiul National cl. V Constantinescu 
Malina Elena (330), Elbera Andrei (140), Harter Miruna (70), Palancischi Aurel 
Teodor (90), Roman Cristian (120), Ungureanu Tudor (60+60), cl. VI Chiorescu 
Alexandru (200+170), fara be de clasd: Balaban Andra (90), Racoveanu 
Octavian (40). 

LERESTI (ARGES) §.g. 1 cl. IV Bivol Theodora (210), Necula Andrei (140), 
cl. V Dascalu Catalina (120). 

LUGOJ (TIMISOARA) $.g. 4 ci. VII Ciama Robert (100+90); $.g. ,,Anigoara 
Odeanu“ cl. VI Novac Sergiu (120+110+90). 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl. VII Barbu Bianca Elena (90+170), 
Danila Teodora (110+170), Despan Mihaela Rodica (100+110), Filip Andreea (110+ 
+160), Mosor Teodora (110+170), Posea Cristina (100+100), Stancu Viziri Irina 
(100), Toca Vlad (110+170), Vizari Irina (140), cl. VIII Burlacu Diana Valentina 
(110+120), Cepolschi Ioana Teodora (120+120), Ciurca Eliza Georgiana (120+110), 
Oprica Dan (110+110). 

MITITEI (BISTRITA-NASAUD) §.9. cl. V Haban Silviu Iustin (60), Pungari- 
ta Ionela Andreea (80), Soldea Dorina (70). 

MOVILITA (IALOMITA) $.9. cl. V Banica Ionela (90+110), Costache Gheor- 
ghe (100), Georgescu Adriana Tania (90+110). 

NAVODARI (CONSTANTA) §.9._ ,,George Enescu“ cl. V Damian Flavius 
(200+220), Garcel Andrei (210+220); $.g. ,, Tudor Arghezi“ cl. VI Pascalau Robert 
Gabriel (110). 

NEGRESTI (VASLUI) $.9. ,,.Mihai David“ cl. VI Butnaru Marius (30+30+40). 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ cl. V Calin Valentin (50), 
Nesu Camelia (50), Onofrei Adelina Gabriela (60), Pepene Elena (50), Puscasu Mihai 
(70), Valcu Aniela (50), cl. VI Dita Georgiana (60), Nan Ionela (60), Pepene Victor 
(60), Vulcan Ana Maria (60), cl. VIII Boboc Madalina (60), Constantin Valentin 
(50), Ionescu George (50), Miron Alina (60), Nogaldea Ionut, (50). 

ONESTI (BACAU) $.9. ,, George Célinescu“ cl. VII Badea Andrei (90), Be- 
jenaru Diana (80), Boisteanu Paula (70), Butucaru Andreea (120), Cabulea Victor 
(40), Drug George (100), Gaman Bianca (120), Gavrilé Marius (70), Lefter Robert 
(100), Luncanu Cataina (190), Mara Claudiu (90), Teac& Nicoleta (140), Tuf& Andrei 
(50), Urma Ruxandra (90), Vieru Stefan (120+110), Zlatu Andra (70). 
ORAVITA (CARAS-SEVERIN) $.9. ,,Romul Lodea“ cl. VI Muresan Eliza 
(60); fard mentiune de scoald si clasd: Fistiag Narcis (60). 

PASCANI (IASI) Lic. ,,Mihai Busuioc“ cl. V Maxim Matei (60+80); C.N. 
» Mihail Sadoveanu“ cl. VI Taraba Stefan (110). 

PITESTI (ARGES) $.9. 3 ,,Jon Pilat“ cl. V Boanta Ilinca (110), Gheorghescu 
Sanziana (100), cl. VI Turcu Ioana Miruna (50+60); 9.9. ,,Mircea cel Batran“ fard 
mentiune de clasd: Chiriac Cristian (40+130+70), Patragcu Ioana (50). 
PLOIESTI (PRAHOVA) §.9._ ,,Sf. Vasile“ cl. V Munteanu Teodora (30); 
Lic. Pedagogic cl. V Niculae Alexandra (120+120); C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ 
cl. IV Alexandru Daria (320+200+350), Andronache Madalina (210+370+320), 
Andronic Arthur Mihai (320), Barac Maria (200+350+320), Barbu Alessia Gabriela 
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(130+320+320), Badoiu Robert (350), Botea Marin (320+200), Cadar Elena (200+ 
+320+330), Carnici David (300+320), Ditiu Cezar (100), Doroftei Andra Vanessa 
(200+360), Dragomir Mihai (320+210), Gavril Alessia (320+200+330), Ghiculescu 
(320+340), Ionescu Petra Alexandra (320+350), Mihalcea Maria Alexandra (320+ 
+200+370), Mirita Ioana Raluca (190+320), Miroiu Andrei Claudiu (350+320), 
Nicolescu Alexandru (200+320+350), Nicolescu Ioan Teodor (320), Onut Andrei 
(320), Petcu Eduard (200+320+350), Petrescu Mihnea (300+100), Popa Ana Maria 
(320+200+350), Popa Andrei (210+130+320), Preda Gabriel (350), Radu Stefan 
Alexandru (200+350+320), Stanciu Diana (320+200+350), Suvaiala Andreea (200+ 
+350), Timofte Andrei (320+340),Vintila Diana Andreea (200+320+370), Vlasceanu 
Andrei (300+300), cl. V Ene Anisia (80), Merla Antoniu Stefan (160); C.N. ,, Mihai 
Viteazul“ cl. VI Craciun Teodora (90), Dragoiu Miruna Ioana (110+110), Forans- 
bergher Tanya (270), cl. X Nedelcu Tamara (10), fard mentiune de clasa: Chivaran 
Andra (190), Dita Mara (190), Meirosu Alexandra (90), Nistor Daniela (220), Padu- 
raru Anaida (100), Radulescu Ana Maria (160), Sanda Andreea (200), Secreteanu 
Andreea (100), Stan Radu (170), State Alexandru (160), Voicu Sabina (140). 
RAMNICU SARAT (BUZAU) S.9. 6 cl. V Aliman Catalin (50), Coserea 
Ionut (50), Mesca Miruna (50), Rus Iulia (110); $.g. ,, Vasile Cristoforeanu“ cl. V 
Bricea Ana Cristina (100), Cristodor Andra Ioana (80), Ghiliftoiu Oana (80+70), 
Sava Elena (80), Serban Tudor (110); C.N. ,,Alerandru Vlahuta“ cl. VI Lazarescu 
Vlad (90+80), Tatan Miruna Maria (80+180), cl. IX Albina Oana Mihaela (100). 
RAMNICU VALCEA (VALCEA) §.g. 5 cl. IV Nicoldescu Bianca Maria (100), 
cl. VI Stan Stefan (70+70); S.g. ,, Take Ionescu“ cl. III Bercea Martha Ioana (110), 
cl. VII Dumitrescu Dan (260). 

REGHIN (MURES) 9.9. ,,Alezandru Ceusian“ cl. VI Ivonas Iulia (120+120); 
$.g. , Augustin Maior“ cl. VI Oprea Florin (1204100). 

RESITA (CARAS SEVERIN) $.9. 2 cl. IV Boc Alissia Driada (290), Floarea 
Ioana Patricia (330), Milcu Irina Teodora (270), Rusu Adelin Dumitru (260), cl. V 
Boloca Madalina (410), Dumitru Maria (410), Fara Eduard Petru (310+100+410), 
Jula Diandra (430), Terfaloagad Mario (410), Tica Willger Andra Beatrice (230), cl. 
VI Ciobanu Elena (230+140). 

ROMULI (BISTRITA NASAUD) 9.9. cl. V Bulz Raluca (50+80), Moldovan 
Vasile Ionut, (70), Monisa Ana Maria (90+100), Rus Doina Maria (90), Rus George 
(100), Rus Nicoleta (80), cl. VI Timoce Diana (100). 

SALVA (BISTRITA NASAUD) S.g. ,, Tiberiu Morariu“ cl. IV Ceuca Anchidim 
(80), Fetti Sofia (160), Iacob Floarea (160), Linul Cristian (160), Oprea Ramona 
(180). 

SEBES (ALBA) C.N. ,,Lucian Blaga“ cl. [IX Groza Doriana (100), Popa Andrada 
(100), Stanusiu Cristina Ioana (140). 

SEINI (MARAMURES) S.g. 1 cl. V Firisar Gabriel (100+40+100), Matesan 
Gabriel (90), Pop Adrian Vasile (100+210), fara menfiune de clasd: Filipag Razvan 
(80). 

SIBKU (SIBIU) S.9.4 fard mentiune de clasé: Diaconu Mihai (90); 9.9.18 cl. VI 
Muntean Flavia (90+190), cl. VII Lavionescu Adrian (110+100); $.g. ,,Nicolae 
Iorga“ cl. VI Gaur& Marius (100), cl. VII Bischin Maria Andreea (130); C.N. 
, Gheorghe Lazdr“ cl. V Greavu Daniela (140). 
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SLATINA (OLT) 9.9. ,fugen Ionescu“ cl. V Ganesanu Ionela (200), Iordache 
Ioana (100), Popescu Diana (100), Sebesteanu Andreea (120), Vodita Lidia (100), 
cl. VII Barbu Simina Andreea (80+100), Staicu Alexandru (130); C.N. ,Jon Min- 
culescu“ cl. IV Dobre Andreea Maria (20). 

STANISESTI (BACAU) 9.9. Balotesti cl. IV Andriescu Andrei (300): §.g. 
Slobozia Noua cl. V Roman Ionela (70), Ungureanu Codruta (80), Vasilache Ionela 
(70). 

TARGU MURES (MURES) 9$.9. Dr. Bernddy Gyérgy“ cl. VIII Zaéhan Mara 
(110); $.g. ,,Liviu Rebreanu“ cl. VII Burticad Cristina (420); C.N. ,,Al. Papiu 
Tlarian“ cl. VI Pop Liana (100); C.N. ,,Unirea“ cl. VIII Hilbert Dennis (100). 
TEIUS (ALBA) Lic. cl. VII Bara Raluca Andreea (80), Cuptor Ilie Larisa (80), 
Lodroman Cristian Alin (80), Sina Maria (80), Sularea Valentin (80), Ursa Maria 
(80). 

TIMISOARA (TIMIS) $.9. 13 cl. V Barsan Patricia Diana (230+240), Mosteanu 
Alexa (60), Pert Radu Craciun (200+190); Lic. ,,Grigore Moisil“ cl. VII Paulescu 
Joana (100+100+100+100); Lic. ,,Nikolaus Lenau“ cl. VI Ciuhanclu Alex Eduard 
(80). 

TULCEA (TULCEA) Lic. ,,Jon Creanga“ cl. VII Deacu Silviu Victor (80), 
Goleanu Vlad (80), Jipa Ada Maria (140); C.N. Dobrogean ,,Spiru Haret“ cl. VI 
Pisica Andrei (80). 

URZICENI (IALOMITA) 9.9. 1 ,,Alerandru Odobescu“ cl. TI Dusi Mihai 
(100), cl. V Petrescu Greta Roberta (110), cl. VI Bichir Daria Elena (50), Dumitru 
Gabriela (60+60); $.9. 2 ,,J. H. Radulescu“ cl. IV Iorgu Florentin (130), cl. VI Ispir 
Oana Raluca (85); C.N. ,,Grigore Moisil“ fard mentiune de clasdé: Petrache Elena 
(60). 

VASLUI (VASLUI) 9.9. 9 ,, Vasile Alecsandri“ cl. VII Tofan Crina (120); Lic. 
,, Mihail Kogalniceanu“ cl. IX Palanici Bogdan (200+130). 

VIDELE (TELEORMAN) 9$.9. 1 cl. VI Carabet Larisa (70), Ionescu Luiza 
(130), Mantescu Ana Maria (130), Nita Denisa Teodora (190). 

ZIMNICEA (TELEORMAN) 9.9. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (250+170), 
TFancu Mihaela Isabelle (250). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clast de urmiatorii profesor: 


AIUD (ALBA) C.N. ,,Titu Maiorescu“ Botezatu Stela. 

ARAD (ARAD) Lic.,, Adam Miller Guttenbrunn“ Francz Adalbert, Stoica Mircea 
Mario; C.N. ,, Moise Nicoarad“ Moraru Augustin, Negrila Liliana, Potocean Octavia. 
BACAU (BACAU) $.9. ,,Alezandru cel Bun“ Iancu Eugenia; $.9. ,,Al. I.Cuza“ 
Blajut, Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,Octavian Goga“ Popovic Ioana; C.N. 
» Vasile Lucaciu“ Sabau Stefan. 

BABANA (ARGES) §.9. Tudor Ion. 

BICHIGIU (BISTRITA-NASAUD) 9.9. Clini Liviu. 

BISTRITA (BISTRIT A-NASAUD) 9.9. ,,9tefan cel Mare“ Morar Horatiu; 
C.N. ,,Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 

BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,,Mthai Eminescu“ Baetu Ioan. 
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BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Cherescu Claudia, 
Rancu Pavel, Pascariu George, Stanec Violeta. 

BRASOV (BRASOV) $.g. 2 Ciocarlan Ioana, Séntea Mihaela, Radu Laura; 
S.g- 5 Minea Delia; $.g. 11 ,,St. O.Iosif“ Ghise Luci, Stoica Mariana; S.g. 13 
Gaszpor Adriana; §.g. 15 Cocalea Rodica; $.9. 27 ,,Anatol Ghermanschi“ Bajan 
Mariana; C.N. ,,Andrei Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Catalin; C.N. ,,Grigore 
Moisil“ Olteanu Mariana; C.N. ,,Nicolae Titulescu“ Masca Ioana. 

BRAILA (BRAILA) §.g. ,,C.S. Aldea“ Stamate Gabriela; $.9. ,,Ecaterina 
Teodoroiu“ Neculai Carmen; $.g. ,,Fdnus Neagu“ Paun Victor; $.g. ,,Jon Cre- 
anga“ Paun Viorica; Lic. Pedagogic ,,D. P. Perpessicius“ Serban George Florin; 
C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Botea Viorel, Danilescu Gabriel, Dimov 
Adela; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ Giurca Mihaela. 

BREZOAELE (DAMBOVITA) §.g9. Chitu Iuliana. 

BUCURESTI 9$.9. 12 Fainis Dorela; $.g. 56 Radu Dana; $.g. 67 Palici Au- 
relia; $.g. 78 Manache Aurelia; $.g. 79 Chites Daniela, Neacsu Carmen; $.g. 97 
Moldovan Laurentiu; $.g. 111 ,,G. Bacovia“ Miu Florica; $.g. 113 Elefterie Petrescu, 
Verdes Ioana; $.g. 150 Dima Alina; $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ Raducanu Gabriel; 
S.g. ,Grigore Ghica Voievod“ Badea Ovidiu, Pargan Virginia; Lic. ,, Marin Preda“ 
Baciu Florina, Nicula Mihaela; Lic. ,,Nicolae Iorga“ Chiose Manuela; Lic. ,,Stefan 
Odobleja“ Alexandrescu Ana, Dumitru Camelia; C.N. ,,George Cosbuc“ Preda Clau- 
dia; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Simion Petre, Victor Ioan Nicolae; C.N. ,,Spiru Haret “ 
Serban Ileana Emilia; C.N. de Informatica ,, Tudor Vianu“ Mangra Cristian. 
BUZAU (BUZAU) S.g. 15 ,,G. E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic.,, Decebal“ Coraci Carina; Lic.,,Traian 
Doda“ Dragomir Delia. 

CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) $.9. 3 ,,Bogdan Voda“ Ma- 
gurean Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,,Oprea Iorgulescu“ Pitriciu Steluta. 
CLUJ NAPOCA (CLUJ) $.9. ,,Radu Stanca“ Alb Gratiela Adela; Lic. ,, Nicolae 
Balcescu“ Petean Ana. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 98.9. 29 ,,Mihai Viteazul“ Toma Mihaela; Lic. 
International de Informatica Vacarescu Cristina; Lic. ,,Ovidius“ Arventiev Dorin, 
Gurgui Adriana; C.N. ,, Mircea cel Batrdn“ Balanescu Daniela, Constantinescu Ga- 
briela, Contanu Mihai, Frecus Viorica, Gache Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 2 ,, Traian“ Pometescu Valerica; $.g. 18 Jianu Loretta; 
S.g. 24 ,,Sf.Gheorghe“ Patragcu Mariana; Lic. ,,Henri Coanda“ Chiosa Sabina; C.N. 
»Fratit Buzesti“ Popa Marin, Prufu Veronica, Radulescu Teodora, Tutescu Lucian; 
C.N. Pedagogic ,,Stefan Velovan“ Ivanescu Ionut. 

CUGIR (ALBA) 9.9. ,,Singidava“ Drogotel Viorica. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ Lint Dorin. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. 3 Vasile Florica; $.g. 5 
Pita Rada Marica; $.g. 11 Saceanu Victor; $.g. ,,Alice Voinescu“ Coad& Carmen; 
C.N. ,,Stefan Odobleja“ Bondoc Gabriela; C.N. ,, Traian“ Cainiceanu George; C.N. 
, Gheorghe Titeica“ Stretcu Daniel. 

FARCASA (MARAMURES) 5$.9. ,,Lucian Blaga“ Pop Monica, Sava Gheorghe. 
FETESTI (LALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ Halmagiu Nicolae, Nicolescu Ion. 
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FOCSANI (VRANCEA) 9.9. ,,fon Basgan“ Cucu Anca. 

FRECATEI (TULCEA) $.g. Morozencu Ionel. 

GALATI (GALATI) $.g. Croitoru Mihaela. 

GAESTI (DAMBOVITA) Lic. ,,Serban Cioculescu“ Turcu Adrian. 
GIURGIU (GIURGIU) $.g. 7 Dinca Gabriela; $.g. ,,Acad. Marin Voiculescu“ 
Gogoasa Julian. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) $.g. 1 Munteanu Eugen; $.9._,, Tudor 
Balan“ Munteanu Liliana. 

IASI (IASI) 9.9. ,,B.P. Hagdeu“ Boboc Romela, Chirila Laura; C.N. ,,Emil 
Racovita“ Pitu Leon; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Maciuc Domnica; C.N. ,,Costache Ne- 
gruzzi“ Caprau Irina; Colegiul National Benta Valerica, Popa Gabriel. 

LERESTI (ARGES) 9$.g. 1 Ungureanu Gheorghe. 

LUGOJ (TIMISOARA) $.g. 4 Cadariu Liviu Ioan, Gheorghia Sebastian; 9.9. 
»A. Odeanu“ Pana Delia Madalina. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

MITITEI (BISTRITA-NASAUD) $.9. Morariu Ioan. 

MOVILITA (IALOMITA) 9.g. Chircusi Antonigel. 

NAVODARI (CONSTANTA) 9.9. ,,George Enescu“ Constantin Gabriela. 
NEGRESTI (VASLUI) $.9. ,,.Mihai David“ Ciovnicu Lenuta Alina. 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 

ONESTI (BACAU) $.9. ,,George Calinescu“ Zaharia Maria. 

ORAVITA (CARAS SEVERIN) §.9. ,,Romul Lodea“ Parvu Camelia. 
PASCANI (IASI) Lic. ,,.M. Busuioc“ Iacob Gheorghe; C.N. ,, Mihail Sadoveanu“ 
Craciun Mihai. 

PITESTI (ARGES) $.9. 3 ,,fon Pilat“ Haller Daniela, Peligrad Sorin; $.9. 
» Mircea cel Batran“ Vega Mariana. 

PLOIESTI (PRAHOVA) 9.9. ,,5f. Vasile“ Pana Tatiana; Lic. Pedagogic 
Ghidu Mihaela Alexandra;C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ Craciun Gheorghe, Nit& Eu- 
gen, Vasile Emil; C.N. ,, Mihai Viteazul“ Stegaroiu Malina. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) S.g. 6 Giurea Cristina; $.g. ,, Vasile Cristo- 
foreanu“ Cristea Mirela; C.N. ,, Alerandru Vlahuté“ Lazarescu Dragos, Neagu Con- 
stantin Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (V ALCE A) 9.g. 5 Grigore Floriana; $.g. ,, Take Ionescu“ 
Grigorescu Luminita, Popescu Constantin. 

REGHIN (MURES) 9.9. ,,Al. Ceusianu“ Simion Gheorghe; §.g. ,,Augustin 
Maior“ Bozdog Constantin. 

RESITA (CARAS SEVERIN) §.9. 2 Draghici Mariana, Jurca Eufemia, Sandru 
Marius. 

ROMULI (BISTRITA NASAUD) 9.9. Calini Rodica. 

SALVA (BISTRITA-NASAUD) §.9. ,, Tiberiu Morariu“ Ceuca Letitia. 
SEBES (ALBA) C.N. ,,Lucian Blaga“ Hodor Maria, Todor Petru. 

SEINI (MARAMURES) 9.9. 1 Mesegan Teodora. 

SIBIU (SIBIU) $.g. 4 Brodetschi Rodica (90); $.g. 18 Ardelean Liviu; S.g. 
Nicolae Iorga“ Marcut Teodor, Negrila Doina; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Serb Delia. 
SLATINA (OLT) 9.9. ,,.xfugen Ionescu“ Nasui Mariana, Popa Gratiela; C.N. ,,Jon 
Minculescu“ Nicolae Gabriela. 


STANISESTI (BACAU) S$.9. Balotesti Coman Costica; $.g. Slobozia Noud 
Chiriac Bogdan Vasile. 

TARGU MURES (MURES) 9.9. ,,Liviu Rebreanu“ Gants Florica; C.N. ,,Al. 
Papiu Ilarian“ Ganta Vasile; C.N. ,, Unirea“ Hecser Eniko. 

TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 

TIMISOARA (TIMIS) $.9. 13 Buse Gabriela; Lic. ,,Grigore Moisil“ Bociu 
Cerasela; Lic. ,,Nikolaus Lenau“ Lobont Luca. 

TULCEA (TULCEA) Lic. ,,Jon Creangd“ Petre Monica; C.N. Dogrogean ,,Spiru 
Haret“ Petrescu Lucian. 

URZICENI (IALOMITA) S.g. 1 ,,Al. Odobescu“ Crangasu Ion, Paraschiv Nico- 
lae, Stanciu Roxana; $.g. 2 ,,J. H. Rddulescu“ Matache Gherghina, Malureanu Alina, 
Turcu Alina; C.N. ,,Grigore Moisil“ Paunescu Constantin (60). 

VASLUI (VASLUI) 9.9.9 ,, V. Alecsandri“ Stefan Mirela; Lic. ,,.M. Kogdlniceanu “ 
Flueras Gheorghe. 

VIDELE (TELEORMAN) 5S.g. 1 Constantinescu Florica. 

ZIMNICBEA (TELEORMAN) 9.9. 3 Vlad Emil. 
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Realizarea suplimentului este coordonata de: 


Droaf Tan Oinen radanrtar NA R 


S5:P14.110. Fie sirul de numere 4, 19, 34, 49, ... . 
a) Calculati suma primilor 10 termeni ai sirului. 
b) Verificati dac&é numarul 2014 este termen al sirului dat. 
Stefanut Crochina, Braila 


$:P14.111. Unelev arezolvat 40 de probleme. Pentru fiecare problema 
rezolvata corect primeste 15 lei si pierde 5 lei pentru fiecare problema gresita. 
In final, nu are nici de primit nici de dat bani. Cate probleme a rezolvat 

corect elevul? 
* * * 


$:P14.112. La Campionatul de fotbal al scolilor sunt calificate 18 
echipe care joaca fiecare cu fiecare cate un singur meci intr-un tur de campi- 
onat. Cate meciuri se vor disputa intr-un tur de campionat? 

* *K 


S:P14.113. Suma a doud numere naturale este 195. Impartind primul 
numar la 6 si al doilea la 3, impartirile se fac exact, suma caturilor obtinute 
este 40. Aflati cele doua numere. 

* x 


$:P14.114. Un numar natural este cu 44 mai mare ca altul. Sa se afle 
numerele stiind c& impartind numarul mai mare la numarul mai mic obtinem 

catul 7 si restul 2. 
* *K xX 


$:P14.115. Daca elevii claselor a III-a din scoala noastra s-ar grupa 

cate 9 pe rand, ei ar forma cu 10 randuri mai putin dacat daca s-ar grupa 
cate 7 pe rand. Cati elevi sunt in clasele a III-a din scoala noastra? 

* *K X 


S:P14.116. Fie cinci numere naturale. Al doilea numar este cat un 
sfert din primul numar, dar de trei ori mai mare decat al treilea numar, iar al 
cincilea este cat a treia parte din primul, dar cat o jumatate din al patrulea. 
Care sunt numerele, daca diferenta dintre cele mai mici numere este 10? 

* *K * 


S:P14.117. La un concurs de gah iau parte cei 30 de elevi ai unei 
clase. Fiecare joaca cu fiecare. Cate partide de sah se vor juca in total daca 
participa si doamna invatatoare? 

* *K X 


S:P14.118. Jumatatea dublului triplului produsului numerelor 3 si 
8 ma&regte-o cu produsul primelor doud numere impare consecutive din sirul 
numerelor naturale. Ce rezultat vei obtine? 


S:P14.119. Andrei citeste o carte. Deschizand cartea , el observa ca 
i s-au desprins cateva pagini de la mijlocul acesteia. El vede pe pagina din 
stanga numarul 36, iar pe pagina din dreapta numarul 81. Cate pagini va citi 


S:E14.207. a) Scrieti numarul 100 ca 0 suma de patru cuburi. 
b) Scrieti num&rul 100°*! ca o suma& de patru cuburi, unde p este 
numar natural. 
Ionut Mazalu, Braila 
$:E£14.208. Pentru orice n numar natural, aflati restul impartirii 
numarului M = 3°°+29"+2 4 33nont1 4 7 Ja 2014. 
Ionut Mazalu, Braila 
S:E£14.209. Aflati ultimele doua cifre ale numarului 
q = 32015 4. 32014 4 32013 , 32012, 
Rudi Pasci, Braila 
S:E14.210. Aflati ultimele trei cifre ale numarului 
b = 72014 4 72013 4 72012 , 72011. 
Rudi Pasci, Braila 


Clasa a VI-a 


$:E£14.211. Calculati numarul de zerouri terminale ale numarului 
n = 2014!. 
Paul Crestez, elev, Braila 
S:E14.212. Pentru n € N* notém cu P, produsul divizorilor naturali 
ai numarului n. Si se determine n cu proprietatea ci P,, = 6”. 
Nicolae Staénicd, Braila 


S:E14.213. a) Verificati dacé numarul 211 este prim. 


Stee 422 
b) Determinati x, y € N* astfel incat ; 
ry+ zr 


Daniela Tilincé si Adriana Mihaila, Braila 
§:E14.214. Demonstrati ca numerele ge° +1 Sl 33° +10 sunt prime 
intre ele. 


Nazely Boicescu, Braila 


S:E14.215. Se considera segmentul [AB] de lungime AB = n, n EN, 

n > 2 si punctele Mj), Mo,..., Mn, respectiv mijloacele segmentelor [AB], 
[AM], ..., [AM,_1]. Determinati n stiind ca 

AB+AM,+....+ AM, = 35840. 

Narcis Turcu, Braila 

S:E 14.216. Aflati lungimile laturilor unui dreptunghi, exprimate prin 

numere naturale, stiind ci raportul dintre perimetrul dreptunghiului si aria 

sa este 0,(6). 
Daniela Tilincé si Adriana Mihaila, Braila 


S:E14.217. Fie numerele x = 2%-5° si y = 3°- 77 cu a,b,c,d € N* si 
<a<b<d, 2c>a. Comparati numerele z si y . 
George-Florin Serban, Braila 


S:E14.218. Determinati numerele de forma abc, scrise in sistem zeci- 
al, pentru care abe +a+b+c=p", pEN. 
Stefanut Crochind, Braila 


S:E14.219. Punctele A, A, Ao,...,An, apartin, in aceasta ordine, 
eptei d. Stiind cé AA; =1cm, AAp=2cm, AA3=4cm,..., AA, = 1024cm, 
lati numarul de puncte situate pe dreapta d. 

Stefanut Ciochinda, Braila 

S:F14.220. S& se determine cifra x pentru ca numarul N = 2014711 
,se divida cu 17. 

Lécrémioara Techiu, Braila 


Clasa a VII-a 


2n? —3n—4 
S:E 14.221. Sase determine multimea M = in EZ = EZ 


Dan Negulescu, Braila 
S:E 14.222. Sa se calculeze [S], unde 


pee af ae eee oe Ome ee € N* 
~5' 5. 10 20 5. gna? 
ide [x] este partea intreaga a numarului z. 
Nazelt Boicescu, Braila 


S:E14.223. Aflati toate numerele de forma ab , care verificd relatia 
+a) ba — (a — b) ab = 25 (8? — a2). 
George-Florin Serban, Braila 
S:E14.224.Demonstrati c& printre 2025 numere naturale distincte, ex- 
ta 729 numere a caror suma este divizibila cu 9. 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 
S:E14.225. Rezolvati ecuatia 
a-(x+1)-(4+2)-(x+3) = 1679-1! + 1680°-! + 1681?-!, 
ide x EN si p este numar prim . 
George-Florin Serban, Braila 
S:E14.226. In jurul punctului O se considera unghiurile <AOB, 


BOC, «x<COD, xDOE, xAOE, astfel incat «AOE, este alungit si 
(<AOB) _ m(<BOC) _ m(<COD) _ m(xDOE) 


, unde n este numar 
n+2 n+3 n+4 n+ 
tural si n(n + in +2)(n+ 3)(n + 4) divide pe 120. Fie (OM, (ON, (OP, 


(OQ respectiv bisectoarele unghiurilor «BOC, «DOE, xCOD, xMON. 
Aflati m(<«POQ). 


Geanina Dumitrascu, Braila 


§:£14.227. Fie ABCD un patrat si FE mijlocul laturii (AD), AGLBE, 
G € (BE), CFLBE, F € BE. Demonstrati ci DF = CG. 


* kK X 


§:E14.228. FieA;, Az, A3, A4, As puncte in plan distincte, oricare trei 
necoliniare. NotamA,A3NA2A5 = {M}, A, A3NA2A4 = {N}, Ag AgNA3As5 = 
= {P}, AyA4gN A3As5 = {Q}, AgAs 1 AyA4 = {R}. Calculati 

m(<MA,R)+m(xMA2N) + m(xXNA3P) + m(xPAsQ) +m(*4QA5R). 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:E14.229. Fie triunghiulABC, m(xB) = m(xC) = 36°. In interi- 
orul triunghiului ABC se considera punctul Mastfel incat m(«M BC) = 24° 
sim (xMCB) = 30°.Fie {N} = AMN BC. Determinati m(x ANC). 

Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 
§:E14.230. Fie triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b, c astfel 
a b C 
b+2014c c+2014a a+2014b 
Demonstrati ca triunghiul ABC este echilateral. 
Alin Musat, elev , Braila 


incat 


Clasa a VIII-a 


§:E14.231. Un triplet de numere naturale nenule se numeste pitagoric 
daca suma patratelor a doud numere este egala cu patratul celui de-al treilea. 
Demonstrati c& orice numar natural mai mare decat 2 se incadreaza in cel 
putin un astfel de triplet. 

Paul Crestez, elev, Braila 


§:E£14.232. Fie numerele rationale strict positive 21, X2,..., £2000, ast- 
er 1 2010+ 2, 1 2010 + x1 2x2 
fel incat x) = ——, — = ——__,,, — = — ——__., ....., 
2011° x9 Ly L3 L122 
1 _ 2010 + 212%973...X2009 


1 
= . Demonstrati c& 71 +29+...+2Z2000 < =. 
£2010 L1X2X3...L2009 tots 2010 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 
S:E14.233. a) Determinati perechile (m,n) de numere naturale pentru 
care 2™ + 2” este patrat perfect. 
b) Aratati ci daca’ 2” + 2” este numar prim atunci 
(m,n) € { (0, 0), (2° 0); (0, 2*) | K€ N}. 


Elena Iurea, Iasi si Dan Negulescu, Braila 


S:E£14.234. Fie x, y numere naturale mai mari sau egale ca 3. Demon- 
strat] ca: 
ay? — 144ry + 432 (x + y) > 1296. 
Alin Musat, elev, Braila 


S:E14.235. Fie A,B,C,D patru puncte necoplanare,E mijlocul lui 
(AB), F mijlocul lui(CD) M mijlocul lui (BC) N mijlocul lui (EF’), Demon- 
AC + BD 


strati ca MN < A 


Geanina Dumitrascu, Braila 
S:E 14.236. In cubul ABCDA’B'C'D’ fie R, S, T mijloacele muchiilor 
[AB], |B’C’] si respectiv [DD’]. Daci M, P, Q sunt mijloacele segmentelor 
[C’R] , [AS] si respectiv [BT] , atunci: 
a) aratati ca MQ || (DCC’); 
b) determinati aria triunghiului M PQ, daci AB = 4 cm. 


Nicolae Stdnicd, Braila 


S:E14.237. a) Determinati n € N* pentru care 
(4+ 3) (4° +37) (44 +34)... (42° +37") = 655367°° — 65617°°. 


b) Aratati ca /1-2-3-4-5-...- 4012 + 4569 Ee R-Q. 
Daniela Tilincé si Adriana Mihdild, Braila 
S:E14.238. Aflati toate numerele de forma abc stiind ca 
ab+a@e  be+ba Catch 
7 i = 


66. 
a b Cc 


George-Florin Serban, Braila 


$:£14.239. Determinati numerele naturale x,y, z prime, stiind ca: 
(3a + 3y — 4z) (4x — 2y) = (2a + 3y — 2z) (16 — 52). 


Daniela Covaci, Braila 
S:E£14.240. Fie AABC, punctele distincte P,Q € (BC), BP=CQ si 
AQ? = AP? + (AC — AB)’. 
Demonstrati ci AC - aria(A ABP) = AB-aria(AAPC). 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:L14.208. Fie trapezul ABCD cu AB || CD, ACN BD = {O} si 

B < CD. Cercul de diametru AD taie din nou BD in punctul T si eo. de 
A T 
OB OR 


* OK OX 


ametru (BC) taie din nou AC in punctul R. Demonstrati cé — 


S:L14.209. Rezolvati in R ecuatia: 


1 i 4-2 i" 9-27 | 3 
l-—gz 3 (1-2) 3(1—a)| 1-{[s] 
Geanina Dumitrascu, Braila 
S:L14.210. In triunghiul ABC bisectoarele unghiurilor xABC si 
ACB intersecteaza, AC si AB in punctele D, respectiv &. Notam intersectia 


[}= BDNCE si construim IF LBC, F € BC. 
Dac’ ADE = xBIF, demonstrati ca AED = «CIF. 


Clasa a X-a 


S:L14.211. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile: 
2010 x—2 e=2 1 — 3x 
— 2/2 —- = 122) ——— » —- ———_| = 
yen wants |e Fa] =u 8 [G2] - 457] =H 
Emilian Runceanu, Braila 
S:L14.212. Fie numerele aj, a2,...,dn € (0,1) (sau (1,00)), cun EN, 


> 2. 5a se demonstreze ca au loc inegalitatile: 
a) log,, a2 + 2log,, a3 + 3log,, a1 = 6; 


1 
b) log,, a2 + 2log,, a3 + 3log,,a4+...+nlog, a1 > eee) 


Emilian Runceanu, Braila 
$:114.213. 58 se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea: 


pam p—b p—-c n-—1’ 


entru orice numar natural n > 2. Notatiile sunt cele cunoscute. 
George-Florin Serban, Braila 
S:L14.214. Fie a,b,c € C astfel incat az? + bz +c € R, pentru orice 
€C\R. Demonstrati cia=b=O0sicER. 
Dan Negulescu, Braila 
§:£14.215. Determinati valorile lui x pentru care 


2015 Pn t+1+2Vxr2 +24 ore 27 +1-2V/272+ 2 < 2. 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


§:L14.216. Aflati numerele a,b,c > 0, stiind ci abc = 1 gi 


Oe? Bea: 
6 


OPP 26 gE Seb 
a b 


George-Florin Serban, Braila 


S:L14.217. In AABC, not&m cu a,b, c lungimile laturilor (BC), (AC), 
(AB) si cu mp , me, lungimile medianelor din B, respectiv C. Presupunem 


V/4a4 + 9b2c?2 bt+c-—a 


ri . Demonstrati ca r = 5 
unde r reprezinta lungimea razei cercului inscris in AABC. 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


cunoscuta relatia mp- Mm. = 


§:114.218. Sa se determine numarul natural n pentru care 
a” +b” +c" + (a+b4+c)" = (a+b)"+(b+c)"+(c+a)”, 


oricare ar fi a,b,c € (0,00). 
Dan Negulescu, Braila 
3, 
S:L14.219. Demonstrati ci. *</logs (n+ 1) < 5? Oricare ar fi numarul 


natural n > 4. 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


$:L14.220. Pentru a,b € Q, cua+b #0, considerém numerele 
alog, 2013 + blog, 2014. av/2013 + bV/2014 
CS i Ss 
a+b a+b 


i) Aratati ca x si y sunt numere irationale. 
ii) Calculati [x] si [y] daca, in plus, a,b > 0 ([m] reprezinta partea 
intreaga a numarului real m). 
Dan Negulescu, Braila 


Clasa a XI-a 


$:L14.221. Fie functia f : R — R cu proprietatea ca 


2015 2015 
k k k k 
f (3. cha» ; <2< > Chis: f* (2), 
k=1 k=1 
oricare arfi zER. 


Aratati ca oricare ar fi aj, @9,...,@2915 > 0 are loc inegalitatea 


2, 2 2 (f (a1) + 1) +... + (f (a2015) + 1)? — 2015 
a2 + a2 +... + aboyg > et 
V¥ 20195 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:L14.222. Fie A o matrice de ordin n > 3, n € N, ce are elementele 
iumere reale, cu proprietatile: elementele fiecarei linii sunt in progresie a- 
itmeticd cu ratia r; elementele fiecdrei coloane sunt in progresie geometrica 
u ratia g. Alegem n elemente din matricea A astfel inc4t sa nu avem doud 
lemente de pe aceeasi linie si nici doud elemente de pe aceeasi coloand. Sa 
e arate ca, indiferent de alegere, suma acestor n elemente este constanta. 
{amane suma constanta daca elementele fiecdrei linii sunt in progresie arit- 
netica si elementele fiecdrei coloane sunt in progresie aritmetica? 

Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


S:L14.223. Fie A € M, (R),n > 2, cu suma elementelor de pe fiecare 
inie egala cu —1. 
Precizati suma elementelor de pe linia n a matricei A2°!4 + A?0!, 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


1, 
S:L14.224. Fie sirul (Ln) p>1) definit prin 7, = 014 Si fn41 = Int22, 


, . x L z 
Calculati partea intreaga a lui S = AOS eas pee telco 
LQ «£3 £2015 


Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 


ricare ar fin > 1. 


S:L14.225. Fie functiile f, : R ~ R, n € N*, cu proprietatea ca 
‘n(l) = 1, fr(a@ + y) = (n+1)9- fn(x) +n” - fn(y), pentru orice z,y € R. 
a) Determinati f, (x), pentru z € R,n € N*. 
b) Calculati lim [1 + fi (2014) + fo (2014) +... + fn (2014)] > . 
Alin Musat, elev, Braila 
S:L14.226. Fien Ee N,n 2 2. Aratati ca 


Lita t+.. +27 ‘: 2/2129...£y iat 1 
L1XLQ...Ln Py ttot...+2n ~ n’ 


ricare ar fi numerele 21,%2,...,%n € (0,00). Precizati in ce conditii avem 
galitate. 

Dan Negulescu, Braila 

S:L14.227. Fie un tabel cu trei linii si trei coloane. In fiecare cisuta 

criem un numar natural asa incat suma numerelor de pe fiecare linie, fiecare 

oloana si fiecare diagonala sa fie aceeasi, S. Notam cu n elemenul aflat la 

ntersectia celei de-a doua linii cu cea de-a doua coloand. Demonstrati ca 

> = 3n. 

* * 

S:L14.228. Fie sirurile de numere reale pozitive (tn),51 Si (Yn)n>1> 

u proprietatile: rp42 = 2n + - 41 $1 Yn42 = y2 + Yn4+1, pentru orice n € N*. 


Daca 21, 22,y1, y2 > 1, demonstrati cd exista N € N* astfel incét rz, > yn 
pentru orice n > N. 
* * OX 
5:L14.229. Fie girurile de numere reale (Xn),51 $1 (Yn)n>1, CU propri- 
etatile: yj = yy, = 1, fp = —32%n_-1—Yn_-1 +7 Si Yn = Ln-1 + Yn—1 — 2, pentru 
orice n > 2. Determinati in functie de n termenii generali ai sirurilor (rp),,.1 
si (Yr) n>1 
* kx 
S:L14.230. Fie sirul de numere reale (a,),,,, ai cérui termeni verifica 
relatia Qn41@€n + 3an41 + Gn + 4 = 0, pentru orice n € N%*, iar ag913 < Qn, 
oricare ar fi n € N*. Determinati toate valorile posibile ale lui aj. 


Clasa a XII-a 


5:L14.231. Determinati functiile f : R — R care admit primitive si 
verificd relatia f (x+y) = f (x —y)- f*(y), (V)2z,y ER. 
Dan Negulescu, Braila 
S:L14.232. Se dau functiile f,g: RR, f(x) =z si g(x) = ze?"*. 
a) S& se demonstreze ca functia h : [0,4] > R, h(x) = min { f(x), g(x)} 
admite primitive. 
b) Sa se determine primitiva functiei h, al cdrei grafic trece prin punctul 


1 9 
A{-,-]. 
(5) 
Emilian Runceanu, Braila 
S:114.233. Fie M = {2,4,8,16} si legea de compozitie 


roy = y+ |r—ylllog,y], ye{2,4$ 
x—(x—y)|log,x], y € {8,16} 


unde [a] reprezintad partea intreagd a numarului real a. Aratati ci multimea 
M este parte stabila in raport cu operatia de mai sus gi stabiliti proprietatile 
acestei legi. 

* ok Ox 


S:L14.234. Fie f : R — R o functie care, pentru orice z € R, in- 
1 1 
deplineste conditia f (2 — 5) +27 < 227 +1<f (2 + 5) — 22. 


Calculati / f (a)e*dz. 


S:L14.235. Fie f : (0, = > R, f(z) = sin"z, un >2,n EN. 


; Tv : ; 
emonstrati ci f are un unic punct de inflexiune x, € (0, = si calculati 


700 =n 
* *K X 


S:L14.236. Fie G multimea functiilor f : R — R, derivabile, care 
rificad relatia f’ (x) + 2014f (2) = 0, oricare ar fi z € R. Pe G se considera 
yeratia de adunare a functiilor, h(x) = f (x) + (2), oricare ar fiz ER. 

a) Demonstrati c 
a G este parte stabild in raport cu operatia de adunare a functiilor. 

b) Aratati ci toate elementele lui G sunt simetrizabile in raport cu 
yeratia de adunare a functiilor. 


c) Calculati / f(x)dz. 


S:L14.237. Fie A € M3 (R). 
a) Calculati (A*)* si det (A*)*. 
b) Dac’ A = A’, det A = 0 gi fiecare element din A are pa&tratul egal 
1 complementul sau algebric demonstrati cé A = O3. 
Gheorghe Aleze, Braila 


S:£14.238. Aflati functiile f : By — IR, de doua ori derivabile, cu 


‘oprietatea ci f’(x)+ F(x) = 2f(z) #5 —, Va ER, unde F este o primitiva 
lui f. 
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila 
S:L£14.239. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x * y = 
zy + 3x + 3y + 6, pentru orice z,y € R. Fie M = (—co, —4] U [—3, co) gi 
= (a,0o),aER. 
i) Aratati ci M este parte stabila a lui R in raport cu legea ,,*”, (M, x) 
te monoid comutativ si determinati elementele nesimetrizabile din M. 
ii) Determinati a € R pentru care (G, *) este grup. 
Dan Negulescu, Brdaila 
S:L14.240. Fie M multimea functiilor continue f : R — R care admit o 
imitiva F cu proprietatea F' (x) > a, oricare ar fi x € R. 
a) Aflati functiile de gradul intdi care apartin multimii M. 
b) Determinati douad functii f si g, astfel incat f,ge Msi f+g¢é M. 
c) Consideram functia f : R > R, f (xz) = ant” + a,2" 14+... +an,n > 1, 
#(). Aratati echivalenta: f € M =n este impar si ao > 0. 
Radu Vasile, Braila 
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Abstract. This article contains four approaches of the diophantine equa- 
tion 7” = 3¥ + 100 and some considerations for the more general Pillai’s 
diophantine equation a” — b¥ = c. 
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Problema 26907 din G.M.-B nr. 4/2004, propusa de profesorul Ovidiu 

Tatan din Rm. Sarat, cere rezolvarea in numere intregi a ecuatiei 
7” = 3% + 100. (1) 

Este usor de vazut ca zx si y trebuie sa fie pozitive, deci vom rezolva 
ecuatia (1) in numere naturale. 

Prezentam patru rezolvari ale acestei probleme, dupa care vom face 
cateva consideratii pe marginea unor ecuatii diofantice mai generale. 

Reamintim ca pentru un numéar natural n > 2 si un numar intreg a cu 
(a,n) = 1, ordinul clasei @ in grupul U (Z,,) al elementelor inversabile din 
inelul Z,, se numeste gaussianul (ordinul) lui a modulo n si se noteaza y,(a). 
Pentru g,q1,q2 € N avem echivalentele: 


a? = 1 (mod n) & q = 0 (mod 7n(a)); 
a” =a” (mod n) & qi = q2 (mod 7(a)). 

In cazul n = p =numar prim, grupul U (Z,) = Z> este ciclic, iar cand 
clasa a este un generator al acestui grup, adica 7p(a) = p — 1, se spune cd a 
este raddcind primitiva modulo p. 

Urmatorul rezultat il vom folosi in toate solutiile. 

Propozitie. Dacd (x,y) € N x N este o solutie a ecuatiei (1), atunci 
xX sty sunt numere impare. 


1) Prof.dr., Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti 
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Demonstratie. Reducem ecuatia modulo 4 si avem 
(—1)” = (-1)¥ (mod 4), 

deci x gi y au aceeasi paritate. Daca z si y ar fi pare, scriind x = 2a, y = 2b 
cu a,b € N, ecuatia devine 49° = 9° + 100. Dac& reducem aceasta ecuatie 
modulo 8, avem 1=1+4 (mod 8), absurd. Asadar, x si y sunt impare. O 

Solutia 1 (J. L. Brenner, L. L. Foster [2|). Evident (x = 3, y = 5) este 
solutie a ecuatiei (1) si vom arata ca este unica. Se constata usor ca nu exista 
solutii cu x < 3, y < 5. Presupunem prin absurd ca exista o solutie cu x > 3, 
y > 5. Reducand ecuatia modulo 729, avem 7* = 100 (mod 729) = 77 = 7°4 
(mod 729) si, deoarece y729(7) = 243, rezulta x = 84 (mod 243). Asadar 
x = 2438a + 84, cua EN, dar zx este impar si atunci a = 2b+ 1, cube N, 
deci x = 243(2b + 1) + 84 = 486b + 327. Deoarece 3 este radacina primitiva 
modulo numarul prim 487, adicad y4g7(3) = 486, iar -y4g7(7) = 162, reducand 
ecuatia modulo 487, avem: 


74860+327 — 349 + 100 (mod 487) <= 7162(30+2)+3 = 39 4+ 100 (mod 487) © 
ey (7182) °F? | 343 = 34 + 100 (mod 487) + 
<> 34 = 3° (mod 487) = y = 5 (mod 486), 
deci y = 486c + 5, cuc € N. Reducem acum ecuatia modulo numarul prim 
1459. Deoarece 3 este radacina primitiva modulo 1459, adica 71459(3) = 1458, 


lar 1459(7) = 243, scriind c = 3k+17r, cuk EN, r € {0,1,2}, rezulta 
y = 1458k + 486r + 5 gi ecuatia redusa este: 


74866+ 327 = 31458k+486r+5 + 100 (mod 1459) & 
ep (7243) 9F" 784 = (31458) . (3486)" . 243 + 100 (mod 1459) & 


<> 7°* = 243 (3°°°)" + 100 (mod 1459), 


unde r € {0,1,2}. Dar 7° = 1016(mod 1459), 348° = 339(mod 1459) si 
atunci ultima congruenta obtinuta este o contradictie in fiecare din cele trei 
cazuri corespunzatoare lui r € {0, 1, 2}. 0 


Solutia 2 (conf. univ. dr. Alexandru Gica). S& observam ca avem 
congruentele 7? = 1 — 9(mod 27), 7? = 1 — 27(mod 81) si prin inductie 
7 =1—3*t! (mod 3*+?), (2) 
Sa presupunem prin absurd ca exista o solutie (2, y) cu y > 7. Scriind 
ecuatia sub forma 
7 = 3¥473 32 o 7 — 73 = 3¥ — 3° & 73 (77 3-1) =3° (84° - 1), 
rezulta 77—% = 1(mod 243). 


Dar 7y243(7) = 81, prin urmare z — 3 = 0(mod 81), adica z = 8la+ 3, 
cu a €N. Reducem ecuatia modulo 3°. 
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Folosind (2) si congruenta (1 — 243)* = 1 — 243a(mod 3°), rezultata& din 
formula binomului, avem 
77 = 100 (mod 3°) © 7°/4t = 100 (mod 3°) 
€> (1 — 243)* - 343 = 100 (mod 3°) + 343 — 243a - 343 = 100 (mod 3°) © 
€ 243 — 243 -343a = 0 (mod 3°), 
de unde 1 — 343a = 0(mod 3) © a = 1(mod 3), deci a = 3b+ 1, cubeEN. 
Rezulta xz = 81(3b+1)+3 = 243b+84. Reducem acum ecuatia modulo 
3", deci 
7 = 100 (mod 3”) = 774°+84 = 100 (mod 3’) © 
<> 74 (1 — 36)” = 100 (mod 3’). (3) 
Dar 7° = 1+2-9(mod 81), 7? =1+2-27(mod 243), 
727 =142-81(mod 3°), 78! = 1+42-243(mod 37), adica& 
781 = 1 + 486(mod 3°), deci 7°4 = 343(1 + 486)(mod 3°). 
Atunci, congruenta (3) se continua astfel: 
343(1 + 486) (1 — 3°b) = 100 (mod 3’) © 
> 343 (1 — 3°b + 486) = 100 (mod 3’) © 
<> 243 — 343 - 3°b + 343-2-3° =0 (mod 3’) 
> 243 — (38 - 37 + 1) - 3b + (38-37 +1)-2-3° =0 (mod 3’) > 
<> 243 — 3°6+2-3° =0 (mod 3’) = 3° — 3°b =0 (mod 3’), 
deci 1 — b = 0(mod 3), adica b = 3c+ 1, cuce N. Obtinem 
© = 243(3c + 1) + 84 = 729c + 327. 


Deoarece x este impar, trebuie sa avem c = 2d, cu d € N, prin urmare 
x = 1458d + 327. 

Vom folosi acum congruente modulo 1459, numarul 1459 fiind prim. 
Prin calcul: 7°24 = 339(mod 1459). Atunci, reducdnd ecuatia modulo 1459, 
avem: 


3¥ = 77 — 100 = (71458). 7327 _ 100 = 73 . 734 — 100 = 
= 343 - 339 — 100 = 916 (mod 1459). 
Folosind proprietatile simbolului lui Legendre si legea reciprocitatii pa- 


tratice, calculam in doua moduri simbolul lui Legendre G2! Pe de o 


916 \ (2.229) / 2 \? (229\ _ 
1459) \ 1459 / \1459 1459] 


= 229 a 1) 9-2-1654 1459 _ 1459 = 
~ \ 1459) 229} \ 229 } ~ 


parte, avem: 
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= (ere _—(85\_ (17-5\_ (17T\ (5 \_ 
229 ~ \a29) = =~\ 229 J ~\ 229) \ 229) — 
a oe ee ee le 
17 5 17 5 
_ (13-1748) (45-5+4) _ (8) (2\"_(8)\_, 
> 17 5 ~~ A\17 5) = MIT) 


Retinem: 
916 
3, =" (4) 


Pe de alta parte, deoarece 916 = 34 (mod 1459), avem 
916 \ / 3% 
1459) = \ 1459) ° 

Dar: 


3 3-1 1459-1 1459 486 -3+1 1 
-_———— —— (—1) 2 2 . -_—— =_— ———— =—_— _ = non | 
1459 3 3 3 


3Y 3. \? 
si cum y este impar, vom avea ( ) = ( = —1, deci 


1459 1459 
916 
(sa) — (5) 
Egalitatile (4) si (5) se contrazic. Asadar, nu exista solutii cu y > 7, iar 
pentru y < 5 unica solutie este (x = 3, y = 5). ‘_ 


Solutia 3 (elev Ovidiu Avddanei, Iasi). Gandim ecuatia (1) in inelul 
1+iv3 1+iv3 
+q: 

2 2 
pului patratic Q (iV3) = {p + giv3 | D,GE Q}. Acest inel este euclidian in 
1+iv3 

2 


Z 


D,GeE 2} al intregilor patratici asociat cor- 


raport cu norma N : Z — N, unde N(z) = z-zZ = {z|?, pentru 


1+iVv3 
2 
(nenul, neinversabil) se descompune in mod unic intr-un produs de factori 
ireductibili (primi). Elementele inversabile (unitatile) inelului sunt radacinile 
1, v3 


unitatii de ordin 6, adica elementele grupului Ug = 1s +—+ i> 


orice zE Z . Atunci el este un inel factorial, adica orice element 


2 


In acest inel elementele 2 + iJ3 si 2 — i/3 sunt ireductibile, intrucat 
au ca norma numarul prim intreg 7. Pentru ca x gi y sunt impare, deci 
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g=2a+1, y = 2b+1, cua,dEN,iar 7 = (2 + iV3) (2 — iV3), ecuatia (1) 
se scrie 
7atl — 100 ae 326+1 ya 


e (2 +iv3) eke (2- iv3) aoe (10 + s'iv3) (10 - iv) (6) 
Elementele 10 + 3°i/3 si 10 — 3°iV/3 sunt relativ prime in inelul consi- 
derat. Intr-adevar, daca d = (10 + 3°1/3, 10 — 3°iV3), rezulta d | 2- 31/3, 
deci N(d) | N (2-3°iV3), adic& N(d) | 4- 326+. 
De asemenea, din d | 10 + 3°iV3, rezult&é N(d) | N (10 + 3°iV3), adicad 
N(d) | 100 + 376+! sau N(d) | 772+". Prin urmare N(d) | (4- 32241, 72441), 
adica N(d) = 1, deci d este asociat in divizibilitate cu 1 (este o unitate) in 


1+iV3 
2 


sunt relativ prime. Elementul 10+ 3°iV/3 este un divizor propriu al lui 72¢+?, 
c&ci norma sa este diferité de 1 si N (724+!) = 744*?. Atunci din (6) rezult& 
c& 10 + 3541/3 = u(2+iVv3)"" sau 10 + 3%1V3 = u(2—iV3)**"", unde 
u € Us. 

Analizim toate posibilitatile dupa valorile lui u si alegerea semnelor +. 


1) u=1, 10+ 3%iV3 = (2+iV3)"*". S& observam ci: 
(2 +iv3)*P = (2041 — 3.27041 .C2 1 +... + (-3)*-2- C3244) + 
+iV/3 (274 - Ch.) — 278-2-3-C3 4, +... + (-3)*). 


Din ipoteza si (7), varianta cu +, identificand partile reale si reducand 
modulo 3 obtinem 1 = 2(mod 3), contradictie. 


2) u=1, 10+ 3°73 = (2—iV3)**”. Analog. 
3) u = -1, 10+ 3%'V3 = —(2+iV3)"". Ardt&m mai intai c& 
a =1(mod 9). Intr-adevar, in solutia precedent’ am vazut c& 
x =3 (mod 81) © 2a+ 1 =3 (mod 81) © 
< 2(a — 1) = 0 (mod 81) & a = 1 (mod 81) 
gi, cu atat mai mult, a = 1(mod 9). Sa presupunem prin absurd ca y > 7, 
bie Sonn oie b: ; 2a+1 . ye ay Care 
adici b > 3. In ipoteza 10 + 3°i/3 = — (2 + iV3) identificam partile 
imaginare, imp&rtim prin i/3 si reducem modulo 27. Obtinem: 
0 = -27 Chai, + 279-7 -3- C341, —37- 272-4. 08. (mod 27) 


si, dup& o imp&tire cu 274-4, avem: 


inelul Z | | si aceasta aratd cd elementele 10 + 3°iV3 si 10 — 3°iV3 


(7) 


(2a + 1)2a(2a — 1) _ 
6 
(2a + 1)2a(2a — 1)(2a — 2)(2a — 3) 
5! 


= —16(2a+1)+4-3- 


me (mod 27). 
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Deoarece 2a + 1 = x = 3(mod 81), dand la o parte acest factor, care il 
contine pe 3 la puterea 1, obtinem: 


3a(a — 1)(2a — 1)(2a — 3) 


0 = -16 + 4a(2a — 1) — 10 


(mod 9) 


si Inmultind cu 10, dupa calcule, avem: 
= —160 — a(2a — 1) (6a — 15a — 31). (8) 
Cum a = 1(mod 9), membrul drept din (8) este congruent modulo 9 cu 
—160—1-1-(6—15—31) = —120 = 6(mod 9) si astfel (8) este o contradictie. 
Cazurile b = 1, b = 2 duc de asemenea la o contradictie in ipoteza 3). 
4)u=-1, 10+ 3°13 = -— (2 — i/3)**". Pentru b = 1 avem o impo- 
sibilitate, dar pentru b = 2 egalitatea are loc pentru a = 1 si obtinem astfel 


solutia s = 2a+ 1= 3, y = 2b+1=5. Pentru b > 3 se procedeaza ca la 3) 
si obtinem o contradictie. 


5) ue +5 + oat Putem scrie unitar u = 


m,n € {—1,0}. 
Din (7) rezult& (2+i/3)*** = (4p + 2) i¥3(2q +1), cu pq € Z. 
Atunci, ipoteza 10 + 3°i/3 = u (2 + i/3) yaks se scrie: 


10+ 3°iV3 = (= sp “iv ) ((4p + 2) + iV3(2q + 1)). 


2m+1 2n+1. 
—- 


5 5 3, Cu 


2 2 

Egaland partile reale obtinem: 
i= Gi epaiys eee 
care este o contradictie, caci membrul drept nu este intreg. 

Epuizarea tuturor posibilitatilor araté ci unica solutie a ecuatiei (1) 
este (x = 3, y = 5). 0 

Solutia 4 (Marcel Tena). Folosim urmatorul rezultat, care poate fi 
consultat in [5]: 

Teorem&. Ecuatia!) diofanticd u2 + 3v2 = t? are solutia (u,v,t) € 
€ZxZxZ, cut impar si (u,v) = 1 daca si numai dacé existd a,b € Z, de 
paritati diferite, cu (a, 3b) = 1, astfel incat: 

u=a (a? — 9b? 
v = 3b (a? — b*) 
t = a? + 37. 

Deoarece y este impar, scriem y = 2k +1, cuk € N*. 

Reducem ecuatia (1) modulo 9 si avem 77 = 1(mod 9). Dar (7) = 3, 
prin urmare z = 0(mod 3), adicd x = 3p, cu p € N*. Ecuatia (1) se scrie 


1)Ecuatiile diofantice de tipul ax? + by? = cz” au fost studiate pentru prima oara de 
Euler si Lagrange. 


M. TENA, ECUATIA DIOFANTICA 77 = 34 + 100 439 


107 +3- (3k)? = (7P)° si arataé c& (u,v, t) = (10, 3r 7?) este o solutie a ecuatiei 
din teorema. Prin urmare 


10 = a (a* — 9b?) (9) 
3* = 3b (a? — b?) (10) 
7? = a* + 302, (11) 


cu a,be Z. 
Din (9) rezulta ca a divide 10, deci a € {+1, +2, +5, +10}. 


11 
Dac’ a = +1, (9) devine +10 = 1 — 9b?, deci b? € {1 = 


1 
Dacad a = +2, (9) devine +5 = 4 — 9b*, deci b? € 1-5 if. 


, absurd. 


Pentru a = —2, avem 6? = 1, iar (10) di 3* = 9b, deci b > 0, de 
unde 6 = 1. Atunci k = 2, iar din (11) p = 1, prin urmare z = 3p = 3, 
y=2k+1=5. 


2 
Daca’ a = +5, (9) devine +2 = 25 — 9b?, deci b? € ‘= 3}, absurd. 


Dac& a = +10, (9) devine +1 = 100—9b?, deci b? € ¢ 11, a , absurd. 
Rezulta ca unica solutie a ecuatiei (1) este (x = 3, y = 5). Oo 
Ne ocupaém acum de ecuatia exponentiala diofantica mai generala 

a” — b¥ =¢, (12) 


unde a > 1, 6 > 1, c > 1 sunt numere intregi date, iar r > 1, y > 1 sunt 
necunoscutele. Ecuatia (12) se numeste ecuatia lui Pillai si a fost abordata 
in [6]. Un rezultat pe care il vom stabili relativ la aceasta ecuatie este ca 
multimea solutiilor sale este finita. Demonstratia data aici este una proprie, 
diferita de cea din [6]. Folosim urmatorul rezultat auxiliar, care poate fi 
consultat in [3]. 


Lema (A.O. Ghelfond, [3]). Fiea > 1, b > 1 numere intregi si e > 0 
date. Existd un rang ne € N cu proprietatea ca pentru orice m,n € N, 
m,n > Ne, (m,n) =1, cua” > b™, existd inegalitatea: 


= 3+e 
grap Sate Uae. O 
Semnificatia acestei leme este aceea ca pentru n, m mari, puterile a” si 


6b” nu pot fi apropiate. Avem urmatoarea: 


Teorema. Ecuatia exponentiald diofanticd (12) are cel mult un numdr 
finit de solutii (eventual, niciuna). 

Demonstratie. Observam ca, daca (zx, y) este solutie a ecuatiei (12) si 
z= dz’, y= dy’, d,z’,y' EN, (2’,y’) = 1, atunci 


os (a )4 oa (bY )4 _ (a™ = bY )((a® 4-1 af (a™ )4-2(b¥") ee (bY 4-1) 
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deci (z’,y’) este solutie a unei ecuatii de forma a* — Dv = c, cud |e. 
Cum numéarul divizorilor lui c este finit si d < c, demonstratia teoremei este 
terminata daca aratam ca ecuatia (12) are un numar finit de solutii cu z, y 
prime intre ele. 

Fixam acum un € > 0. Presupunem prin absurd ca ecuatia are o infini- 
tate de solutii. Conform lemei, exista n, € N astfel incat pentru orice solutie 
(x,y) cu Z,y > ne avem: 

c= a™ — bY > ate (mz)"* yc. ellnz)" 5 gta 


l l 3+E 
# Inc+ (Ina) > ina BS 4 Cae) > Ina. (13) 


Cand xz — oo, inegalitatea (13) devine 0 > Ina, contradictie. Teorema 
este demonstrata. Oo 


Comentarin. Putem da si o alta demonstratie teoremei precedente, in 
cazul particular cand a si b sunt numere prime, a = 3(mod 4), b = 3(mod 4), 
iar c = O(mod 4), c # O(mod 8). Folosim urmatorul rezultat din [9]: 

Teorema (A. Thue, [9]). Daca 

F(X) = anX”" +an_1 X71 +... +0a,X + a9 € Z[X] 
este un polinom ireductibil de grad n > 3, iar F(X,Y) este forma binara 
asociata, definita prin 
F(X,Y) = a,X" + any X" 1Y +... +a, XY" 1 4+ ag”, 
atunci pentru A € Z*, ecuatia F(u,v) = XA are cel mult un numar finit de 
solutii (u,v) € Z x Z. 

Mai intai, ca in propozitia de la inceputul articolului, se arata ca x si y 
sunt impare, deci z = 4k +1, y = 4p+j, unde k,p EN, i,j € {1,3}. Ecuatia 
(12) se scrie: 

a®*# —W=cHa’'- (a*)* — b . (b?)4 =ceai-ut—bi-vt =6, 

unde am notat u = a*, v = b?. Polinomul f(X) = a'X* — b? este ireductibil 
in Q[X], conform criteriului lui Capelli (vezi de exemplu [11]) si, fiind pri- 
mitiv (c.m.m.d.c al coeficientilor= 1), este ireductibil in Z[X]. Forma binara 
asociata este F(X,Y) = a’X4 — b/Y4 gi, conform teoremei lui Thue, ecuatia 
F (u,v) = c adic’ a*-u*—b) -v* = c are un numar finit de solutii (u,v) € Zx Z. 

Atunci ecuatia (12) are un numar finit de solutii (x,y) € N* x N*. 
Sa remarcaém ca ecuatia initiald (1) se situeaza in acest caz particular. 
O 

Recent s-au obtinut rezultate mult mai precise referitoare la ecuatia lui 
Pillai. Cu titlu informativ, prezentam trei dintre ele. 

Teorema (M. Bennett, [1]). Ecuatia (12) are cel mult 2 solutii, iar 
cazurile cand are doua solutii sunt urmatoarele 11: 

3-2 = 3?-23 =1; 2-3 = 28-33 = 5, 24-3 = 2 — 3° = 13; 
23 ~5 = 27 —53 = 9. 13-3 = 138 — 3’? = 10; 91-2 = 917 — 28 = 89; 
6—2=6? 25 =4; 15 —6 = 15? — 63 = 9; 280 — 5 = 280? — 5’ = 275; 
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4930 — 30 = 4930? — 30° = 4900; 6* — 34 = 6° — 38 = 1215. O 

Observatie. Din aceasta teoremad rezultad cd ecuatia (1) are cel mult o 
solutie, deci (x = 3, y = 5) este solutie unicd. O 

Teorema (R. Scott, R. Styer, [7|). Considerém ecuatia diofantica 


p” _ q? = ¢, (14) 


cup>1,q>1 numere prime sic > 0 numar intreg. 

Atunci, daca q # 1(mod 12), ecuatia (14) are cel mult o solutie, in afara 
de cazurile cand (p,q,c) € {(3, 2,1), (2,3, 5), (2, 3, 13), (2,5, 3), (13, 3, 10)} sau 
cand p? | gq?) — 1 gi yp(q) = impar > 1. O 

Observatie. Unicitatea solutiei ecuatiei (1) rezultd din teorema prece- 
dentd, luadnd p= 7, q = 3, c= 100, y7(3) = 6. 

Pentru cel de al treilea rezultat, definim mai intai cateva notiuni. 

Un numar prim p se numeste numar prim Wieferich daca 


2P-1 = 1(mod p’). 


Un numar prim p se numeste baza larga 2- Wieferich daca este un numar 
prim Wieferich si p > 1,25-10}°. 

Un numar prim p se numeste bazd larga 3- Wieferich daca este un numar 
prim Wieferich si p > 2°. 

Reamintim ca un numar prim p se numeste numar prim Fermat daca 
p = 2” +1, unde v € N*. 

Teorema (R. Scott, R. Styer, [8]). Fie b € {2,3}, tara un numadr prim 
mai mare ca b si care nu este baza larga b— Wieferich. Egalitatea 


ja"? — bY | = |a®? — bY, 


cul<2, < 22,1 < yy < ye, (41,91) F (2, y2) are loc doar in urmatoarele 
11 cazurt: 

3-2 = 37 — 28; 23 — 3 = 2° — 33; 24 3 = 28 — 35. 23 _ 5 = 27 — 53. 
13 — 3 = 13% — 3’, 22-3 = 32 — 23. 32 — 22 = 25 _ 38. 5 2 = 27 _ 53. 
11 — 2? = 2’-117;5 -3 = 33 — 52; F—-2=2°+t!_ F unde F = 2” +1 este 
un numar prim Fermat sau F = 9. 0 

Observatie. Scriind ecuatia (1) sub forma 7* — 3¥ = 7? — 3° gi ob- 
servand cé pentrua = 7, b = 3 nu ne afldm in niciunul din cazurile de 
exceptie date de teorema precedentd, rezultaé x = 3, y = 5. 0 


In fine, o categorie si mai generala de ecuatjii, o constituie cele de tipul 
(12) in care doar c este dat, iar a, b, x, y sunt necunoscute. 

Cazul c = 1 este cel al celebrei conjecturi a lui Catalan, rezolvata acum 
10 ani de matematicianul roman Preda Mihdilescu. 

Este vorba de urmatorul rezultat: 

Teoremé (P. Mihdilescu, [4]). Ecuatia diofanticé 


a” — bY = 1, 
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cu necunoscutelea >1,b>1, x> 1, y> 1, are solutia unica (a,b, 2, y) = 
= (3,2,2,3), corespunzdtoare egalitatii 3% — 2° = 1. oO 
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GENERALIZARI ALE PROBLEMELOR 26848 SI E:14648 
NECULAI ROMAN”) 


Abstract. This note shows two possible generalizations of the problems 
26848 and E:14648. 


Keywords: triangle, perpendiculars 
MSC : 51M04 


In aceast’ not& matematic’ vom prezenta doud generalizari ale pro- 
blemelor 26848 din G.M.-B nr. 12/2013, autor Jon Pdtrascu, Craiova gsi 
E:14648 din G.M.-B nr. 4/2014, autori Neculaz Stanciu, Buzau gi Titu Zvo- 
naru, Comanesti. 


G1. Se considera triunghiul ABC, cu AB # AC. Punctul D este 
piciorul indltimit din A, iar K este un punct oarecare pe segmentul (AD). 
Dreptele BK gsi AC se intersecteaza in punctul M, dreptele CK si AB se 
intersecteaza in punctul N, iar dreptele MN si BC se intersecteaza in punc- 
tul P. Paralelele duse prin punctul P la dreptele AB si AC intersecteaza 
dreptele AC $i AB in punctele R, respectiv Q. Atunci RQLBC. 


Pentru inceput vom demonstra urmatorul rezultat ,,clasic” . 


1) Profesor, Scoala Gimnaziala ,, Vasile Alecsandri“, Mircegsti, Iasi 
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Lema. Se considera triunghiul ABC’. Punctul D este piciorul inaltimi 
din A, iar K este un punct oarecare pe segmentul (AD). Dreptele BK si AC 
se intersecteazad in punctul M, iar dreptele CK si AB se intersecteazad in 
punctul N. Atunct ADM = xADN. 

Demonstratia lemei. Prin punctul A 
ducem o dreapta paralela cu dreapta BC, 
care intersecteaza dreptele DM si DN in 
punctele M’, respectiv N’ (Figura 1). 

In triunghiul ABC aplic&im teorema lui 
Ceva si obtinem 


MA DC NB 
MC DB NA 
Din AMAM' ~ AMCD rezulta 
MA AM’ (2) 
MC DC’ 
Din ANAN’ ~ ANBD rezulta 
NB BD 
NA AN’ (3) 
Folosind relatiile (1), (2) si (3) obtinem 
AM' DC DB ; ; 
Do ‘Dp ani =i ee AM = AN’. 
In triunghiul DM’N’ segmentul [AD] este inaltime si mediand, deci si 
bisectoare. Prin urmare, xADM = xADN. CO) 


Demonstratia afirmatiei G1. 


Fie {T} = ADN MN (Figura 2). 
Conform Lemei, in triunghiul 
DMN segmentul [DT] este bisec- aL 


[A 


toare interioara a <M DN. Pentru P FOLKS 
cé DT1DP rezulta ca [DP] este IP ——S$+_-~-‘“__ 
bisectoare exterioara a <MDN. Q D 


C' 
Aplicand teorema bisectoarei obti- Figura 2 
nem 
TM PM 4 
TN PN 4) 


adica dreptele AM, AN, AT si AP formeaza un fascicol armonic. Ducem 
prin punctul N o dreapta paralela cu dreapta RQ, care intersecteaza dreptele 
AC si AP in punctele U, respectiv V. Fie {O} = APM RQ. Din [AO] 
mediana in AARQ si AARQ ~ AAUN rezultaé [AV] mediana in AAUN, 
deci NV = VU. (5) 

Aplicam in triunghiul MNU teorema lui Menelaos cu transversala 
A-—V — Psi obtinem 


AU VN’ PM ~ ™ 6) 
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Din relatiile (5) si (6) rezulta 


AM PM 
AU PN’ ”) 
Folosind relatiile (4) si (7) obtinem = = a de unde rezulta AT||NU 


(reciproca teoremei lui Thales). 
Din AT||NU si NU||RQ rezultaé AT||RQ. Cum ATLBC si AT||RQ 
rezulta RQOLBC. 


Observatii 1. Se poate aradta mai rapid c&é RQ||AT, folosind pro- 
prietatile fascicolului armonic. 

2. Dacd m(x BAC) = 90°, atunci obtinem problema E:14648. Daca, 
in plus, K este mijlocul segmentului [AD], atunci obtinem problema 26848. 


G2. Fie triunghiul ABC cu AB # AC gi punctele D, € (BC si 
Dz € (CB astfel incédt «BAD, = xACB si xCAD2 = xABC. Se con- 
siderad punctele K; € (AD,) si Ko € (ADz2), astfel incédt AK; = Ako. 
Dreptele BK, si AC’ se intersecteazd in punctul M, dreptele CK2 si AB 
se intersecteaza in punctul N, iar dreptele MN si BC se intersecteaza in 
punctul P. Punctele Q si R sunt proiectiile punctului P pe dreptele AB, 
respectiv AC’. Atunci RQOLBC. 


Figura 3 


Demonstratie (Figura 3). Din teorema lui Menelaos aplicata in: 
e AABD>» cu transversala N — Kg —C rezulta 


NA CB KD» NB CB KoD» 
= es ec ceeer . 8 
Ve NA CDs KoA” (8) 


NB CD) KoA | 


= ee; (9) 
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e AABC cu transversala M — N — P rezulta 
—— - —_ - —_ = ]. (10) 


1. (11) 


BC KiD, PB CD, KzA © 
Din m(XAD,B) = m(XBAC) = m(<AD2C) rezulté m(xAD,D2) = 
= m(xAD2D;), deci AD, = AD». Pentru ca AK; = Ako rezulta K,D, = 
= K2Do. 
Acum relatia (11) este echivalenta cu relatia 


PB BD, 
PE-~e Dy (12) 
Din AD, BA ~ AABC rezulta 
AB?’ = DB: BC. (13) 
Analog, 
AC” = D2C : BC. (14) 
Folosind relatiile (12), (13) si (14) rezulta (pentru b > c) 
Pree arte pe, Pee. 
CD2—-BD, AC AB —¢? b2 — ¢? 
Obtinem 
- PA? = ee" + AB® + aes AB cos B = 
= Boge te tig ge = oS = PB-PC. 
PA . 
Deducem PA POUUm {APB = «CPA rezulta APBA ~ APAC, 
de unde rezulta 
m(xPAQ) = m(<ACB). (15) 
Cum ARPQ este patrulater inscriptibil rezulta 

m(xPAQ) = m(xPRQ). (16) 


Din relatiile (15) gi (16) obtinem m(xPRQ) = m(xXACB). Acum avem 
m(<ACB) +m(x<QRC) = m(x<PRQ) + m(xQRC) = 90°, de unde rezulta 
RQLBC. 

Observatie. 

Daca m(<BAC) = 90°, atunci D,; = D2 = D, D este piciorul inaltimii 
din A in AABC, Ki = Ka = K, unde K este un punct oarecare pe (AD) 


gi obtinem problema E:14648. Daca, in plus, K este mijlocul segmentului 
(AD), atunci obtinem problema 26848. 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


APLICATIT ALE UNEI FORMULE DE SUMARE 
Ovipiu Buica”) 
O identitate relativ simpla, dar cu implicatii interesante o reprezinta 
binecunoscuta formula de sumare a lui Abel: 
Daca {a1,a2,...,@n}, {b1,bo,...,0n} (n > 2) reprezinta doud multimi 
de numere si Spy = a; tag+...+ az, atunci 
n—1 
Shs = Snbn + >— Sk (be — bk41)- (IA) 
k=1 k=1 


In cele ce urmeaza sunt prezentate cateva aplicatii in care intervine 


aceasta identitate. . 


Al. Daci mE N, « 41 si notém Ay, = a kz* are loc recurenta 


k=1 
A. = anM (n+) ~ 2 | 
i. as 1 
—— (CinAm—1 + Cin Am—a +--+ Cm" Ar + Cm Ao) - 
. k+1 _ 
Solutie. Deoarece S, = Ut = ——— iar (kK +1)" —k™ = 


= Cher 4 Ct Rm 34 Om kom = SCL kt, 


4=1 
“ n+1 m—-l kt 
_ k_ 2 — wv Lt 4 .m—i 
Am =) k™a* = ————n™ - }  — 2h k 
k=1 k=1 
grth—g m L = k ~ 4 Lm-—i L m 
= _ a Sad ] a hk 
xz—l . ao (2 Cink + Fe ) 
k=1 i=l k=1 
grt! _ + L he F n—-1 oe” od # n—l m Em 
= m _ a m—1t —e k+1 _ 
r—l ay 2 Om (Dok tt) + Ill vy) 
= k=1 k=1 
la m L — 4 m—i,.n Lt m 
= Bm EOI (dent iat) + Elo 
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n+l _ 

n+1__ », x m_ grtl > a x es 
ite i Am 1)" — (nm 

an fan += aH \"—n seer ou ) 
at in+)™—2 | 


L — 
od Ty (Cin Am—1 + Cin Am—2 +... Cm" Ai + Crp Ao) 
Recurenta poate fi utilizata in rezolvarea urmatoarei probleme (OIM 


. — k® -— 
1985-Longlist-Cubl1): Dacd Ay, = > OR calculati Jim An: 


A2. Se considera sirul de numere pozitive (In)n>1 avand proprietatea 
tt+adot...+ 2, 51427 +...+k?, Vk >1. Sa se arate cd, oricare ar fi 


neEN*, fo1t+ f/fot+..+ Jin f14+24+...40. 

Solutie. Din ipoteza, (,/z1 — 1)(,/t1 + 1) + (,/@2 — 2)(,/42 +2) +...4 
+(/in — n)(\/in +n) < 0, Vn € N*. Notdnd a, = /z, —k, k = 1,n, 
obtinem a, (a; + 2) + a2 (a2 + 4)- + ...+@n (dn + 2n) < 0 si, tinand cont oi 


aj +az+...+a2 >0, inde gions (x). Dac& notam S, = 
k=1 

= a,;+ao+...+a, pentru k > 1, atunci S- kay = nS, —(S1+Se+...+Sn-1), 
k=1 


sau NSn =) hax + (51+ S2+...5 _1). 


k=1 
2 


Tinand cont de ipoteza si de (*) rezulta S; < 0, 2S, = S~ kay+S1 < 0, 


k=1 
3 


353 = S~ kay + 51 + Sp < 0; continuand inductiv obtinem concluzia. 
k=1 

A3. Se considerd (Gn)n>1,(bn)n>1 doud giruri crescdtoare de numere 
reale cu proprietatea a,j +ado9+...+@; <b) +b9+...+50,Viz=1n—1 si 
Qj tagt+...+@, = 0) +b0o4+...4+ Dn. In plus, pentru orice numadr real m 
numarul perechilor (i,j) cua;—a; =m este egal cu numdrul de perechi (k, l) 
cu by — b} =m. Demonstrati cd a; = b;, Vi = 1, n. 

Solutie. Din conditiile problemei rezulta 

S| (a; — aj)” = S- (by — bi)? 
1<i<j<n 1<k<l<n 

iar de aici 


aD —2 »: a,a; = aD R-2 » b;,by. 


1<i<j<n l<i<j<n 
Pe de alt Sante. 
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de +2 S- aja; = yee. > by by. 


1<i<j<n TSi<gsn 


Din ultimele doua relatii se obtine ya a; = >> b? si imediat 


(Lt) = (Le (So) (Sas ) 


deci 
Rie (> aibi > Said. (1) 
i= i=1 i=1 
Daca se noteazi A; = a, +a, +...+a;, B =b, +b, +...+5,,i=I1,n 
n—1 
rezulta (aplicand (JA) de doua ori) alec = ‘A,b, + S> Ai ( b; — bi41) < 
i=1 i=1 


n—1 n 
< Bnbn + 3 B; (6; — bj41) = 3 6,6; = >» b? (am tinut cont cA A, < By si 


i=1 i=1 i=1 


nr 
Din relatia precedenta gi (1) rezulta ak x = se S55} , prin 
i=1 i=1 } 
urmare inegalitatile precedente devin egalitati, obtinand A; = B;,Vi = 1,n 
si in final a; = b;, Vi = 1, n. 


A4. Numerele reale aj, a2,...,@n, cu ja;| <1, Vi =1,2,...,n, verifica 
relatia aj tag+...+a, = 0. 


ae 2k+1 
a) Ardtati cd existad k € 1,n astfel incat |a, + 2a2 +... + kax| < as 


b) Ardtati cd pentru n > 2 majorarea de mai sus e cea mai buna posibild. 
Solutie. a) Presupunem a, > 0 (altfel, dacé a; = 0, k = lesteo solutie, 
iar daca a, < 0 putem considera multimea {—a; |i = 1,n}). Definim so = 0, 
k 
Sp = Sia; pentru k = 1,2,...,n. Avem 
i=1 


k=1 k=1 
Cum s; = a; > 0, rezulta ca exista un cel mai mic k (cu k > 1) astfel 
incat s, <0. Atunci k > |ka,| = |s, — sp—i] = $p—1 — Sk = |Sh—1| + [Sx], (1). 


Daca se considera prin reducere la absurd ca |s,—| > si |sx| > ra. 
rezulta |s,_1| + |s,| > k, ceea ce ar contrazice relatia (1). 
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1 
b) Pentru n > 1 impar, consideram sirul a, = > a2 = 2? a3 = —l, 
3 5 7 
a4 = 1, a5 = —1, ag = 1, a7 = -1,... Rezulta 81 = 7, $2 = 7) $3 = —7> 
9 11 13 15 
— =. s6 = —— ee 
S4 4’ °5 4° 6 4°" 4’ ; ; 
Pentru n > 2 par, consideram sirul a, = 1, ag = 3? a3 = —l,a4= at 
3) T 
ae =. ag = —1, a7 = 1, 1h i Cee Rezulta s; = 1, 82 = aaa 
64. = ED eS ae Be cope ail 
4a 4’ a 4’ 6 = 4’ Sia 4’ 8 = 4°." 


1 
pentru orice k, deci cerinta de 


In exemplele considerate |sz| > 
la a) nu se poate intari. 


AS. Se considera numerele reale x1,22,...,2n $t Y1,Y2;--»,Yn, CU 
l<aj<%<...< 4,1 < yi < yo <... < Yn $4.4172...Lk > Y1Y2--- Yk 
pentru orice k intreg cul <k <n. Demonstrati ca 


CODEC 0a).(-8). 


Solutie. Avem 0 < — < <...<c—<1O<—< me 
In In-1 Ly Yn Yn-1 
1 LL ice Lp —_—— 7 ” Lk — 
<— <1 si — — 21,Vk =1,n. Notand S; = y=, aplicand (IA) si 
Y1 Y1---Yk bay Uk 
inegalitatea mediilor obtinem 
k k-1 
1 x; 1 1 1 1 
Wad Praga a iet 
k-1 k 
1 1 1 1 
>—-k+ > (= - )-i= —, (1) 
Lk ag SE Li+1 a 
1 Me es eee 
Notam a; = 1 — me b =1- ie t = 1,n gi avem a,,b; € (0,1), cu 
a a ‘ ‘ ; 
(dn)n>1, (bn)n>1 crescatoare. Relatia (1) duce la k — os —<k- —, 
im 4 i=l 7 

: 1 

1-—-— 1— — } sau a; = b;,Vk = 
(1-2) <y (1-2) dae Doave= Tn, @) 


Conform teoremei lui Lagiange exist a intre a, si by astfel incat 
mr 


1 eee 
Ina, — Indy = a (ax, — by), k = 1,n, deci, notand S, = > (ax — by) avem 
k 


n n n—1 
Yo (ina, ~ nb) = $0 (on - bn) =—S. + (—- =) He. (3) 


k=1 k=1 
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1 Inaxy—Inb, = Inagi, —Inb 
Apoi — — —— = ee eee ee si, deoarece functia 
Ck = -Ck41 aK — an Ak+1 — vet ~ 
: , naz — In Nap41 — ln Nn Qp41 — In 
In este concava, rezulta ee ee 


Q,—O0, ~ Qey1—be ~~ — gg — O41 
de unde rezulta ; : 
—— >0, Vk=1,n. (4) 
Ck = Ck+1 


Din relatiile (1), (3), (4), c, > O rezulta y(n ay —Inby) > 0, sau 
k=1 


Qa1a2...QAn > b1b2... bn. 


OO 
A6. Dacd un > 0,Vn € N* gi seria S- Un este convergenta, sd se arate 
n=) 
ca: 
Uy + 2ugt+...+nun Uy + 2ug+...+NUn 
jim: —___—_—_—__—— _ = (0; —_—_—_—____—- =) u 
i) n y 3 n(n+ D y 7 
n— : 
Solutie. i) Daca s, = 5 +> $, Uy t2ugt...+ nun = Sy — S— 8k 
k=] k=1 
si rezulta, folosind si teorema Stolz-Cesaro, 
U+2ugt...+NUn — NSp — (81 +S82+...+Sn-1) 
n — n > 
= gy — PERT Set 5 55 =0. 
ie S Uy Uy+2u9 uy + 2ugt+...+nUn : 
ii) Daca S, = —~- + ——— +... .+&_ ————S+_—_———_ , atunci S,, = 
) gag! gg ee n(n +1) . 


“Garza ame) (53% aatetoaa) tet 
~4T 8 8-8 Taine 1) 7 2-3 73-4 Fre) ae 


“n(n+1) — : mils" *\2 wat "\n ntl) 

1 1 $y; +sgt...+Sn_1 
noe ent ty— tad ina MER 
A7. Se dau n numere reale astfel incaét x1 > 1g >... >2n > 0. Sa se 


arate ca 
(tg +24+...+2n)(£1 — £2) in (ty +24 +...+2n)(L2 — 2X3) 


+...4 
I1+ 2X2 I2+ 73 
(tj +2o+...+2n—2)(Ln-1 —n) | (2403+... + Fn-1)(En £1) ih 
SE ic es ce OB A > 0. 
4 sean Mies cae! Deli 


Tm 
Solutie. Notam S = be > 0. Notand 2741 = 21, suma din membrul 
i=1 
stang al inegalitatii este egala cu 


S (S—2;— Li+1)(2j—Li+1) 8 Li — Li+1 a ital = sso Ly — ti+l 
i=1 i= 
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1 


Aplicam (JA) pentru a, = 2, — 2e41, 64 = —————:: 
Lk + Lk4+1 


n n—1 
> Lk — Lk+1 = 3 Sg 1 1 
ee k ua 
poy Ek Lk+1 I TketUke+1 = Lk+2 + Lk+1 


a a er 
Lk +Ue41 8 Te42 + LK41 


k 
(s-a tinut cont ca S, = > (2; — 2441) = 21 — TR41 pentru k <n). 


i=l 
Aratam inductiv ca P, >0,Vn > 2: Pp = 0 si 


1 1 1 
Pyer=G).= (——_ - —_} = (——__- 
nat = Fn — (1 ~ Sn) tape eee + (#1 fa) In-1+ Zn 
1 ) + (2 _ )( 1 1 ) 
a — 1 SS TO — 
Ln + Ln41 ; a Int+2@n41 C412 
1 1 
= P,+(2%1-2 ( -——}+ 
n+ (21 ~ tn) In +21 Int+Zn41 


+( )( 1 1 ) 

£1 — Ln41) | ———- - —————_] = 
ee Naat ont.  In41 +21 

IR) 2 Saal as) pe 

In + 21 In + 2n4+1 In+1 +71 

(1 ~ Tn) (£1 ~ Ent) (Tn — Tn41) , 


" "(fn + £1) (Gn41 + £1) (Ln + Fn41) 


Din cele de mai sus si S > 0 rezulta concluzia problemei. 
A8. Fie (ax)k>1 un sir de numere intregi, strict pozitive, distincte doud 
cate doud. Sa se arate ca pentru orice numar intreg n > 1 are loc inegalitatea 


Solutie. Termenii sirului fiind intregi distincti strict pozitivi, rezulta 


k(k+1 
Sater eo, eS 
1 n—1 1 1 oes 
SG ft = 
ran w2 +d oe =~ on2 + 


Tok(k+1) 2k+1 1 re Ce | | 
a mae ata tL Ete) = Le 


, pentru orice k > 1, deci 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA 
»DIMITRIE POMPEIU* 


Editia a XIV-a, Botogani, 9-11 mai 2014 
prezentare de ARTUR BALAUCA) si IOAN CIOBANASU”) 


In perioada 9-11 mai 2014, Filiala Botosani a Societatii de Stiinte Mate- 
matice din Romania si Colegiul National ,,Mihai Eminescu“ din Botogani, in 
parteneriat cu Primaria Municipiului Botosani, Consiliul Judetean Botogani, 
Inspectoratul Scolar Judetean Botosani si Scoala Nr. 17 din Botogani au or- 
ganizat editia a XIV-a a Concursului Interjudetean de Matematica ,,Dimitrie 
Pompeiu“, competitie adresata elevilor claselor ITI-XI. 

Am beneficiat la Festivitatile de Deschidere si de Premiere de prezenta 
prefectului judetului, dl. ing. Costicd Macale{i, a primarului municipiului 
Botosani, dl. ec. Ovidiu Portariuc, a vicepresedintelui Consiliului Judetean 
Botosani, dl. ec. Gheorghe Sorescu, si a doamnei inspector general al I. §. J. 
Botosani, prof. Mihaela Huncd. 

La concurs au participat 410 elevi din judetele: Bacau, Bistrita Nasaud, 
Botosani, Braila, Iasi, Maramures, Neamt, Suceava, Vaslui si Valcea. 

S-au acordat 28 de premii, 150 de mentiuni si 130 de premii speciale, 
acestea din urma fiind destinate elevilor care au rezolvat problema suplimen- 
tara. 

Valoarea totala a premiilor a fost de 15000 de lei. 

Marile Premii ale concursului au fost acordate elevilor: Boroica Adrian, 
clasa a VI-a, de la C.N. ,,Gheorghe Sincai“ din Baia Mare, Hodoroagaé Andrei, 
clasa a VI-a, de la Scoala ,,Take Ionescu“ din Ramnicu Valcea, Trigscaé Vicol 
Cezar, clasa a VI-a, de la C.N. ,,Mihai Eminescu“ din Botosani, si Spiridon 
Calin, clasa a IX-a, de la C.N. ,,Petru Rares“ din Piatra Neamt. 

Prezentam in continuare enunturile problemelor din concurs, precum §1 
lista premiantilor. 


1) Presedintele de onoare al Filialei Botosani a S. S. M. R. 
2) Presedintele Filialei Botosani a S. S. M. R. 
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Clasa a III-a 


1. a) Problema S:P14.11, G.M.-B nr. 1/2014. 
b) In figura urmatoare, mutati doua chibrituri pentru a obtine egalitate 


6 bal a sige a 


2. a) Amfiteatrul scolii in care invata Gigel are 7 randuri cu acelasi 
numar de scaune numerotate de la stanga la dreapta. Stiind ca Gigel sta 
pe randul din mijloc, pe scaunul cu numarul 45, iar in dreptul lui, pe ul- 
timul rand, pe scaunul cu numarul 81 sta Costel, aflati cate scaune sunt in 
amfiteatrul scolii. 

Catalin Budeanu 

b) Greierasul si Furnicuta, aflati la distanta de 10 metri fata de scor- 
bura in care se adapostesc, se indreapta spre aceasta. Greierasul merge 2 
metri intr-o ora, iar Furnicuta merge de 8 ori mai repede ca Greierasul, care 
mai si canta. Furnicuta ajunge la adapost, apoi se intoarce pana intalneste 
Greierasul si repeta plimbarea pana ajung impreuna la adapost. 

Cati metri a parcurs Furnicuta cea harnica in total? 

Artur Balduca 

3. Victor ii zice lui Dragos: 

— Da-mi 500 de lei si vom avea amandoi aceeasi suma. 

Dragos raspunde: 

— Da-mi tu mie 1000 de lei si voi avea de patru ori mai multi bani decat 
suma ce-ti ramane tie. : 

Ce suma avea fiecare copil? 

Problema suplimentara&. Fiecare dintre patratelele din 
figura alaturata pot fi colorate cu negru sau cu rosu. Cate modele -H 
diferite se pot obtine? 

Mariana Ciobdnasu 


Clasa a [V-a 


1. Problema P:648, G.M.-B nr. 1/2014. 

2. Fie a,b,c trei numere naturale diferite de zero. Impartind pe ala 
6 obtinem catul 5 gi restul egal cu c. Aflati cele trei numere stiind ca suma 
diferentelor dintre cel mai mare si fiecare dintre celelalte douda numere este 
egala cu 100. 

Catalin Budeanu 

3. Un ceas electronic afiseaza timpul de la 00.00.00 la 23.59.59. 

a) De cate ori, in decurs de 24 de ore, apar pe ecran exact trei cifre 
de 7? 

b) Dar exact patru cifre de 3? 

Problema suplimentarda. Asezati numerele 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10 intr- 
un patrat de tipul 3 x 3, astfel incat numerele de pe ultima linie a tabelului 


454 EXAMENE SI CONCURSURI 


sa fie egale cu suma numerelor scrise in casutele situate deasupra acestora. 
In cate moduri pot fi asezate aceste numere? 
Catalin Budeanu 


Clasa a V-a 


1. a) Problema S:E14.50, G.M.-B nr. 2/2014. 

b) La magazia unei fabrici a sosit un vas cu 240 de litri dintr-o substanta 
care trebuia repartizata in mod egal la cele trei sectii ale fabricii. In momentul 
acela magazionerul nu avea la indemana decat trei bidoane goale, unul de 50 
de litri, unul de 110 litri si altul de 130 de litri. Voi il puteti ajuta pe 
magazioner sa repartizeze substanta? Cum? 

Monica Sas 

2. Aratati ca numarul: 

a) 2" +2014 nu este patrat perfect; 

b) 11115556 este patrat perfect; 

c) 11...1155...556 avand n cifre 1 si n — 1 cifre 5 este patrat perfect 
(n este numar natural, n > 2). 

3. a) Pe o tabla sunt scrise numerele 1,3, 4,6,8,9,11,12,16. Gigel si 
amicul sau, Ionel, au sters fiecare cate patru numere si au observat ca suma 
numerelor sterse de unul dintre copii este de trei ori mai mare decat suma 
numerelor sterse de celalalt. Aflati ce numar a ramas pe tabla si ce numere 
a sters fiecare copil. Justificati raspunsurile! 


— abcd 
b) Sa se determine numarul abcd stiind ca raportul ae are cea mai 
ab+c 


mica valoare posibila. 
Ioan Ciobanasu 
Problema suplimentara. Numerele naturale sunt agezate ca in ta- 
belul de mai jos. Sa se afle numarul liniei si al coloanei pe care este scris 
numarul 2014. 


1 2 6 7 15 = 16 
3. «86 8 14 17 
4 9 13 18 
10 12 19 
11 20 
21 
22 
Artur Balduca 
Clasa a Vi-a 


1. a) Problema §:E14.56, G.M.-B nr. 2/2014. | 
b) Cate numere naturale de trei cifre de forma abc, scrise in baza zece, 


exista, stiind c& abc — cba este patrat perfect. 
Artur Balaucaé 
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2. La un concurs de matematica au participat 351 de elevi si au avut de 
rezolvat patru probleme. Analizand lista rezultatelor, s-a constatat ca fiecare 
dintre cele patru probleme a fost rezolvata de cel putin 176 de elevi. 

a) Demonstrati ca exista un elev care a rezolvat cel putin trei dintre 
cele patru probleme. 

b) Aratati ca exista doi elevi, astfel incat fiecare dintre cele patru pro- 
bleme a fost rezolvata de cel putin unul dintre ei. 

Nicolae Sanda 

3. Consideram triunghiul dreptunghic ABC, cu m(XBAC) = 90° si 
m(xACB) = 40°. Pe latura (BC) se iau punctele M, N si P astfel incat 
m(xAMC) = 80°, m(x<ANC) = 100° si m(x APC) = 130°. Aratati ca: 

a) MN = b) (AN) = (MP); c) (MN) = (PC). 

Artur Balduca 

Problema suplimentar&. Soricelul Jerry se afla la 35 de pasi de 
vizuina sa. Motanul Tom se afla la 7 sarituri in spatele lui Jerry. Tom incepe 
urmadrirea in acelasi timp cu fuga lui Jerry spre vizuind. In timp ce Tom face 
o saritura, Jerry face 3 pasi. Se mai stie ca o saritura a lui Tom are lungimea 
cat 7 pasi ai lui Jerry. Poate Tom sa-l prindéd pe Jerry pana la intrarea 
acestuia in vizuina? Argumentati raspunsul. 


a ) 


Catalin Budeanu 


Clasa a VII-a 


1. a) Problema §:E13.347, G.M.-B nr. 12/2013. 

b) Fie un dreptunghi cu lungimile laturilor de 4 cm si 7 cm. Din colturile 
lui scoatem cate un patrat cu latura de 1 cm. S& se arate ca figura ramasa 
nu poate fi pavata cu dreptunghiuri cu laturile de 3 cm si 1 cm. 
mtn c m? +n? 


2. a) Demonstrati ca , oricare ar fi m,n numere 


Z ~~ m+n 
nenegative cum+n #0. 
b) Fie a si b numere reale nenegative cu proprietatea a? + b? = 4. 
ab 
Demonstrati ci: ————~ < /2— 1. Cand are loc egalitatea? 


3. Pe dreapta d se considera punctele B, E, C, D, in aceasta ordine, si 
punctul A, nesituat pe dreapta d, aga incat m(< ABD) = 30°, m(xAED) = 
fd AC? 
= 45° si m(X ACD) = 75°. Aratati ca BE = = 

Artur Bdlduca 
Problema suplimentara. O gradina in forma de patrulater convex 
are lungimile laturilor in ordinea succesiva de 20 m, 24 m, 7 msi 15m, iar una 
dintre diagonale are lungimea de 25 m. Colturile opuse ale gradinii sunt unite 
de cate un gardut viu. Determinati lungimea totala a gardutului viu, folosind, 

eventual, relatia: cos u + cos(180° — u) = 0, oricare ar fi 0° < u < 180°. 
Al. Gabriel Mirsanu 


456 EXAMENE SI CONCURSURI 


Clasa a VIll-a 


1. a) Problema $:£14.78, G.M.-B nr. 2/2014. 
b) Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia: 


a(x +2)\(2 + 4)(x +6) +9=y?. 


2. Se considera multimea A = {n EZ i) ont) E af. 


a) Scrieti cinci elemente ale multimii A. 
b) Aratati ci multimea A are o infinitate de elemente (este infinita). 
Artur Balduca 


3%. Se considera cubul ABCDA’B'C'D’. Pe muchiile (BC), (CD) si 
(CC’) se iau punctele E, F’, respectiv G, astfel incat CF = CE = CG = a 


Aratati ca distanta dintre dreptele A’D si D’B este egala cu jumatate 
din lungimea proiectiei segmentului (A’C’) pe planul (E FG). 
Artur Balauca 
Probiema suplimentard. Folosim termenul de placa triunghiulara 
pentru un triunghi considerat plin, deci impreuna cu interiorul sau. 
a) Sa se arate ca orice placa triunghiulara obtuzunghica se poate imparti 
in placi triunghiulare ascutitunghice. 
b) Sa se arate c& numarul minim de triunghiuri ascutitunghice de la a) 
este 7. 
c) Sa se examineze cerintele a) si b), cand inlocuim termenul ascutit- 
unghic cu cel de neobtuzunghic. 
Dan Branzei 


Clasa a [X-a 
1. O progresie aritmetica (an )n>1, are a; € N* si ratia r € N*. 
a) Aratati ci pentru orice numar prim p, avem (a1a2...Q pr) : p. 
b) Dac& (an, 2014) = 1,Vn € N*, si ago17 < 20157, ardtati c& r :2014 si 


determinati formula lui ap. 
Adrian Botan 


A Ww Ww Ww e ww e e us 
2. Fie a constanta reala. Aratati ca ecuatia sin z + cosz = cE ra | +a 


are o unica solutie reala x dac& si numai daca’ a = V2. 
Adrian Botan 


3, Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si D € (AC) piciorul bisec- 
B 


toarei unghiului B. Demonstrati ca = 2 daca si numai daca 


AB AB 
AB_ AB _1 
BD BC 2 


Dan Branzei 
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Problema suplimentaraé. Fie punctul O fixat in plan. Un poligon 
convex A; A...An, din plan, cun > 4, se numeste frumos daca suma oricaror 
trei vectori distincti a, ne ¢ din multimea V = {OAy , OA; meee ,OAn} este 
egala tot cu un vector din Y. Aratati ca: 

a) daca poligonul A;A2...A, este frumos, atunci pentru orice sub- 
multime de patru vectori [@,6, 2, d} C VY, exista inc&’ o submultime 
ae ,d'} CV, ceare a’ + b +d+@=3(¢+0424 a); 


b) singurele poligoane frumoase sunt paralelogramele de centru O. 
Adrian Botan 


Clasa a X-a 


1. Fie multimea de functii 
F={f:N* >R| f(2014) =1 si f(zy) = f(x) + f(y), Va,y € N*}. 

a) Gasiti f € F, ce are f(x) = 0, pentru orice z, numar natural impar. 

b) Daca f € F este monotona, aratati ca, pentru orice m,n,xz € N*, cu 
m .m A seesdie , 

— > logon, 2, avem si — > f(z). In acest caz, determinati functia f. 
. - Adrian Botan 

2. Sase determine numerele complexe 21, 22, 23, care verifica egalitatile: 

lz1| = |22| = |z3| = 21 + 22 + 23 = —(2f + 28 + 23) = 1. 
Mihai Piticari si Vladimir Cerbu 

3. Fie un patrulater convex ABCD, intr-un plan a, si functia f :a— R 
data de f(M) —~MA.-MC—MB-M , pentru orice M € a (M MC si 
MB-MD sunt produse scalare). Aratati ca: 

a) existS un vector constant VU si o constanta reala a astfel ca 

f(M) = MB-? +a; 

b) daca ABCD este parallelogram, atunci f este constanta, iar daca 
ABCD nu este parallelogram, atunci f este surjectiva, iar ecuatia f(M) = 
= 2014 are ca solutii punctele unei drepte. 

Adrian Botan 

Problema gupliimentara. Fie a@ constanta reala si functia f : R > R, 
f(z) = 2? —x—sin(rz). Aratati c& ecuatia f(z1) + f(zo) +...+ f(zg) =a 
are un unic octet (71,22,...,2g) de numere reale ca solutie dac& si numai 
daca a = —10. 

Adrian Botan 


Clasa a XJ-n 
1. Fie M = {A € M,(R) | A20l4 — 42013 4 42012 Se Oz} 


1+V5 
a) Demonstrati cé matricea B = 9 0} se afld in multimea M. 
0 0 
b) Daca C € M si are toate elementele rationale, demonstrati ca 
dettC £0siC? =C41. 
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c) Aratati cé matricea C’, de mai sus, verificad relatia 
Clee SCC a CO Bb, 


pentru orice numar natural nenul n. 
Adrian Botan 


hg ee ] 1 1 
2. Se stie cd sirul b, = 5 +—54+...+ a are proprietatea: 


~ 42 7 92 2 
2 2 
T T 1 
—>b, >—-_-—-_-.,V N™*. 
6 me 6 nn ne 


Pentru n € N, n > 4, notam cu f(n) numéarul tripletelor de numere 
naturale (a,b,c) care sunt in progresie geometrica cu ratia numar natural si 
n 
aul<a<b<c<n. Daca notam a, = f(r) Vn €EN,n > 4, aratati ca: 
n 
2 
n n n baton, Sa 7 
a) f(n) = A + Fa +...4 =5 |. cu a = [,/n], sica lim an = 5) 
b) Qn41 > Gn < An—1, Oricare ar fin numéar prim de forma 4k+3, k € N*. 
Mihai Piticari, Vladimir Cerbu si Adrian Botan 


3. Fie f : R — R o functie continua. Pentru fiecare numar natural 
n 


n+1 


nenul n, se consideré functia f, : R > R,fn(x) = f(x) +f x). 


Aratati ci urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 
a) functia f este bijectiva; 
b) pentru orice numar natural nenul n, functia f, este bijectiva. 
Mihai Piticari si Vladimir Cerbu 
Problema suplimentara&. a) Aratati c& punctele A(0,0), B(1,1), 
C'(2014, 2015) si D(2013, 2014) sunt varfurile unui paralelogram de arie 1. 
b) Demonstrati ca toate patrulaterele convexe de arie 1, ce au varfurile 
de coordonate intregi, sunt paralelograme. 
Adrian Botan 


Premiantii concursului 


Premiul I. Dirtu Bogdan, clasa a III-a, Scoala Gimnaziala ,,B. P. 
Hasdeu”, Iasi; Hudisteanu Mihaela, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala ,,B. P. 
Hasdeu”, Iasi; Gheorghe Liviu Armand, clasa a V-a, Scoala ,,Take Ionescu”, 
Valcea; Ababei Madadlina, clasa a VI-a, C.N. ,,Mihai Eminescu”, Botosani; 
Zelina Paul, clasa a VII-a, C.N. ,,V. Lucaciu”, Baia Mare; Pitrop Alezrandru 
Petre, clasa a VIII-a, Scoala Nr. 7, Botosani; Zelina Mihai, clasa a IX-a, 
C.N. ,,V. Lucaciu”, Baia Mare; Rdducea Andrei, clasa a X-a, C.N., Iasi; Bud 
Cristian, clasa a XI-a, C.N. ,,Gh. Sincai”, Baia Mare. 


Premiul al II-lea. Butiurca Mihnea, clasa a III-a, C.N. ,,Roman 
Voda”, Roman; Ruscanu Maria, clasa a III-a, Scoala Gimnaziala ,,B. P. 
Hasdeu”, Iasi; Birgdoanu Iarin Cristian, clasa a IV-a, Scoala Gimnaziala 
,V. Alecsandri”, Roman; Capris Ruth, clasa a V-a, Scoala ,,Take Ionescu”, 
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Valcea; Andreicut Teofil, clasa a VI-a, C.N. ,,Gh. Sincai”, Baia Mare; Matei 
Bledea Alezandru, clasa a VII-a, C.N. ,,Gh. Sincai”, Baia Mare; Baladuca 
Stefan Razvan, clasa a VIII-a, C.N. ,.Mihai Eminescu”, Botosani; Rotaru 
Andreea, clasa a [X-a, C.N. ,,Mihai Eminescu”, Botosani; Leonte Dan, clasa 
a X-a, C.N. ,,.Mihai Eminescu”, Botosani; Vacdreanu Stefan, clasa a XI-a, 
C.N. ,,Mihai Eminescu”, Botosani. 

Premiul al III-lea. Cozma Petra Luciana, clasa a III-a, Scoala Gim- 
naziala ,,Spiru Haret”, Dorohoi; Durbaca Medeea, clasa a IV-a, Scoala Gim- 
naziala ,,B. P. Hasdeu”, Iasi; Vlad Adriana, clasa a V-a, C.N. ,,E.Racovita”, 
Iasi; Farcas Radu, clasa a VI-a, C.N. ,,Emil Racovita”, Iasi; Lipan Dragos, 
clasa a VII-a, Braila; Anechitei Matei, clasa a VIII-a, C.N. ,,Mihai Emi- 
nescu”, Botosani; Prohozescu Ciprian, clasa a VIII-a, C.N. ,,.Emil Racovita”, 
Iasi; Pricope Tidor, clasa a [X-a, C.N. ,,Mihai Eminescu”, Botosani; Asavinei 
Apostol Constantin, clasa a X-a, C.N. ,,Petru Rares“, Neamt; Rotaru Ana, 
clasa a XI-a, C.N. ,,Petru Rares“, Neamt. 


CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA SI 
INFORMATICA ,MARIAN TARINA” 
Editia a a XIV-a, 16-17 mai 2014, Turda 


prezentare de EUGENIA Duca!), DoreEL I. Duca?) si 
GHEORGHE LOBONT”), 


In zilele de 16 si 17 mai 2014 a avut loc la Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul” din Turda editia a XIV-a a Concursului Interjudetean de Mate- 
matica si Informatica ,,Marian Tarina”. La concurs au participat 116 elevi 
la sectiunea matematica gsi 50 de elevi la sectiunea informatica, proveniti de 
la scoli din Turda, Cluj-Napoca, Dej, Satu Mare, Oradea, Campeni, Targu 
Mures, Zalau, Baia Mare, Deva, Aiud, Beclean si Gherla. 

Subiectele de matematica au fost formulate de o comisie formata din 
prof. univ. dr. Dorel I. Duca, prof. univ. dr. Octavian Agratini, prof. univ 
dr. Dorin Andrica, conf. dr. Eugenia Duca, lector dr. Daniel Vdcdretu, prof. 
Gheorghe Lobont, prof. Vasile Serdean, prof. Ioan Groza. 

Subiectele de informatica au fost formulate de o comisie formata din 
lector dr. Radu Lupsa si prof. Florin Miron. 

Pentru atmosfera deosebit de calda si serioasa necesara unor astfel de 
concursuri tinem sa multumim colegilor nostri de la Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul“ din Turda. 

Prezentam in continuare subiectele propuse precum si premiantii la sec- 
tiunea de matematica. 


1) Conf. dr., Departamentul de Matematica, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca 

2)Prof. univ. dr., Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea ,,Babes- 
Bolyai” Cluj-Napoca 

3) Profesor, Colegiul National ,,.Mihai Viteazul“ Turda 
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Prezentam mai jos subiectele propuse la concurs. 
Clasa a IV-a 
1. Sa se calculeze: 147 + (2-155: 2—5-(5-4— 36: 6)]. 


* ok x 
2. Intr-o livadd sunt 220 de pomi: meri, pruni, ciresi si nuci. Stiind 
ca numarul prunilor reprezinta jumatate din numarul merilor, iar numarul 
ciresilor un sfert din numarul prunilor, aflati cAti meri, pruni si ciregi sunt In 
livada, daca numarul nucilor este 25. 
* «x 
3. Aflati x din egalitatea 
{{[(az — 3) : 2011 + 2011] : 2012 + 2012} : 2013 + 2013 = 2014. 
* * OK 
4. Diferenta a doua numere naturale este sfertul numarului mai mare. 
Poate fi suma celor doud numere 2014? (Justificati) 
Liana Jurca si Mihai Popovici 


Clasa a V-n 


1. Suma a trei numere naturale este 349. Impartind primul numar la al 
doilea obtinem catul 4 gi restul 5, iar impartind al doilea numar la al treilea 
obtinem catul 7 si restul 4. Sa se afle numerele. 

Gheorghe Lobont si Ancuta Nechita 

2. Determinati numerele naturale a, b, c, n astfel incat 


3(6° + 4ab) + 2” = 865. 


Monica Dan si Mihai Popovici 
3. Dintr-un numar cu 2014 cifre se scade suma cifrelor sale. Din 
numarul astfel obtinut se scade suma cifrelor acestuia. Continuand procedeul 
se va putea obtine numarul 11223344556677? (Justificati) 
Vasile Serdean si Camelia Magdas 
4. a) Fie numerele a = 2°+53"+1 4 2"+237 gi b = Q2rt3gntl 4 qntignt2 
neEN. 
1) Sa se calculeze 5b: a. 
2) S& se determine n € N, astfel ca 5b = 12a. 
b) Fie multimea A = {1, 2, 3,..., 101}. Sase afle cate submultimi M ale 
multimii A, de tipul M = {a,b,c,d}, au proprietatea ct a+b=c+d= 101. 
* *k * 


Clasa a Vi-a 


1. Determinati numerele naturale n € N* si abcd scrise in baza 10 stiind 
se ace abcd " abcd Sect ah abed = 6"t1 —- 1 
6 62 6u 


Vasile Serdean si Monica Dan 
2. Pe o tabla sunt scrise numerele: 2, 4, 6, ...202, 204. Se sterg de 
pe tabla doud dintre numere si se inlocuiesc cu produsul lor. Continuam 
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aceasta operatie pana cand pe tabla raman numai doua numere. Este posibil 
ca ultimele doua numere ramase sa fie ambele patrate perfecte? 
Vasile Serdean si Monica Fodor 


3. In triunghiul ABC, M si N sunt mijloacele laturilor (AB) si (AC) 
iar D € (BC). Stiind ca EF si F sunt simetricele lui D fata de punctele M si 
N se cer urmatoarele: 

a) Aratati ca AF'||DC. 

b) Demonstrati cé punctele E, A, F sunt coliniare. 


EF 
c) Calculati valoarea raportului —. 


d) Determinati pozitia punctului D pe BC astfel incét AABC si 
ADEF sa fie congruente. 


Ioan Groza si Mirela Ratiu 


4. Fie AABC cu AB < AC. Fie D mijlocul lui (BC). Perpendiculara 
din D pe bisectoarea (AN a unghiului x<BAC intersecteaza dreptele AB si 
AC in punctele F si F. Paralela prin C la dreapta AB intersecteaza dreapta 
EF in punctul P. Demonstrati ca : 

a) AE = AF. b) CF = CP. c) ABED = ACPD. 


Clasa a VII-a 


1. Fie numerele A = 44... 4, cu 2014 cifre si B = 88...8, cu 1007 cifre. 
Aratati ca numarul / A — B este rational. 

Ioan Groza si Mirela Ratiu 

2. Se considera numerele 

1 1 | a 1. 2. 3 n 
ae a a a Ae ee 

Demonstrati ca 6n — 3A < 12B < 6n — 2A. 

Vasile Serdean si Gheorghe Lobont 

3. Un triunghi dreptunghic are lungimea inaltimii /18. Demonstrati 
ca suma lungimilor catetelor este mai mare sau egala cu 12. 

Vasile Serdean si Cristian Petru Pop 

4. Fie triunghiul ABC si D un punct pe latura (BC). 

a) Daca BC > 2DC efectuém urmatoarea constructie: prin punctul D 
ducem DE||AB, E € (AC) si EF||BC, F € (AB) si FG||AC, G € (BC). 
Determinati raportul ariilor triunghiurilor DCE si BFG. 

b) Dupa cate astfel de constructii ajungem in punctul D? Justificati 
raspunsul. 

c) Determinati pozitia lui D pe (BC) astfel incét num&rul constructiilor 
pentru a ajunge din nou in punctul D sa fie minim. 


»nEN,n>l. 
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d) Dacé BC = k-CD, sa se calculeze raportul dintre aria patrulaterului 
DEFG gi aria triunghiului ABC. 
Ioan Groza si Ancuta Nechita 
Clasa a VIII-a 
1. a) Descompuneti in factori numarul 4n4 + 1, n € N*. 


b) Determinati partea intreaga a numarului 
12 4n 


Bt eine gon eh Ga ne N*. 
Vasile Serdean si Cristian Petru Pop 
2. Fiind date patru patrate cu laturi de lungimi egale cu a, b, c, respectiv 
d € R*_, sa se demonstreze ca insumand rapoartele dintre suma ariilor si suma 
perimetrelor pentru oricare trei dintre patrate obtinem o valoare cel putin 
egala cu a 16-a parte din suma perimetrelor celor patru patrate. 
Monica Dan si Monica Fodor 
3. Fie ABCD un paralelogram in care <B este unghi ascutit iar 
m(xACB) = 45°. Fie AB =a si H ortocentrul triunghiului ABC. 
a) Calculati lungimea segmentului [DH]. 
b) Dac’ MD1(ABC) astfel incét MD = a2 determinati masura 
unghiului format de MH cu planul ABC. 
c) Calculati d(D,(MCH)). 
Monica Fodor si Liana Jurca 
4. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ cu AB = a. 
a) Puneti in evidenta distanta dintre dreptele AD’ si DB’ si calculati-o. 
b) Fie M mijlocul muchiei (CC’). Planul (BMD") intersecteaza DC si 
DA in N respectiv P. 
Demonstrati ca triunghiurile D'NP si ACB’ au acelasi centru de greu- 
tate. 
Ancuta Nechita 
Clasa a [X-a 
1. In triunghiul oarecare ascutitunghic ABC’, AA; este mediana, BB, 
este inaltime iar CC este bisectoare (A; € (BC), B, € (CA), Ci € (AB)). 
Fie {A*} = BB, NCC, { B*} =CC,;NAA}, {C*} = AA, N BB. Sa se cal- 
culeze raza cercului circumscris triunghiului A* B*C* in functie de elementele 
triunghiului ABC. 
Daniel Vacaretu 
2. Sa se determine cifra n din numarul zecimal x = 1,n12 care are 
proprietatea 2d(x) + x = 2,488, unde d(z) este distanta de la z la cel mai 
apropiat numar intreg fata de zx. 
Dorel I. Duca 
1+ 5 
2 


3. Fie numerele reale a, b, c situate in intervalul ( ; +0), Sa 


se arate ci abc(a+6+ cc) > 3abc + ab+ bc + ca. 
Cosmin Manea si Dragos Petrica 
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4, Fie M si N doua puncte in planul triunghiului nedreptunghic ABC 
astfel incat (tgA + tgB + tgC) MN = tgA-MA+tgB-MB+tgC- MC. 
Sa se determine punctul N. 
Dorin Andrica 


Clasa a X-a 


1. Daca f : R — R verifica simultan relatiile 
f(a te) ~ f(2*) <2 si f3(2*) — 3 FQ" **) > 2, 


oricare ar fi z € R, demonstrati ca f nu este injectiva. 
Gheorghe Lobont 
2 Sa se determine functiile f : N* — N cu proprietatea ca 
1 _ 2 2 
FAU+F(2)+.-.+ f(r) f(n) f(n+1)’ 
Romanta Ghitd si Ioan Ghita 
3. Sa se arate ca sin] + sin2+...+sinn < 2, oricare ar fin € N*. 
Ion Nedelcu gi Leonard Giurgiuc 
4 In planul complex se considera punctele necoliniare A(a), B(b), C(c) 
astfel incaét |a| = |b| = |c|. Fie n numarul tripletelor (z,4, zg, zc), de numere 
complexe care satisfac simultan proprietatile: 
a) punctele de afixe z,4, zg, zc sunt situate pe segmentele [BC], [CA], 
respectiv [AB]; 
b) |a+b+c— 2z4| = |la+b+c— 2zp| = |a+b+c— 2z9|. 
Sa se determine valorile posibile ale lui n. 


oricare ar fin EN. 


Dorin Andrica 
Clasa a XI-a 


1. Fiea > 0, f : [—a, a] — (0, a] o functie derivabila cu derivata continua 
in punctul 0, 21 € [—a, a] si (7n)nen Sirul cu termenul general 
r= 7 daca n= 1 
"| f(a, —1), dacd n> 2. 
Daca girul (z,,) converge catre 0, calculati lim 7/Zzp. 
m—>0oO 
Dorel I. Duca 
2. Fie matricele inversabile A, B, C € M, (R) cu AC = CA gsi B*C? = 
= In. S& se demonstreze c& det (ABC + CBA + A* + I,) > 0. 
Tratan Tamaian 
3 S&se calculeze lim (n* In? n)[(n+ 1)? In(n+1)—n?In n|, unde a, 
n—O0o 
6b sunt numere reale. 
Dorin Andrica 
4 Fie A, B € M3(C), B # O3 si AB = O3. Demonstrati cd exista 
D € M3(C), D# O3 cu AD = DA= O3. 


* * * 


464 EXAMENE §I CONCURSURI 


Ciasa a XIf-a 


[2] 


7 2k-—1 
*. Sa se calculeze lim ) In 4/1+ : 
n—-0Oo k=l 


Dorel I. Duca 
4. Fie G multimea functiilor bijective f : R — R care satisface relatia 
|f(x)| = |z|, c € R. Sa se arate ca: 
a) (G, 0) este un grup, unde ,,o” este operatia de compunere a functiilor. 
b) (G, °) are o infinitate de subgrupuri de ordinul 2. 
, Dorin Andrica 


+. Fie f : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea / xf (x) dx > 2. 
0 
Sa se arate ca: 
a) exista € (0,1) astfel incat a? f(a) + af(a) —1=0, 


jim [9 f(x)dx = f(1). 


Gheorghe Lobont 
4. Fiea > Osif : R — R o functie para, derivabila cu derivata 


continua. S& se calculeze | ( 7 ral) + f' (x) In (1+ “*)) dx. 
—-a 
Neculai Stanciu 

Premiantii concursului de matematica sunt: 

Heenan F: Marius Luca (clasa a IV-a Scoala Gimnaziala ,,Andrei Sa- 
guna” Turda), Filip Vaida (clasa a V-a Colegiul National ,,Emanuil Gojdu” 
Oradea), George Ile (clasa a VI-a Colegiul National ,,Emil Racovita” Cluj- 
Napoca), Tereza Oprea (clasa a VI-a Scoala Gimnaziala ,,Mihai Viteazul” 
Targu-Mures), Andrei Petridean (clasa a VII-a Colegiul National ,,.Emil Ra- 
covita” Cluj-Napoca), Maria Gyorgy-Spiridon (clasa a VIII-a Colegiul Na- 
tional ,.Emil Racovita” Cluj-Napoca), Alez Buna-Marginean (clasa a IX-a 
Colegiul National ,,Al.P. Ilarian” Targu-Mures), Vlad Sabdu (clasa a X-a 
Colegiul National ,,Al.P. Ilarian” Targu-Mures), Sabina Georgescu (clasa a 
X-a Colegiul National ,,.Unirea” Targu Mures), Alerandra Albu (clasa a XI-a 
Liceul Teoretic ,,Lucian Blaga” Cluj-Napoca), Bianca Costin (clasa a XII-a 
Liceul Teoretic ,,Onisifor Ghibu” Cluj-Napoca). 

Prenmiul Tf: Iinca Andreea Iovu (clasa a IV-a Scoala Gimnaziala ,,loan 
Opris” Turda), Dragos Julean (clasa a V-a Liceul Teoretic ,,Petru Maior” 
Gherla), Vlad Coroian (clasa a VI-a Colegiul National ,,.Emil Racovita” Cluj- 
Napoca), Alexandru Pintea (clasa a VII-a Colegiul National ,,Emil Racovita” 
Cluj-Napoca), Anda Tenie (clasa a VIII-a Scoala Gimnaziala ,,Tudor Vla- 
dimirescu” Targu-Mures), Andrei Nicusan (clasa a IX-a Colegiul National 
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»AlL.P. Ilarian” Targu-Mures), Paul Cus (clasa a X-a Colegiul National ,,Mihai 
Viteazul” Turda), Bogdan Daniel Moldovan (clasa a XI-a Liceul Teoretic 
»Onisifor Ghibu” Cluj-Napoca). 

Premiul Lt: Vasti Rus (clasa a IV-a Liceul Teoretic ,,Ana Ipatescu” 
Gherla), Jlinca Pelea (clasa a V-a Colegiul National ,,.Emil Racovita” Cluj- 
Napoca), Vicentiu Cojocariu (clasa a VI-a Colegiul National ,,Unirea” Targu 
Mures), Andreea-Alisia Popovici (clasa a VI-a Colegiul National ,,Decebal” 
Deva), David Purcar (clasa a VII-a Liceul Teoretic ,.Omega” Targu-Mures), 
Andreea Barbinta (clasa a VIII-a Liceul Teoretic ,,L.Blaga” Cluj-Napoca), 
Bianca Hantig (clasa a IX-a) si Claudiu Mihali (clasa a X-a Colegiul National 
mil Racovita” Cluj-Napoca). 


PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 4/2014 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 


Clasa a V-a 

E:14637, Suma a doud numere este egala cu 200. Daca primul numar se 
micsoreazad cu 30 tar al dotlea numar se mdreste cu 50, atunci al doilea numar 
devine cu 60 mai mare decat primul. Aflati cele doud numere. 

Ion Fota, Izbiceni 

Solutie. Notand numerele cu a si 6b avem a + b = 200 si a — 30+ 60 = 6+ 50, 
de unde obtinem a = 110 si b = 90. 

E:14638. Ardtati cad, dacd dispunem de bonuri valorice de cate 4 lei si de 
cate 5 lei, in numédr nelimitat, atunci putem achita, exact, orice sumd exprimata 
printr-un numar natural mai mare decat 11 lez. 

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 

Solutie. Studiem diferitele cazuri posibile, in functie de restul impartirii sumei 
Sla4. Daca S = 4k, atunci folosim k bonuri de 4 lei. Daca S = 4k+1 = 4(k—1)+5, 
atunci k > 2 si folosim k — 1 bonuri de 4 lei si un bon de 5 lei. Daca S = 4k +2 = 
= 4(k — 2) +10, atunci k > 3 si folosim k — 2 bonuri de 4 lei si douad bonuri de 5 lei. 
Daca S = 4k + 3 = 4(k — 3) +15, atunci k > 3 si folosim k — 3 bonuri de 4 lei si trei 
bonuri de 5 lei. 

E:14639, Ardtati cad nu exista patrate perfecte de forma aaabbb, unde a £ 0. 

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin 

Solutie. Avem aaabbb = aaa-1000+bbb = a-111-1000+b-111 = 3-37-(1000a+5). 
Deducem ca aaabbb se divide cu 37. Pentru a fi patrat perfect trebuie s& se dividd 
cu 37? sau, altfel spus, 1000a + b s& se dividd cu 37. Dar 1000a+ b = 999a+a+b= 
= 27-37-a+(a+ 6). Cum a+b nu se divide cu 37, rezulta 1000a + b nu se divide 
cu 37 si deci numarul dat nu este patrat perfect. 


£:14640. Demonstrati cd 31 divide numdrul 27014 4 22013 4 92012 4 92011 4 4, 
Ion Pirse, Campulung Muscel 
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Solutie.Avem 92014 ae 92013 ae 92012 ce 92011 a 1= 92010 . (24 a 93 + 92 ae 2) + 1= 
= 22010.3944 = (25)"°".3041 = 3242.30+41. Vom folosi acum urmiatorul rezultat: 
(a+b)” = Ma+b”. Avem 324?.30+1 = (314+1)*?-30+1 = (M31 + 1%) -304+1 = 
= M31 + 304+ 1= M31. 


Clasa a VI-a 


E:14641. Determinati numerele naturale prime p pentru care ecuatia 
x? + y? + 32y = p* +1 
are solufii in numere intregi. 
pita Ventullo, Milano, Italia 
Solutie. Dac&i p = 2 ecuatia devine x? + y? + 3ry = 5, cu pole evidenta 
z=y=1. Daca p > 3 este numar prim, atunci p este impar si p? = = M4 +1, de 
unde p* + 1 = M4+2. Deducem, de ach ca © si y sunt numere pare. Intr-adevar, 
daca x si y sunt numere impare, atunci x3 +y3 + 3ry este Suma a trei numere impare 
si rezultatul este impar; daca unul dintre cele doua numere este par si celalalt este 
impar atunci r°+ y?+3zy este suma a doud numere pare si unul impar, iar rezultatul 
este impar. Prin urmare, o eventuala solutie are forma x = 2k si y = 2q. Atunci 
x + y? + 32y = 8k? + 8q3 + 12kq = M4, iar p?+1 = M4+2. Asadar, pentru p > 3 
nu avem solutii. 
E:14642. Se considera numerele naturale nenule a $i b. Daca A = 3a+ 4b $i 
B = 2a+ 3b, aratati cad multimea divizorilor comuni ai numerelor a st b este egald 
cu multimea divizorilor comuni ai numerelor A $i B. 
Vasile Scurtu, Bistrita 
Solutie. Vom folosi faptul ca (x, y) = (x— y, y) unde am notat cu (z, y) cel mai 
mare divizor comun intre z gi y. Evident ca daca (A, B) = (a,b), atunci multimea 
divizorilor comuni ai numerelor a si b este egala cu multimea divizorilor comuni ai 
numerelor A si B. Avem (A, B) = (3a+4b, 2a+3b) = (a+b, 2a+3b) = (a+b, a+2b) = 
= (a + 6, b) = (a, 6). 


E:14643. Se considera triunghiul ABC in care m(xBAC) = 36°. Punctul 

D este situat in interiorul triunghiului ABC pe bisectoarea unghiulut <BAC. Daca 

m(xABD) = 35° $i m(xXACD) = 37°, determinati mdsurile unghiurilor <ABC $1 
SACB . 

N. Fota si I. Fota, Izbiceni 


Solutie. Construim BE, E € AC astfel incat 
EQc 


BD este bisectoarea unghiului ABE. Atunci ED este 
bisectoarea unghiului BEA in triunghiul ABE. Cum 
4 B m(xAEB) = 180° — m(xE£AB) — 2m(xABD) = 74°, de- 


ducem m(x DEA) = 37°. Din ipoteza m(< DCA) = 37°, 
prin urmare E = C’. In concluzie, m(x ABC) = 70° si m(<BC'A) = 74°. 


E:14644. Se considerd triunghiul ABC in care O € (BC), P este milocul 
segmentului [BO], Q este mijlocul laturii [AC], iar {T} = AON PQ. Ardtafi ca T 
este mijlocul segmentului [PQ] dacd si numai dacd O este mijlocul laturii [BC]. 

Romanta Ghitd si Ioan Ghitd, Blaj 

Solutie. Construim QD || BC, D € AB si {E} = DQN AO. Aratam ca T 

mijlocul lui [PQ] implicd O mijlocul lui [BC]: ATOP = ATQE deoarece 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN G.M.-B nr. 4/2014 467 


[TP] = [TQ], «TPO = «TQE (alterne in- 
terne) si <PTO = «xQTE (opuse la varf). 


B 
De aici EQ = PO = =. Din triunghiul 


AOC avem QE = acl ca linie mijlocie. De- 
ducem ca [BO] = [OC], adica O este mijlocul 
lui [BC]. 
Aratam ca O mijlocul lui [BC] implicd T mijlocul lui [PQ]: ATOP = ATQE 
O 
deoarece [OP] = [EQ], (OP = =. EQ = = si OB = OC), xTPO = «x<TQE 
(alterne interne) si POT = <QET (alterne interne). De aici [TQ] = [PT], adica 
T este mijlocul lui [PQ]. 


Clasa a VII-a 


E:14645. Ardatati cd, pentru oricare numdadr intreg n > 2, numadrul an = 

= 10 (n? + 1) este suma a patru patrate perfecte distincte. 
Alessandro Ventullo, Milano, Italia 
Solutie. Avem 10(n?+1) = 10n?+10 = n?+n?+4n?+4n?4+1414444 = n?+ 
+2n+1+4+n*—2n+1+4+4n?+8n+4+4n* 8n+4 = (n+1)?+(n—-1)?+(2n+2)?+(2n—2)?. 


E:14646. Gasiti tripletele de numere naturale nenule (zx, y, z) stiind ca 
ae y)? + a z)* + (z—2) £0 $1 
1 1 
—+.— + +—— 
ul yal fal a (z,y) ° (yz) ° (2,2) 
([z, y] reprezintd cel mai mic multiplu comun, iar (x, y) reprezintd cel mai mare 
divizor comun al numerelor x $i y.) 


+ max(z, y, 2) = + min(z, y, z). 


Sven Cortel, Satu Mare 

Solutie. Relatia (x — y)? + (y- z)° + (z- x)? ~ 0 arata ca xr, y, z nu pot 

fi toate trei egale. Deoarece relatiile date sunt simetrice in x, y, z putem considera, 
fara a restrange generalitatea, cazurile: 1. r=yAzsi2 cAyA#z2zFz. 


In primul caz obtinem max(z, z)—min(z, z) = ca” gay Ga < 2, caci 
Z,z) |x,z £2 


(x,y) > 1. Deducem max(z, z) — min(z, z) = 1, de unde x = z+ 1, sauz=27+1. 
In ambele situatii avem (z,z) = 1 gi [x,z] = zz, deci 1 = 2— a? cu solutiile 


fe=lz=2391.02=2,2=1. 
1 1 


1 
(ev) eal” 2) 
<3, deci max(z, y, z)—min(z, y, z) <2. 


In al doilea caz obtinem max(z, y, z) — min(z, y, z) = 
1 1 1 1 1 


“wal 2) Bel @y) wa) 
Cum z,y,z sunt distincte, reiese max(z,y,z) — min(z,y,z) = 2. Din motive de 


simetrie putem presupune z = n, y = n+1,z = n+2, n € N* si obtinem eee = 
n,n 
1 1 


1 
el —E—E——— SS : > ee ° 
n(n + 1) + (n+ 1)(n + 2) + Innt+ 2] Pentru n > 3 fractiile din membrul 


1 1 
drept al ultimei rel decat — + — + — 
p ultimei relatii au suma mai mica deca 1 + iB + 2 <- 5? 


a oe ; 
membrul drept este cel putin rt deci egalitatea este imposibila. Pentru n = 1 gi 


lar fractia din 
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n = 2 egalitatea se verific’. In concluzie, avem solutiile (1, 1,2), (1,2, 2), (1, 2,3) si 
(2, 3,4), cu toate permutarile lor. 


B:14647. Determinati toate triunghiurile dreptunghice care au laturile ex- 
primate prin numere naturale, fiecare avand proprietatea cd aria sa este exprimata 
printr-un numar mai mic sau egal cu numdrul prin care este exprimat perimetrul 
Sau. 

Bobb Ovidiu, Copalnic Manastur, Maramures 

Solutie. Fie a lungimea ipotenuzei, iar b si c lungimile catetelor. Daca laturile 
unui triunghi dreptunghic sunt exprimate prin numere naturale, atunci a = m?+n?, 
b = 2mn si c = m* — n?, unde m > n sunt numere naturale. Din conditia data 
in problem’ avem mn(m? — n?) < m? + n? + 2mn + m? — n?, de unde obtinem 
n(m—n) < 2. Pentru n(m — n) = 0 nu avem solutie. Pentru n(m —n) = 1 avem 
n=1 si m= 2, de undea=5, b=4sic=3. Pentru n(m—n) = 2 avemn=1 
si m = 3 care conduc la a = 10, b = 6, c= 8 sau n = 2 si m = 3 care conduc la 
O=13,90 = 12.0 = 5. 

K:14648. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A. Punctul D este 
piciorul indltimii din A, iar K este un punct oarecare pe segmentul (AD). Dreptele 
BK gi AC se intersecteazd in punctul M, dreptele CK si AB se intersecteazd in 
punctul N, iar dreptele MN si BC se intersecteazd in punctul P. Daca punctele Q $i 
R sunt proiectiile punctului P pe dreptele AB si respectiv AC, ardtati ca RQLBC. 

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti 

Solutie. Este evident ca patrulaterul ARPQ este dreptunghi. Notam AB = c, 

AC = bsi BC =a, b> cc. Din teorema catetei aplicata in triunghiul ABC’ avem 


DB ¢ are DB MC NA 
Do =~ Cu teorema lui Ceva in triunghiul ABC avem DO MA NB = 1, de 
acl eae er Din t lui Menel licata triunghiului ABC si 
u MA NB 7). Din a ‘ on aos aplicata triunghiulu S 
transversalei M — N — P avem Mi NB ‘po = 1 gi tinand cont de (1) obtinem 
PB _¢ ac?’ a 
—~ , din care rezulta PB = 5 9 PC = . Din AABC ~ ARPC 
PC Bw b2 »o — ¢? ; 
CR PR_ PC ma: b 
= ——~,, (2). 
avem 7G = 4p BO’ de unde PR = AQ = pia iCR= 5 7,2 | ) 
PQ 
BD 
R A M C 


bc? a 
De asemenea, din APQB ~ AADB obtinem PQ = 52 (3). Aplicand 


b2(b4 + 4 — B22 
teorema lui Pitagora in triunghiul AQC obtinem CQ? = a (4). 
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Folosind relatiile (2), (3), (4) se arata ci PR? + CQ? = PQ? + CR? si atunci 
patrulaterul CRPQ are diagonalele perpendiculare, adica RQ 1 BC. 


Clasa a VIII-a 


E:14649. Ardtati cd, dacd numerele reale x, y, z sit verificd simultan relatiile 
(x-—1)y+1=0, (y+1)z-—1=0si (22 -—1)t+1=0, atunci zyzt = 1. 
Bogdan Chiriac, Bacau 


—1 1 
Solutie. Din prima relatie y = oT Din a doua relatie z = a si 
—z2+2 


a 1 ee Vv) 
inlocuindu-| pe y obtinem z = art Analog gasim t = . De aici rezulta 
Zr — 


ryzt = 1. 
E:14650. Se considera numerele reale a, b si c strict pozitive cu proprietatea 
1 


ee CT ee en ee ae 
ca abc = k. Aratati ca Pear + babe ae + ki eaae —k 
Mihaela Berindeanu, Bucuresti 
Solutie. Avem formula x? + y? = (x + y) (x? —xzy+y"). Pe de alta parte 
ao? —ary+y* > cy gi atunci 22+ y? > zy(x+ y), de unde zyz + 2° 4+ 4° > 
> ry(x+y+2z), deci Inlocuind Z, y, zcua, b,c 
1 


a ae, es 
k+a3+b3 ~— abiatb+c)’ k+ 84+ — 


ae ee ee 
ryzt+a3+y > ~— ry(ext+ytz) 


si tinand cont ca abc = k obtinem 


1 1 
<< a a ee A Fk “~ ] ° l ee e 
hob to kEe +a aatete dunand cele trei relatii obtinem 
a a ee! J 
k++ k+B8+0 k+34+a3 — 


1 1 1 1 1 
<= _—_—_ -_——— i ———— = -, 
© Gblatb+e) | belatb+c) ' cala+b+o) abe =k 


E:14651. Se considera tetraedrul OABC in care OALOBLOCLOA. O sfera 
care contine punctele A, B si C intersecteazd a doua oard muchiile (OA), (OB) $1 
(OC) in punctele A’, B’ si respectiv C’. Daca G este centrul de greutate al triunghi- 
ului ABC gi H este ortocentrul triunghiului A’ B’'C’, ardtati cd OG_L(A'B'C’) gi cad 
punctele O, G si H sunt coliniare. 


Petru Braica, Satu Mare 

Solutie. Planul (OBC) intersecteaza sfera 
dupa un cerc, prin urmare patrulaterul BC'C’ B’ este 
inscriptibil. Vom arata c& mediana ON este perpen- 
diculara pe B’C’. Din BCC’ B’ inscriptibil avem 
x<OB'C' = xOCB. Dar xOCB = xCON, de 
oarece ON este mediana in triunghiul dreptunghic 
OBC. Rezulté xOB’C’ = xDOC’. Cum 
m(xOB’C") + m(xOC’ B’) = 90°, obtinem ca 
m(<«DOC’) + m(xOC’D) = 90°, de unde 
m(<ODC’) = 90°. Asadar B’C’ | ON, (1). Din OA L (OBC) si B’C’ c (OBC) 
rezulta B/C’ 1 OA, (2). Din (1) si (2) rezulta B’C’ 1 (OAN) si cum OG c (OAN) 
obtinem OG 1 B’C’. Analog se araté ci OG 1 A’C’ gi deci OG 1 (A’B'C’). 
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Acum, se stie ca, in conditiile date, daci H este ortocentrul triunghiului A’ B’C’, 
atunci OH 1 (A’B'C’). De aici si din OG L (A’B’C’) rezulta ci punctele O, G, H 
sunt coliniare. 


E:14652. Determinati valorile reale ale numdrului m pentru care este adeva- 


rata egalitatea 6m —24+ /2—m+ V3-—2m= 


Vasile Chiriac, Bacdu 


i 3 
Solutie. Expresia din enunt, este definitaé pentru m € EF | . Notand 


V6ém—2=a, /2—m=bsi V3 —2m=cavema+b+c=4 si a? + 2b? + 2c? = 8. 
Din prima relatie a = 4—b—c si inlocuind in a doua relatie giasim 3b? + 3c? — 8b—8c+ 
+2bc+ 8 = 0. Aceasta ultima relatie, privita ca ecuatie de gradul II cu necunoscuta 
b se scrie 3b? — 2(4 — c)b + 3c? — 8c + 8 = 0 gi trebuie s& aib& solutii reale, adica 
A >0. Dar A = (4—c)? — 3(3c? — 8c + 8) = —8(c — 1)”. Din conditia A > 0 gasim 


1 3 
= 1 si atunci b = 1 si a = 2. Revenind la notatiile facute gasim m = 1 € 3? 5}. 


PROBLEME PENTRU LICEU 
Clasa a [X-a 


26901. Fie n un numéar natural, n > 2. Sd se arate ca existd numerele 
naturale distincte a1,Q2,...,Qn astfel incat 
8 1 1 1 oqo k 
— = — -— + — -... + (-1)" 0 — 
27 ay a2 a3 n 
Ion Patrascu, Craiova 
Solutte. Vom arata ca pentru orice b € N* sin EN, n > 2, exista 1 < a; < 


b 1 1 1 1 
< aq <... < Gy astfel incat ——- = — —- — + — —...+(-1)"!—. Pentru 
‘ b+1 Qi a2 43 An 
1 4 ; 
nm = 2 avem ary 1 — ae deci proprietatea este adevarata luand a; = 1 si 
ag = b +1. 
Presupunem proprietatea adevarata pentru n. Atunci 
b 1 b 1/l1 1 1 1 
——_ =] —-.——_ =] —- = ( ~~~ 4+ — ~-.,, 4+ (-1)" '— ) = 
b+1 b +1 b \ay a2 a3 an 
1 1 ca 
= +—-—...4+(- 1 Cum 1 = 1 < ba, <... < ban, rezulta ca proprie- 
~ bay baz ban 
tatea este adevarata pentru n+1. Dac& b = 8, atunci existd 1 < a, < ag <...< ah, 
tfel incat — = — —-— +—-... 1)"-!—. .d 
astfel incat 5 Fa ag + (-1) = eci 
1 
a oe eee 
27 Qj a2 a an 


de unde a; = 3a;, i = 1,n. 


26902. Fie n un numar natural nenul. Sd se arate ca ecuatia 


(}-{2}eo{}-fb} vem 


are o infinitate de solut{ii in numere naturale cu In41<2%1<12<...<Iy. 
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Petru Braica, Satu Mare 


1 1 1 2” —1 
Solutie. Pentru n € N* avem 5 + 52 +...+ oe “oe ae 
ene ea eee Oe ee eee 
2(2"—1)  22(27-1) "an (anm—1) Qn’ 
1 1 


de unde co + oricare ar fi k € N*. 


1 
2k(2"—1) | Pk(Q™—1). °° 2R(Q™— 1) DR’ 
Alegem 2; = 2*k(2"—1), i = 1,n $i tn41 = 2°%. Cum = & (0,1) pentru orice 


nr 1 nr 
} = : = So = = {=}. Pentru n > 2 avem 
In+1 In+1 rar say A 
In41 = 2"k < 2k(2"—-—1) = 2% < 2g <... < Zn. Pentru n = 1 alegem 2; = k si 
mqg=k+1,keEN, k>2. 


bia 


2=1,n+1 avem { 


26903. Fie x $i y numere reale strict pozitive cu proprietatea ca 
1 


Se a 
l+rc+a2  l+tyt+y? l+a2rt+y 
Sd se arate cd ry = 1. (Enunt modificat.) 
Traian Tadmdian, Carei, Satu Mare 
Solutie. Fie x,y € (0,00). Notam 
1 1 1 
E(z, y) = —————; + ———— + ———_.. 
(¥) l+e+a* Il+yty? l+oty 


Observam ca 


1 1 ied £ l+2+27? 
x l+2ta2? l+2r4+z l+2+2 l+r+2 


1 , 
Daca y > 7 atunci 


deci E(z,y) < E (= -) = 1, fals. 


1 1 1 
Daca y < 7 rezulta analog cé E(z,y) > E (=. =) = 1, fals. Deci y = a, de 


unde ry = 1. 


26904. Fie ABC un triunghi, D mijlocul laturii BC si P punctul de inter- 
sectie al laturti BC’ cu diametrul din A al cercului circumscris triunghiului ABC. 
Inal{imile din B $i C' taie AP in M, respectiv N gi taie AD in E, respectiv F. 

AE FD AM-BP-NP 


Sd se arate ca DE : AF = AN-CP-MP’ 
Laura Constantinescu, Sibiu 


Solutie. Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul ADP cu transversala 


B—E-—M Gi, respectiv cu transversala C — N — F. Obtinem: a ne ; ae 
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= 1. Prin impartirea celor doua relatii obtinem: 


AE FD _ BP AM DC PN _AM BP NP 
ED AF DB PM CP NA’ AN CP MP 
Faptul ca P se afla pe diametrul din A nu are nicio relevanta. El poate fi ales 


arbitrar pe latura BC. 
Clasa a X-a 


26905. Sa se arate cd dacd intr-un triunghi ABC existé relatia 
A 
tg?—tgBtgC = 1, 


atunci triunghiul este isoscel sau dreptunghic. 
Traian Tadmdian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Daca A = 5 avem tes = 1, deci relatia devine tg BtgC' = 1, adeva- 


7. oe ) us 
rata in orice triunghi dreptunghic. Pentru A + 3 avem 


A 
tgBtgC —1=tgBtgC — tgBtgCtg’ > = tg BtgC (: — ws) = tgBtgC eA 
: A 
Obtinem sinBsinC —cosBcosC 28inBsinCtg> dec; 
SE 1 
cos B cos C cos BcosCtgA ’ 


A 
cos(B + C)tgA = —2sin Bsin Ctgs- 
ee : . A er. 
Cum cos(B + C’) = —cosA, rezulté cd sin A = 2sin Bsin Ctes deci sin 7 8 5 = 
A A A 
= sin Bsin Ctgs- Cum sin — ¥ 0, rezult& c& cos? — = sin BsinC, deci 1+ cos A — 
—2sin BsinC' = 0. De aici, 1 —cos(B+C’) —2sin BsinC = 0, deci 1 — cos BcosC' — 
—sin BsinC = 0. Obtinem cos(B — C) = 1, deci B=C. 
In concluzie, A= — sau B = C’, deci triunghiul este dreptunghic sau isoscel. 


26906. Fie H si G ortocentrul, respectiv centrul de greutate al triunghiului 
ABC. Notém cu R raza cercului circumscris triunghiului ABC’. Sa se arate ca 


ait + Cel + BH + Cl" + oH + Bel > 3R?. 


Alexandru Blaga, Satu Mare 
Solutie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si originea axelor 
reperului ortonormat. Avem 


S_ |at + oe] => OB + 00 + G6 + 54) =~ |0B + 6e| = do lo+9l?, 
unde z este afixul punctului X din plan. Avem 
S_ lb +91? = S-(0 +9) (6+39) = >_ (10)? + gl? + 69 + bg) = 


= 3R* + 3\g|? + 9(at+b+c)+g(atb+c) = 
= 3R? + 3\g|? +3 (G9 +99) = 3R? + 9 g|? > 3R?. 
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26907. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia 
77 = 3% + 100. 
Ovidiu Tdatan, Ramnicu Sarat 
Solutie. A se vedea articolul Ecuatia diofantica 77 = 34 + 100, autor Marcel 
Tena, din aceast numar al G.M.—B. 


n 
26908. Sd se arate ca ) k-n?-*. Ak~! =n”, oricare ar fin > 3. 
k=1 


Leonard Giugiuc, Drobeta Tr. Severin 
Solutie. Avem 


ae nr—k Are : = yok n—k | a aan _ Vy ner = 


nnr—(k-1) nr—-k 


—(n- 1 reP(M =) = aL Saeee ery ee | es 
= > (n —k)! = nS (Sa k)! ea ene lh 


=(n-1)! er -n) +n(n-—1)!= 
Clasa a XI-a 


26909. Sa se calculeze lim [[@ + k) aia 
n—>Oo kal 


Traian Tdémdian, Carei, Satu Mare 
n nr 


; eae ere 1 
Solutie. Fie rn = [[( +k)*-7 gi y, = Ing, = oparT ye Ma +k) = 


k=1 
Zn . Zn+1 — 2n 
= ——-,undez, = ) 1 k). = 
n—Inn’ Daas oe n+1—In(n+1)—n+Inn 
n+1 n 
So in(n+1+k)— >> In(n+k) 
k=1 k=1 In(4n + 2) 


ee ee ee ee eed 
1-In(1+) 1-In(1 +=) 
n n 


rezulta ca yn — 00, deci rn = e4¥" > ov. 


26910. Fie A,B € M3(C) astfel incét A?B = BA?. 
Sa se arate cad det(AB — BA) = 0. 

Marian Cucoanes, Marasesti 
Solutie. Notam cu C = AB — BA. Atunci 


AC = A(AB — BA) = A?B — ABA = BA* — ABA = (BA-— AB)A=-—CA. 
Avem C? = C?(AB — BA) = C(CAB — CBA) = C(—ACB — CBA) = 
= —CACB — C?BA= A(C?B) — (C?B) A. Cum tr(XY — YX) = 0 pentru orice 
matrice X,Y € M,(C), rezulta c& tr(C) = tr (C3) =0. 
Fie 1, A2,A3 valorile proprii ale matricei C. Cum tr(C) = Ai + Ap + A3 
si tr (C3) = A3 + AZ + AB, rezulté ch A3 + AB 4+-AB = AL + AD + Az = 0. Din 
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AB+AZ+A3 = (Ai +Ao+ A3) (A? + r3 + Ne — d\yA2 — A1A3 — 23) —3)1A2A3, rezul- 
ta ca AyA2A3 = 0, deci det (C’) = (); 

26911. Fie n > 2 si matricea A € M,,(R) astfel incét A” = In $1 

rang (I, + A+ A?+...+A"') =n-1. 
Sa se calculeze urma matricei A. 
Cristian Chiser, Craiova 

Solutie. Avem (A —I,)(A"14+A"*4+...+],) = A" —In = On. Din 
inegalitatea lui Sylvester rezulta 0 > n—1+rang (A — I,)—n, deci rang (A — J,) < 1. 

Daca rang (A — I,,) = 0, atunci A = I, gi 

rang (I, + A+...+ A") = rang (nIn) =n, 


fals, deci rang(A—J,) = 1. Fie B= A—J,. Atunci B* = t*-!B, k > 2, unde 
t= tr(B). Cum A = B+], rezulta cd I, = A" = B"+C1B"14...4+C7 'Bt+lh, 
deci O, = B(t”~* + Cit"? +... + C"~1) gi trecand la urme obtinem 
74+ Cli7-14....4.0771t =0, 

deci ((+1)” =1. Cumte€R, rezulta cd t € {—2,0}. Daca t = 0 rezulta B? =0 
gsi A" = [, +nB. Atunci nB = O,, deci B = O, si A = In, care nu verifica 
ipotezele enuntului. Dacd t = —2, cum rangB = 1, rezulta cd B are (n — 1) valori 
proprii egale cu 0 si una egala cu —2, deci A are (n — 1) valori proprii egale cu 1 si 
una egala cu —1. Cum A” = [,,, forma canonica Jordan a lui A are numai celule 


-1 0... 0 
de dimensiune 1, deci J4 = oe ee Oe ean J = 1, gi Jt! = Ia, 
00... 1 


k € N* gi J” = In, rezultS cd neste par gil,+Jat...tJ%! = 5 (In + Ja). Atunci 
rang (In + A+...+ A") = rang 5 Un+Ja) =n-—1 si tr(A) =tr(Ja) =n —-2. 


In concluzie, pentru n impar mu exista matrice cu proprietatile din enunt, iar pentru 
n par exista astfel de matrice A si tr(A) =n — 2. 


Clasa a XII-a 
2013 
26912. Sd se calculeze lim n : 
n— oo 
1 


arctgr” 
zn 


dz. 


Cristian Chiser, Craiova 
a 


Solutie. Vom calcula pentru inceput lim n ; 
nN—>0o 1 


dr, cua >1. Avem 
phe 
1 


1 1\\’ jae eh 1 
n | —dr=— / z{ln({1+— dz= —rln{1+— + / In Lae dz 
1+2” He x” 1 i 
1 1 1 
1 1 
= In2-—aln{1+—)+ / n{( 1+ — }dz. 
a” lie 
1 
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1 
Cum lim ain(1+ =] = 0 si 
n—>0o a” 


a 1 a gant 
os fin(i+)ars forar= = 
z* —n-+1 

1 


1 


1 
ai (-a4) 
1 n-il a"— 


f 1 rf 
rezulta ca lim fr (1 + =) dx = 0, deci lim nf — dr = ln2. 
n—0o Zn n—>0o 1+2” 
1 
Revenind la problema avem 


a 
arctgr” 
1 


n ; of , nz} 
= —“"arctgrz"| — | x” -——~dzr] = 
1—-n\” os 1 / 1+ 22" z 


a 


n T 1 sceiea® |) n 2n / 1 d 
—— ee ee ae eras See f ——d7. 
n—-1\4. gr-1ctet ar 14 52" 
1 


Cum lim 


n—oo gr—1 


1 
arctga” = 0 si lim 2n / —— dz = In2, rezulta ca limita 
n—>0o 1+ 227 
1 


cerut& este — + In 2. 
26913. Fie f : [a,b] > R o functie derivabild cu f(a) = 0. Sd se arate cd 
existd un punct c € (a,b) astfel incat (b —c)f’(c) = 2f(c). 
Cristian Moantd, Craiova 


Solutie. Fie functia g : [a,b] > R, g(z)=(b — z) / f(t)dt. Cum g este deriva- 
bila pe [a, b] si g(a) = g(b) = 0, din teorema lui Rolle exista d € (a,b), a.i. g’(d) = 0. 
Cum g/(z) = — / f(t)dt+(b—2)f(x), g'(a) = g’(d) = Osi g’ este derivabila, rezulta 


analog ca existil c € (a,d) C (a,b) a.i. g’(c) = 0. Cum 
g(x) = —f(x) + (6-2) f'(x) — f(x) = (6-2) f'(x) — 2f(z), 
rezulta ca (b — c) f’(c) = 2f(c). 


26914. Fie p un numadr prim, p > 5, n un numar natural nenul si F corpul 
cu p” elemente. Sd se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 

a) Ecuatia x? = k are solutii in F, oricare ar fi k € ¢2,3,..., P 

b) n este par. 

Marian Andronache, Bucuresti 

Solutie. Fie K un corp finit cu q elemente, cu 1 #4 —1. Notém cu K** = 
= {ae K*|3be K*, cu a=06?}, cu yp : K* > K*, yx(x) = 2? sicu fx = 
= X7!_-1 € K[X]. Cum 9, (2) = gx(y) & 2? = y? & (zx -—yl(zxt+y) =08 
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k* —1 
y € {-2,2r} si -z 4 z, Vaz € K* rezulta |K*?] = |Imy;| = a = i. Cum 
(K*,-) este grup cu q — 1 elemente, rezult& c& 2?7~! = 1, deci f,(xz) = 0, Vz € K*. 
Cum q—1=yf =|K"*| rezulta ca K* este multimea radacinilor lui f,. Mai mult, 
daci a € K** sibe K* cua=0%, avema’? = b%-! =1, deci K*? este multimea 
radacinilor polinomului X > 1. Cum fi = (x ae 1) (x fa oe 1), rezulta ca 
ace K’ oeatt =lsiae K*\K* oa = —l. 

Revenim la problema. 

—1 
a => b. Notém cu F, corpul {0,1,2,...,p—1} Cc F. Cum Leese ep 
—1 

si F*? este inchisa la inmultire, rezulta ca 2- = = p—1€ F*?, deci 2 OF me > 


—1l 
> i +1, deci da € FY OF*? cua ¢ F**. Astfel, existi c € F* — Fy cu 


x? € F*. Cum z ¢ F*, rezult& ci 2?-! A 1 si cum a? € F* avem 27?-)) = 1. Cum 
(x?-1 — 1) (x?-141) = 0 gi z?-! F 1, obtinem z?-! = —1. Atunci 1 = 2?" = 
= gl)" +p"*+...41) = (1 )P" +P" 7 +--+1 Cum 1 # —1, rezult& ci p?~! + 
+p"~*+...+1=0 (mod 2) sicum p= 1 (mod 2), obtinem n = 0 (mod 2), deci n 
este par. 

b=a. Fiek € Fy. Cum n este par, rezulta ca pr -t4p?-24...4+p+1=2s, 


2 — = s(p—1). Obtinem k? = = k8-)) = (kP-1)" = 1, deci 


k € F**, de unde ecuatia x? = k are solutii in F. 


s € N*, deci 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE) 


Clasa a Vil-a 


pa 


- Scrieti ca fractie ordinara numarul 1,2(3). 


1 1 5 
- Cal i—-—+_—:-. 
Calculati 5 +3 6 


tS 


2 2 
3. Aflati inversul numarului a = a 6 — 5: 2. 
4. In paralelogramul ABCD avem AC = BD. Aflati masurile unghiu- 
rilor paralelogramului. 


5. Rombul ABCD are masura unghiului ABC egala cu 50°. Ce masura 
are unghiul BAC. 


6. Fie rombul ABCD cu m(XABD) = 45°. Daca BD = 8 cm, aflati 
lungimea diagonalei AC’. 


1) La problemele din aceasta rubricd nu se primesc solutii. (N.R.) 
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Clasa a VIIl-a 
2 


2 
7. Aflati opusul numarului a = 37 6 — 5! 2. 


8. Care dintre numerele a = 7 — V8 sib=2— /5 este mai mare? 


9. Se dau numerele x = V2 — J3 sly = V2+ J/3. Calculati z- y si 
(x — y)?. 

10. Fie dreptele d,, do, d3 astfel Incat dy N dz = {A}, dg N d3 = {B}, 
djndjy = {C)}si A#AB+ACHA. Aratati cd dreptele di, do, d3 sunt 
coplanare. 


11. Fie A, B, C trei puncte | pe un cerc astfel incat B se afla pe arcul 


mare AC, m(xCAB) = 40°, m(AC) = = 100° si AB = 10 cm. Aflati lungimea 
cercului. 


12. In paralelipipedul dreptunghic ABC DA’ B'C' D’, ABCD este patrat 
si m&dsura unghiului dintre dreptele A’B si B’C este de 60°. Ardadtati ca 
ABCDA'B'C'D’ este cub. 


Clasa a l[X-a 


3 
13. S& se arate c& numarul /2 — VE este irational. 
14. Sa se Be oe eae ee <2. 
ar 
2 2? 210 
15. Sa se arate cd 2a® + b® > 3a2b, oricare ar fi a,b > 0. 
16. S& se arate c3 (a+ b+c)> — a® — b? —c? = 3(a + b)(b+c)(c +a). 
100 
17. Sa se afle partea intreaga a numarului dB +k ae 


1 
18. Sa se arate ca [x] + E + | = [2z], oricare ar fi x real. 


Clasa a X-a 


19. S& se ordoneze crescdtor numerele /5, </112 si 700. 
20. Sa se arate ca log, 3 ¢ Q. 
15 
21. Sa se calculeze I] log, (k + 1). 
k=2 
22. Sa se calculeze (1 — 22?) (1 — 22%) (1 — 222), unde 21, ze, z3 sunt 
radacinile cubice complexe ale unitatii. 
23. Sad se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z* = 4 + 3i. 
24. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia zt = 244-71. 
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Clasa a XI-a 
25. Fie S, multimea permutarilor multimii {1,2,..., 7}. 
a) Fie o = a . S& se calculeze a4. 


3 2 4 1 
b) Sa se arate ca pentru orice o € S,, exist’ p € N* cu o? =e. 


c) S& se determine o € S4 cu a4 =<. 
3n +2 


26. Consideram sirul cu termenul general a, = ———, n > 
2n+5 


a) Sa se arate ca sirul este monoton. 
b) Sa se arate ca sirul este marginit. 


c) Sa se determine lim n{ a, — 3): 
N—00 2 
Clasa a XII-a 
27. a) Sa se calculeze [@ + 2+ 1)?dz. 


b) Sa se calculeze : sin? rdz. 


c) Sa se calculeze / 3d 2, x € (0,00). 
A ea ae 


28. Fie multimea G = {cos qz + isingz | gq € Q}. 
a) Verificati daca G este parte stabila a lui C fata de inmultire. 
b) S& se arate ca (G,-) este grup. 


c) Verificati daca oe EG. 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR” 


P:728. Pe 15 septembrie, Emil a mers la florarie pentru a cumpara un 
buchet de flori pentru doamna invatatoare cu banii economisiti de el. Daca 
ar fi cumparat un buchet cu 7 crizanteme i-ar mai fi ramas 2 lei, iar daca ar 
fi cumparat un buchet din 9 crizanteme i-ar mai fi trebuit 4 lei. Si-a amintit 
ca orhideele sunt preferatele doamnei invatatoare si cumpara una in ghiveci, 
care a costat 19 lei, iar din restul banilor ia si un trandafir pentru mama. 
Cati lei costa’ trandafirul? 

Iuliana Drégan, Bucuresti 

P:729. Ana are la dispozitie toate cifrele de la 0 la 9, astfel incat sa 
poata numerota paginile unui caiet. Cifra 9 o are de 15 ori. Pana la ce pagina 
a numerotat Ana? 

Elena Florea, Calarasi 


1) Se primesc solutii pand la 28 februarie 2014 (data postei). (N.R.) 
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P:730. In scrierea cu betisoare p< [—] \f Ss] [, mutati un singur be- 
tisor pentru a obtine o egalitate. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


P:731. Ma gandesc la un numar. Daca il insumez cu treimea gsi apoi 
cu sesimea lui, voi obtine 405. La ce numar m-am gandit? 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:732. In cdsutele goale din p&tratul de mai jos asezati numerele 6, 7, 
9, astfel incat suma numerelor de pe fiecare linie si fiecare coloana sa fie 35. 
Gasiti cel putin trei solutii. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


P:733. In prima zi de scoala, pentru decorarea scolii s-au folosit 130 de baloane 

albe si rosii. Diferenta dintre numarul baloanelor rosii si cel al celor albe este cu 4 

mai mare decat treimea numarului baloanelor albe. Cate baloane s-au folosit din 
fiecare culoare? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:734. Aflati numarul natural z din egalitatea 
{{[((c + 9): 8] x 7-6} x5-4x3}x2x1=56. 
Nicolae Ivaschescu, Craiova 


P:735. Varsta elefantului este de 7 ori mai mare decat a girafei. Peste 

6 ani girafa va avea varsta de 3 ori mai mica decat a elefantului. Care este 
varsta fiecaruia in prezent? 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:736. La intrebarea: cate picioare au in total 3 rate, 4 pisici si 5 ,,apis 
mellifera”, Adrian spune 42, Maria spune 64, Ana spune 52, iar Elena 60. 
Cine are dreptate? 

Iuliana Trascd, Olt 


P:737. Maria a inceput miercuri pregatirea pentru Concursul Gazetei 
Matematice. Pana duminica ea a rezolvat 93 de probleme. Stiind ca zilnic 
a rezolvat un numar dublu de probleme decat in ziua anterioara, sa se afle 
cate probleme a rezolvat pana sambata. 

Iuliana Dragan, Bucuresti 
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PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 
PROBLEME PENTRU GIMNAZIU» 
Clasa a V-a 
E:14717. Fie A un numar natural care nu se divide cu 5 si B catul 
impartirii lui A la 5. Aradtati ca dacd u(A) < 5, atunci B este numéar par, iar 
daca u(A) > 5, atunci B este numar impar. 
Am notat u(A) ultima cifra a numarului A. 
Ion Voicu, Radulesti, Ialomita 
E:14718. Determinati numerele naturale a si b care verifica relatia 


32. (5° — 5%) = 3 +5745, 
Daciana Lovin, Braila 
E:14719. Gasiti numerele naturale de forma abc cu proprietatea ca 
99 -a + abc = cba. 
Alexandru Cebuc, Izvoarele, Olt 


E:14720. Multimea numerelor naturale impare se imparte in submultimi 
astfel: {1}, {3,5}, {7,9, 11}, {13, 15,17,19},.... 
a) Aflati care este primul numar din cea de a 2014-a submultime. 
b) Exista o submultime de acest tip care incepe cu 2013? Justificati 
raspunsul. 
Relu Ciupea, Oltenita 
Clasa s Vi-a 


E:14721. Fie a,b numere naturale. Aratati ci dac&d unul dintre nu- 


merele 3a+11b si 3a — 6 se divide cu 9, atunci Go Wee”) este numar 
natural. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


E:14722. Aratati cdi numarul a = 15 + 37914 se divide cu 24. 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


:14723. Determinati suma tuturor numerelor de forma abcdef, stiind 
c& {a,b,c,d,e, f} = {1,2,3,4,5,6}, 6 | abcdef, 5 | abcde, 4 | abcd, 3 | abc si 
2 | ab 


D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
E:14724. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 
3+—-+-=0. 
vesY 


Nicolae Ivadschescu, Craiova 


1) Se primesc solutii pana la 28 februarie 2015 (data pogstei). (N.R.) 


PROBLEME PROPUSE 481 


Clasa a VII-a 


E:14725. Lungimile inaltimilor unui triunghi sunt egale cu 


V15 3/15 
4 


— 1 


2 


cm, 


cm. Aflati lungimile laturilor triunghiului. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


F:14726. Fie x # —1, y 4 —2, z # —3 numere rationale, astfel incat 
2015 2015 2015 _x2£-1 y z+1 
—— = 2014. Calcul —— : 

r+t1l yt2 2z2+3 ey a? eee eae 


Eugen Predoiu, Calarasi 


E:14727. Determinati numerele naturale nenule a,b si n pentru care 
2 2 9n 
a“ + b* = 2”. 
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau 
E:14728. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC cu m(<A) = 
= 90°. Dac’ D € (BA si E € (CA astfel incét [BD] = [CE] = [BC] si 
BENCD = {T}, aratati cd patrulaterul TEID este paralelogram. 
Ion Tudor, Babana, Arges 


Clasa a VIII-a 
E£:14729. Determinati numerele naturale ab cu proprietatea ca 
a,b | = ab. 
Am notat [x] partea intreaga a lui z. 
Romanta Ghitd si Ioan Ghitd, Blaj 
B£:14730. Aratati ca 
2(a2 +67) 2(b? +c?)  2(c? + a?) 
oe es Se. 
2ab + c? 2bc + a? 2ca+b2 ~ 
unde a, b, c sunt numere reale strict pozitive. 


Stefan Marica, Drobeta Turnu-Severin 


E:14731. Fie a, b, c, m numere reale astfel incat a < m < Db. 
Aratati ca 
az+c?—m? b%+c?—m? 
a—m b—m 
(Generalizare a problemei E:14574 din G.M.-B nr. 11/2013) 


Adrian Maldescu, Bucuresti 


E:14732. Fie paralelipipedul dreptunghic ABC DA, B,C1D, si punctele 

M € (AD), P € (AB) si N € (AA}). Se considera d dreapta de intersectie a 

planelor (MNP) si (DCC;). Daca u = m(<(d, (ACC};))), v = m(XxACB) si 
t=m(xANP), aratati cd sin u = cosv- sint. 

Cosmin Manea si Dragos Petricd, Pitesti 


< —Ac. 
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PROBLEME PENTRU LICEU” 
Clasa a [X-a 


26971. Se considera numerele naturale nenule a, b sic cu a?+b?+a+b = 
= abc. Sa se arate cd c € {3,4}. 
Giinther Gotha, elev, Baia Mare 
26972. Fie sirul (Z,)n>0 de numere reale cu proprietatea c& nim + 
+In—m = X3n pentru orice numere naturale n sim cun > m. Sase determine 
2015: 
Dumitru Crdaciun, Falticeni 
26973. Fie a; un numar natural real si fie sirul (@n)n>1 definit prin 
Qn41 = “ (lan — 1] + lan — 2| +---+]a, —n|),n > 1. Stiind ca exista k € N, 
k > 5, astfel incat [2a,] = k, s& se arate cd api1 < ag. 
Sorin Dumitricad, Arad 
26974. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc, spre exterior, 
dreptunghiurile asemenea BCMN, AC'PQ si respectiv ABRS. Sa se arate 
ca perpendicularele din A pe QS, din B pe NR si din C pe MP sunt con- 
curente. 
Petru Braica si Mircea Farcas, Satu Mare 


Clasa a X-a 


26975. Sa se determine numerele intregi x si y pentru care 
+ y? = 5x2 +12. 
Marian Cucoanes, Marasesti 
26976. Fie numerele naturale n, p > 2. Sa se arate ca: 
log? (p!) + logs (n!) > > 
Benedict G. Niculescu, Bucuresti 
26977. Se considera numerele complexe z1, 22 si 23, distincte doua cate 
doua, cu |z1 — z2| > max(|z1 — 23], |z2 — 23)). 
Sa se arate ca |Z + z2 — 23| < |zy + z3 — zq| + |ze + z3 —- Z|. 
Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc 
1 n—l 
‘ 2n 


1) 
26978. Sase demonstreze ca De , oricare ar fin EN, 
k=2 


V(2k)! In+2 
n > 2. 
Traian Tadmdian, Carei 
Clasa a XI—a 
26979. Se considera numerele reale strict pozitive a, b, c si sirul (tn) n>0 


cn a b 
al carui termen general este 7, = — + — 
br ch 

sa se arate ca sirul este marginit daca si numai dact a = b=c= 1. 
Claudiu Mandrild, student, Bucuresti 


Cc ee Ww 
+ —,ne€N. Stiind ca rp < 2, 
a 


1) Se primesc solutii pana la 28 februarie 2015 (data postei). (N.R.) 
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26980. Sa se determine functiile bijective f : [0, co) — [0, 00) cu propri- 
etatea cé f(xr+y) = f(z) +f(y)+2f—'(f(x)-f(y)) pentru orice zx, y € [0, 00). 
Anca Stoleriu, Iasi 
26981. Fie m un numar natural nenul si matricea A de ordin 2 cu 
elemente reale cu proprietatea cai det(A) = 1 si det(A” + Iz) = 4. 
Sa se arate ca tr (A”) > tr(A). 
Sorin Dumitrica, Arad 


Clasa a XII-a 
26982. Fie F primitiva functiei f : R > R definita prin f(z) = er" 
2 
ae F 
cu F(0) = O15” Sa se arate ca |F(1) —1| < rae 


Traian Tdmiian, Carei, Satu Mare 
26983. Se considera pee reale a si b si functia continua f : R—R 
bt 


cu proprietatea ca | f(x)dx < | f(x)dz,, oricare ar fi t € (0,2). Sa se arate 


c& af(a) = bf (b). 
Florin Rotaru, Focgani 
26984. Fie G un grup finit necomutativ de ordin liber de patrate. Sa 
se arate ca numarul automorfismelor lui G are cel putin doi factori primi in 
descompunere. Sa se dea un exemplu de grup necomutativ G pentru care 
numarul automorfismelor este puterea unui numar prim. 
Marian Andronache, Bucuresti 


ERATA 


- Problema 26833 din G.M.-B nr. 11/2013, are ca autor pe Florin 
Rotaru, Focsani. 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 
Au trimis solutii la problemele propuse urmatorii elevi: 


ARAD (ARAD) Lic. ,,Adam Miller Guttenbrunn“ cl.V Lile Tudor (90), cl.VI 
Gergely Vogel Robert (100), Lovrenschi Melanca (100), VII Balaj Herietta (100), 
Balita Andreea (80), Costea Bogdan (90), Dagau Andrei (100), Ille Raluca (100), 
cl.IX Hell Roberta (90); Lic. Pedagogic ,,Dimitrie Tichindeal“ cl.V Sodinca Julia 
(170); C.N. ,,.Moise Nicoaré“ cl.VI Gal Patricia (120), cl. VII Crigan Ioana (90). 
BACAU (BACAU) $.g._,,Alezandru cel Bun“ cl.V Fantu Teodora (450); $ 

»Al. I. Cuza“ Ungureanu Vranceanu George (330+320). 

BAIA MARE (MARAMURES) 9.9. ,,Dr. Victor Babes“ cl.V Popa Leona 
(100); $.9. ,,Luctan Blaga“ cl.V Hoban Serban (130+160); $.g. ,,Nicolae Iorga“ 
cl.VI Pop Calin George (1470); Lic. ,,Németh Lédszlé“cl.XI Gotha Giintter (130); 
C.N. ,, Vasile Lucaciu“ cl. VIII Bodnar Andreea Laura (140+70+150). 

BARLAD (VASLUI) $.g.11 ,,George Tutoveanu“ cl. VII Rotaru Oana Nicoleta 
(120); $.g. ,,Ghe. Rosca Codreanu“ cl.VII Apostu Alexandru Mihai (100+100). 
BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ cl.IV Oniga David 
(110), cl.V Anton Julia (150+90). 
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BRASOV (BRASOV) S.g. 5 cl.VI Ion Antonia (130); $.g. 11 ,,9t. O.Iosif “ cl.V 
Barliga Ioana (40), Dascdlu Bianca Maria (60+80), Dascalu Malina (60), Gherghel 
Butan Mihnea (140+140), Olari Andreea (10), Pantazi Andrei (80+20), Tolnay 
Alexandra Maria (10), cl. VI Hucisalihaglu Derya (60); $.g. 15 cl. VI Bratu Oana 
(150); $.g. 27 ,,Anatol Ghermanschi“ cl.VI Pop Alexandru (160); C.N. ,,Andrei 
Saguna“ cl.V Platano Cesare (210), cl. VI Chichernea Diana (70+80), Mandai Dan 
(140); C.N. ,,Grigore Moisil“ cl.V Bucur Denisa Andreea (230), Pintiliciuc Ana 
Maria (150); C.N. ,,.Dr. Ioan Megoté“ cl. VIII Manea Cosmin (230+190), Borg An- 
drei (170); C.N. ,,Nicolae Titulescu“ cl.XI Iacob Andrei (230). 

BRAILA (BRAILA) 9. g. Al. Ioan Cuza“ cl. TV Nedelcu Andrei Valentin (80); 
S.g. ,C. S. Aldea“ cl.V Pasici Rudi (140); $.g. ,,Fdnus Neagu“ cl. VII Olaru Gabriel 
(160+170); Lic. Ped. ,,D. P. Perpessicius“ cl.V Modoran Calin (220), Neacgu Geor- 
giana (270); C.N. ,Gh. M. Murgoci“ cl.V Chiriac Denis Andrei (140+260), cl. VI 
Danaila Larisa Andreea (120), cl.XI Neagu Daniela (150); C.N. ,,.N. Balcescu“ cl.V 
Gherghita Ioana (40+110+240), Trufas Dafina (150),cl.VII Anghel Maria Andreea 
(160), Coloceag Sorina (110), Cristache Ionut, (150), Donescu Irina (280), Draghici 
David (130), Fotin Andrei (230), Fudulu Denis (150), Paraschiv Teodora (170), 
Pavel Andrei (230), Petcu Alexia (160), Roadevin Stefan (200), Sofrone Mihnea 
(150), Uzuneanu Gabriela (200), Varlan Andrei (270), Zeleg Miruna (170). 
BUCURESTI $.9. 12 cl.V Ene Stefan Gabriel (140); $9.9. 56 cl.IV Armand Di- 
ana (160), cl. VI Mihai Andrei Cristian (70); $.g. 67 cl. VI Popescu Roberto Paullo 
(80); $.9. 79 cl. IV Albu Victor (230); $.g. 81 fdrd mentiune de clasd: Gavrilut 
Alexandra (100+70); $.g. 97 cl.V Ghizdaru Irina Andreea (100+100); $.g. 113 cl.VI 
Epure Anda Raluca (60); $.g. ,,Al. I. Cuza“ cl.V Minca Ana (100+100+100); $.g. 
» Grigore Ghica Voievod“ cl. VI Docciu Mihai (80), Grindea Raluca (80+80), Lefterie 
Alexandru (80), Vlas Pantelimon (10), cl. VII Apuscaroae Sara Mihaela (100), Gher- 
bezan Ebelin (100); $.g. ,,J.H.Rddulescu“ cl.IV Constantinescu Eliza (100); $.g. ,,Sf. 
Trei Ierarhi“ cl.V Chiurciuc Ioan (40+100), Voicu Stefan (50+60); Lic. ,,M. Preda“ 
cl. IV Kovaci Andreea (100); Lic. ,.N. Iorga“ cl. VI Dumitru Toader Maria Emanuela 
(80), Petre Andreea (140+140); Lic. ,,$t. Odobleja“ cl.V Tianu Georgiana (60+50); 
C.N. ,,Gh. Lazar“ cl.V Buga Marta (60), Cacenco Maya Nicolae (280+280), Marin 
Ana Daria (50), cl. VI Alexandrescu Sofia Maria (60+50), Miroiu Theodora (80), 
Priscariu Raluca (230+190), cl. VII Vuta Maria Teodora (180+90+110); C.N. ,,M. 
Eminescu“ cl.III Voinea Florin (440+360), cl. IV Iftine Raluca (100); C.N. de In- 
formatica ,, Tudor Vianu“ cl.V Maftei Alexandra (30). 

BUZAU (BUZAUW}) S.g. 15 ,G.E. Palade“ cl.VI Boteanu Denisa (60), Coman 
Ana Maria (60), Cristea Daniel (60), Diaconu Miruna (60), Gaman Cristina (60), 
Gheorghita Raisa (40), Juntraru Gabriela (50), Stoiciu Leontin (60), cl. VII Besnea 
Remus (50), Dedu Roxana (60), Lopataru Bianca (60), Moldoveanu Adriana (60), 
Nancu Alex (50), Nitu Anca Elena (60), Pancit Madalina (60), Vaduva Nicusor (60), 
Voinescu Adrian (60), Zahiu Valentin (50). 

CARANSEBES (CARAS SEVERIN} Lic. ,,Decebal“ cl. VI Coman Catalin 
(210+240+260), Sulea Dragos (280+180+230), Sulea Serban (180+230+280); Lic. 
, Lraian Doda“ cl. VI Dogaru Raul (100+180). 

CALARASI (CALARASI) S.9. , Carol I“cl.VI Filip Fabian (130), cl. VII Ivanciu 
Bianca (60), Pavel Cristian (80+100). 
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CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) $.9. 3 ,,Bogdan Voda“ cl.V 
Atitienei Stefan (100), Giosan George (90), Holuta Maria (50). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,,.Nanu Muscel“ cl. VI Modan Eduard 
(110); $.g. ,,Oprea Iorgulescu“ cl. VI Malancu Elena Florentina (100), cl. VIII Serboi 
Florea Dan (80). 

CHIUIESTI (CLUJ) §$.9. cl. VI Petrut, Petruta Ioana Nazarica (80), cl. VII Glodean 
Cristian (60). 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Al. Mocioni“cl.V Sziics Francisc (390+150+190). 
CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.IV Militaru Maria (50), 
P&curar Irina (240); Lic. ,,Onisifor Ghibu“ cl. VII Valeanu Tudor (120). 
CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. ,,Spectrum“ cl.V Puscagu Razvan Stefan 
(200+210); Lic. ,,Ovidius“ cl.V Beghim Genghiz (250+240), Preda Diana (110), 
cl.VI Mocanu Andrei (90+60), Perianu Gheorghe (140+120), Popa Eduard (150+ 
+160), Puflene Alex Costin (130), Teaca Maria (150+160); Lic. ,, Traian“ cl.VI 
Spalatelu Silvia (50+60); C.N. ,,Constantin Brdtescu“ cl.V Balagiu Darian (110+ 
+140); C.N. ,,Mircea cel Batrén“ cl.V Anton Daria (100), Balagiu Darian (150), 
Bidiga Klara Evelin (120), Burnichi Alexandra (120), Panait Ilinca (100+100), 
Simionov Bogdan (390+280), Stelea Karina (80), Zaharia Alexandru (60), cl. VI 
Hristu Stelian (110+140), Ibadula Ella Nelin (70), Tudora Stefan Tiberiu (130), 
cl. VII Orac Alexandru (70), Puscasu Radu Andrei (60+90), cl.XI Lazar Miruna 
(50+50), fara mentiune de clasd: Anton Daria (110), Dulgheru George Andrei (110). 
COPALNIC MANASTUR (MARAMURES) $.g. cl.VI Bodea Andreea (130), 
Costi Oana (80), Filip Catalin (100), Hordo Adreea Nicoleta (100), Moldovan Bog- 
dan (120). 

CRAIOVA (DOLJ) S.g. 2 ,, Traian“ cl. VI Anghel Anca Elena (220), Ruscu Oana 
(150), Vladu Denis Marius (370); $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ cl.VI Mois& Radu (80); 
S.g. Sf. Dumitru“ cl. IV Ciurea Maria (240+170+110), cl.V Malescu Rares 
(50+70+60); Lic. ,,Henri Coandd“ cl.V Varzaru Bianca (60); C.N. ,,Carol I“ cl.VI 
Bogdan Adrian Gabriel (120+130); C.N. ,,Fratii Buzesti“ cl. IV Ciuperceanu Vlad 
(320+320+300+450), Vasilescu Ruxandra Elena (100), cl. VI Paun Andreea (100), 
cl. VII Vasilescu Andrei (50+50), cl. IX Buse Teodor (190+100), cl.X Ciulica Cris- 
tian (140+130+130), Dragomir Alexandru (240+100), Parcovoaica Daniel (100). 
CUGIR (ALBA) 8$.g._,,Singidava“ cl.V Lupu Madalina (190+160), Salapgean 
Sebastian (120). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.V Precopie Urban Anda(170), cl.VI 
Marian Braun Maribel (80), Petrut, Cezara Maria (130), Stanescu Alexia Carla (120). 
DOROHO!I (BOTOSANI) S.9. ,,M. Kogdlniceanu“ cl.V Barbocariu Alexandra 
(130), Cruntu Denisa (70), Rebenciuc Tudor Stefan (210), Rotaru Tudor Liviu (80). 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 8.9. ,,Alice Voinescu“ cl.VI 
Parvuceanu Alexandru (50+50); C.N. ,, Traian“ cl. VI Draghici Oana (80+80), cl. VII 
Alupoaie Radu (80), Andrita Miruna (80), Bondoc Andreea (80), Cojocaru Armand 
(80), Draghici Oana Silvia (80+80), Gardner Benjamin (80), Manolea Astrid (80), 
Stuca Cristina (80), cl.X Lungu Vlad (120); C.N. ,,Gheorghe Titeica“ cl.VII Florea 
Andrei Bogdan (270), Ofiteru Cristian Felix (270). 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ cl.V Ganea Mihai Alexandru (40), 
Maican Maria (60). 
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FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ cl.V Dobrescu Stelian (60), cl.VI 
Doberceu Gabriel (60), Ivan Bianca Diana (80), cl. VII Gheorghe Luminita Gabriela 
(60), Gheorghe Maria Teodora (60), Ovreiu Auras Danut, (240+210). 

GARDANI (MARAMURES) $.g. cl.VII Ardeleanu Aida Renata (220), Frisan 
Ionut, (120). 

GHILAD (TIMIS) $.g. cl. VII Isfan Alexandru (200+150+60+120). 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) §.g. 1 cl. VI Moise Luca (240+200+140); 
S.g. , Tudor Balan“ cl. VI Mirogs Razvan (80+130). 

IASI (IASI) $.g. ,,.B. P. Hagdeu“ cl.IV Hudisteanu Mihaela (300), Rusu Eduard 
(100), cl.V Cioataé Ioana (170); C.N. ,,Emil Racovitd“ cl. VI Basca Elena (100), cl. VII 
Balan Marian (100); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.V Prodan Petru (100); C.N. ,,Costache 
Negruzzi“ cl.IV Toarbaé Razvan Andrei (370+360+240), cl.V Lefter Lucia Maria 
(340), Salceanu Andrei (190), cl. VI Carstean Paul Ioan (100), cl. VIII Antohi Robert 
(140); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl. VI Serban Emanuel (130); Colegiul National cl.V 
Harter Miruna (70+70+80), Ungureanu Tudor (50), cl. VI Aflori Irina (80+100), 
Chiorescu Alexandru (200+140+200), Procescu Ionut (220). 

IZBICENI (OLT) 9$.g. cl.IV Musuroi Sidonia (160+100), cl. VI Patachia Simona 
Tonela (110+120). 

LERESTI (ARGES) $.g. 1cl.IV Bivol Theodora (310+160), Necula Andrei (160), 
cl. VII Buzea Maria (170+160), Vulpoiu Alexandru (160+110). 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl. VII Barbu Bianca Elena (160+160), 
Danila Teodora (160+160), Despan Mihaela Rodica (150+160), Filip Andreea (310), 
Mosor Teodora (160), Posea Cristina (120+150), Stancu Viziri Irina (310), Toca 
Vlad (570), cl. VIII Burlacu Diana (400), Cepolschi Ioana Teodora (420), Ciurca 
Eliza Georgiana (420), Oprica Dan (430). 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ cl.V Manole Florin (70), 
Onofrei Adelina Gabriela (70+100), Valcu Aniela (700), cl. VI Boboc Andrei (50), 
Braulung Nonica (90), Dita Georgiana (70+100), Savanopol Andreea (130+140), 
cl. VII Marcu Ionut (90), Nan Valentin (120+100), Obreja Adina (20+40), cl. VIII 
Constantin Valentin (80). 

ORADEA (BIHOR) $.g. 11 ,,Jon Bogdan“ cl.V Raimond-Zsolt Dani (150); $.g. 
Nicolae Bdlcescu“ cl. VI Bagdi Aron Patrik (290+400+220). 

PITESTI (ARGES) $.9. ,,J. Pillat“ cl.V Dumitru Ana Maria (290); $.g. ,,N.Jorga“ 
cl. VIII Buzatu Oana (80), C.N. ,,Zinca Golescu“cl.VI Dragomir Delia Elvira. 
PLOIESTI (PRAHOVA) 9.9. ,,5f. Vasile“ cl.V Ionescu Andrei (100); C.N. ,,Jon 
Luca Caragiale“ cl.V Merla Antoniu Stefan (200). 

RAMNICU SARAT (BUZAU) 5.9. ,, Vasile Cristoforeanu“ cl.V Cristea Bianca 
Maria (70), Ghiliftoiu Oana (140); C.N. ,,Alerandru Vlahutd“ cl.VI Tatan Miruna 
Maria (230+130), cl. VII Lazadrescu Vlad (50). 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) 9.9. ,,Take Ionescu“ cl.III Bercea Martha 
Ioana (100), cl. VII Dumitrescu Dan (200). 

REGHIN (MURES) 9.9. ,,Augustin Maior“ cl.V Nad&gan Alexandru (70), cl. VI 
Oprea Florin (90+150). 

RESITA (CARAS SEVERIN) $.9. 2 cl. IV Boc Alissia Driada (300), Floarea 
Ioana Patricia (600), cl.V Boloca Mad&lina (420+440), Dumitru Maria (750+380), 
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Fara Eduard Petru (640), Jula Diandra (340+340), Terfaéloaga Mario (350+760), 
cl. VI Ciobanu Elena (230+140). 

SASAR (MARAMURES) 8.9. Recea cl.VII Bonat Amalia(250+120), Miholca 
Andreea (110+140+110), Nemes Andreea (120). 

SIBIU (SIBIU) $.g. 4 cl. VII Diaconu Mihai (70+220+110); $.g. ,,Nicolae Iorga“ 
cl. VII Bischin Maria Andreea (120); Lic. ,,Onisifor Ghibu“ cl. VII Popa Emil (100); 
C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.V Greavu Daniela (140+200+150); C.N. ,,Samuel Von 
Brukenthal“ cl.X Oprea Camelia (240). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) 8. g. ,,Regele Ferdinand“ cl.IV 
Sautriot Philippe (160), cl.V Bogdanovici Andreea (130), Iles Bianca (140+90). 
SIMNICUL DE SUS (DOLJ) $.g. Legile cl.V Dorobantu Alexandru (50+60), 
Hancu Abel (120), Rusan Iuliana (110), Tofan Alexandra (60), Tiglar Iuliana (110). 
SANT (BISTRITA NASAUD) 8.9. ,,Enea Grapini“ cl.V Gug& Ana Maria (80), 
cl.VI Filipoi Eleonora (80); fard mentiune de clasd Filipoi Victoria Adriana (80). 
TARGU JIU (GORJ) C.N. ,,Spiru Haret“ cl.IX Garjobi Georgiana Andreea 
(150+100), Muru Cosmina (150), Safta Anca Gabriela (100). 

TARGU MURES (MURES) 5$.9._,,Liviu Rebreanu“ cl.VII Burtic&’ Cristina 
(410); C.N. ,,Al. Papiu“ fard mentiune de clasd: Sutu Nicola (200); C.N. ,, Unirea“ 
fard mentiune de claséd: Nemes Magda (90+80). 

TIMISOARA (TIMIS) §.g. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (200), Pert Radu 
Craciun (220); $.g. 24 cl.VI Cornea Radu (100); Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IV 
Barbieru Crina (90+60), cl. VIII Paulescu Ioana (110). 

TULCEA (TULCEA) Lic. ,,Jon Creanga“ cl.VII Jipa Ada Maria (140), Pascu 
Ana Ruxandra (90). 

URZICENI (IALOMITA) $.g. 1 ,,Alezandru Odobescu“ cl.V Petrescu Greta 
Roberta (110+130), cl. VI Andrei Alina (180), Dumitru Gabriela (80), Nica Bogdan 
(170), Radulescu Andra (170), Stoean Andrei (180); $.g. 2 ,,J. H. Radulescu“ cl.VI 
Ispir Oana Raluca (100), Radu Mihaela (100+80), cl. VII Radu Mihaela (100+80). 
VASLUI (VASLUI) 9$.9. ,,Dimitrie Cantemir“ cl.VII Stroiescu Paula (80+80); 
S.g. 9 ,, Vasile Alecsandri“ cl. VII Tofan Crina (190). 

ZIMNICEA (TELEORMAN) 8.9. 3 cl. VII Vatafu Tiffany Monica (220+250), 
Tancu Mihaela Isabelle (260). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasé de urmAatorii profesori: 

ARAD (ARAD) Lic. ,,A. Miller Guttenbrunn“ Francz Adalbert, Stoica Mircea 

Mario; Lic. Pedagogic ,,Dimitrie Tichindeal“ Crucean Adriana; C.N. ,,M. Nicoard“ 

Negrila Liliana, Toader Maria. 

BACAU (BACAU) 9.g. ,Alerandru cel Bun“ Iancu Eugenia; §$.g. _ ,,Al.I.Cuza“ 

Blajut Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) 98.9. ,,Lucian Blaga“ Keller Otto; $.g. ,, Nicolae 

Iorga“ Bretan Andrei; Lic. ,,Németh Ldszl6“ Longaver Ludovic; C.N. ,, Vasile Lu- 

caciu“ Bob Robert. 

BARLAD (VASLUI) $.g. 11 ,,George Tutoveanu“ Rotaru Marcel; $.g._,,Ghe. 

Rosca Codreanu“ Mihalache Dumitru. 


BOZOVICI (CARAS SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Rancu Pavel, Voin 
Stanec Violeta. 
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BRASOV (BRASOV) 3.9. 5 Minea Delia; S.g. 11 ,,St. O. Iosif“ Stoica Mari- 
ana; 9.9. 15 Cocalea Rodica; $.g. 27 ,, Anatol Ghermanschi“ Bajan Mariana; C.N. 
»Andret Saguna“ Canu Marinela, Ciupala Catalin; C.N. ,,.Dr. I. Mesota“ Satala 
Ciprian; C.N. ,,Grigore Moisil“ Olteanu Mariana; C.N. ,,Nicolae Titulescu“ Masca 
Ioana. 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,C.S. Aldea“ Stamate Gabriela; $.g. ,,Fdnus Neagu“ 
Paun Victor; Lic. Pedagogic ,,D. P. Perpessicius“ Serban George Florin; C.N. 
»Nicolae Balcescu“ Boicescu Nazeli, Botea Carmen, Botea Viorel, Cretu Mihaela 
Olga, Danilescu Gabriel; C.N. ,,Gh. M. Murgoci“ Negulescu Dan. 

BUCURESTI 5.9. 12 Fainis Dorela; $.9. 56 Radu Dana; $.g. 67 Palici Aurelia; 
S.g. 97 Moldovan Laurentiu; $.g. 113 Petrescu Elefterie; $.g. ,,Al.J. Cuza“ Cretu 
Cristina; $.g. ,,Grigore Ghica Voievod“ Badea Ovidiu; $.g. ,,J.H. Radulescu“ Bonca 
Mihaela; §.9. ,,Sf. Trei Ierarhi“ Voicu Laura Maria; Lic. ,,Marin Preda“ Baciu 
Florina; Lic. ,,Nicolae Iorga“ Chiose Manuela; Lic. ,,Stefan Odobleja“ Dumitru 
Camelia; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Simion Petre, Victor Ioan Nicolae; C.N. ,, Mihai 
Eminescu“ Mutafei Lucia, Siminenco Frusina, Voinea Marian; C.N. de Informatica 
» Ludor Vianu“ Mangra Cristian. 

BUZAU (BUZAU) S.g. 15,,G. E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CARANSEBES (CARAS SEVERIN) Lic. ,Decebal“ Coraci Carina; Lic. 
» Lraian Doda“ Dragomir Delia. 

CALARASI (CALARASI) S.g. ,,Carol I“ Furtund Sorin, Predoiu Eugen. 
CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) §S.9. 3 ,, Bogdan Voda“ Magu- 
rean Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) S.9. ,,.Nanu Muscel“ Dobrescu Argentina; 
S.g. ,, Oprea Iorgulescu“ Pitriciu Steluta, Tentu Isabela. 

CHIUIESTI (CLUJ) $.9. Petrut Gavril. 

CIACOVA (TIMIS) Lic. ,,Alezandru Mocioni“ Neghina Ion. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. , Nicolae Bdlcescu“ Petean Ana; Lic. ,,Onisifor 
Ghibu“ Tivadar Monica. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 39.9. ,,Spectrum“ Cavachi Nicolae; Lic. ,,Ovi- 
dius“ Arventiev Dorin, Gurgui Adriana; C.N. ,,Constantin Bratescu“ Cavachi Nico- 
lae, C.N. ,,Mircea cel Batrén“ Constantinescu Gabriela, Cavachi Nicolae, Contanu 
Mihai, Frecus Viorica, Gache Florian. 

COPALNIC MANASTUR (MARAMURES) §.g. Bobb Ovidiu. 
CRAIOVA (DOLJI} S.9. 2 ,, Traian“ Pometescu Valerica; $.g. 24 ,,Sf. Gheorghe“ 
Patrascu Mariana; §.g. ,,Sf. Dumitru“ Jianu Lonetta, Seinu Cristina; Lic. ,,Henri 
Coandé“ Chiosa Sabina; C.N. ,,Fratit Buzesti“ Ciuperceanu Marian, Dana Camelia, 
Ionescu Maria, Popa Marin; C.N. ,,Carol I“ Basarab Constantin. 

CUGIR (ALBA) 8.9. ,,Singidava“ Drogotel Viorica. 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,, Decebal“ Lint Dorin. 

DOROHO! (BOTOSAND) 9.9. ,, Mihail Kogdlniceanu“ Vladescu Valerian. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9.9. ,, Alice Voinescu“ Coa- 
dai Carmen; C.N. ,, Traian“ C&iniceanu George; C.N. ,,Gheorghe Titeica“ Stretcu 
Daniel. 

FAGARAS (BRASOV) CN. , Radu Negru“ Betiu Felicia, Postolache Camelia. 
FETESTI (IALOMITA) 5.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ Halmagiu Nicolae, Nicolescu Ion. 


GARDANI (MARAMURES) §.g. Lopatd Angela. 

GHILAD (TIMIS) $.g. Neghina Ion. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) S.g. 1 Munteanu Eugen; $.g._ ,, Tudor 
Balan“ Munteanu Liliana. 

IASI (IASI) S.g. ,,B.P. Hasdeu“ Boboc Romela, Hudisteanu Dominica; C.N. ,, Emil 
Racovité“ Pitu Leon; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Chirila Constantin; C.N. ,,Mihat Emi- 
nescu“ Ilie Vasilica; C.N. ,,Costache Negruzzi“ Zanoschi Adrian; Colegiul National 
Benta Valerica, Popa Gabriel. 

IZBICENI (OLT) $.g. Gulie Marian, Velica Alina. 

LERESTI (ARGES) 9$.g. 1 Ungureanu Gheorghe. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) 9.9. ,,Nicolae Balcescu“ Szatmari Dorina. 

PITESTI (ARGES) S$.g._ ,,Jon Pillat“ Haller Mihaela; $.g. ,,N. Iorga“ Alexe 
Iolanda; C.N. ,,Zinca Golescu“ Valceanu Paul. 

PLOIESTI (PRAHOVA) 8.9. ,,Sf. Vasile“ Pana Tatiana; C.N. ,,Jon Luca Cara- 
giale“ Craciun Gheorghe. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) 9.9. _,, Vasile Cristoforeanu“ Cristea Mirela, 
Miconi Elena; C.N. ,,Alexandru Vlahuta“ Lazarescu Dragos, Tatan Ovidiu. 
RAMNICU VALCEA (VALCEA) 8.9. ,, Take Ionescu“ Grigorescu Luminita, 
Popescu Constantin. 

REGHIN (MURES) 8$.g. ,,Augustin Maior“ Bozdog Constantin. 

RESITA (CARAS SEVERIN) $.g. 2 Draghici Mariana, Jurca Eufemia, Sandru 
Marius. 

SASAR (MARAMURES) S$.9. Recea Mihis Anca. 

SIBIU (SIBIU) S.g. 4 Brodetschi Rodica; $.g. ,,Nicolae Iorga“ Marcut, Teodor; 
Lic. ,Onisifor Ghibu“ Dragoe Mihaela; C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Serb Delia; C.N. 
,yoamuel Von Brukenthal“ Bottesch Martin. 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) 8.9. ,,Regele Ferdinand“ Put, Li- 
liana, Stetco Mariana. 

SIMNICUL DE SUS (DOLJ) $.g. Lesile Stanciu Emil. 

SANT (BISTRITA NASAUD) 8$.9. ,,Enea Grapini“ Cicsa Laura. 

TARGU JIU (GORJ) C.N. ,,Spiru Haret“ Viliu Emilian. 

TARGU MURES (MURES) 8.9. ,,L.Rebreanu“ Ganta Florica; C.N. ,,Al. Papiu“ 
Ganta Vasile; C.N. ,, Unirea“ Blaga Cristinel. 

TIMISOARA (TIMIS) $.g. 13 Buse Gabriela; $.g. 24 Mihet Maria; Lic. 
»Grigore Moisil“ Bociu Cerasela. 

TULCEA (TULCEA) Lic. ,,Jon Creanga“ Petre Monica. 

URZICENI (IALOMITA) 8.9. ,,Al. Odobescu“ Paraschiv Nicolae, Stanciu 
Roxana; $.g. 2 ,,/. H. Rddulescu“ Draghici Constantin, Turcu Alina. 

VASLUI (VASLUI) $.g. 9 ,,V. Alecsandri“ Stefan Mircea; $.g. ,,D. Cantemir “ 
Stefan Mircea. 

ZIMNICEA (TELEORMAN) §$.g. 3 Vlad Emil. 
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b) Ce cartonas ar trebui sa trag& Iulian pentru ca Petru s& aib& sanse 
egale si trag&i un cartonas cu o valoare mai mic& sau unul cu o valoare mai 
mare? 

c) Care este numarul minim de cartonase care trebuie trase pentru a 
fi siguri c& a fost tras cel putin un cartonas care are scris pe el o cifra cu 
valoarea mai mare decat 50? 

Adrian Turcanu, Pitesti 

S:P14.129. Completati cu urm&torii trei termeni fiecare dintre sirurile: 

a) 2,3,5,8, 12,17, 23,... 

b) 2,6, 12, 20, 30, 42,... 

c) 1,3,4,7,11,18,29,.... 


S:P14.130 Mama, tata si bunicul au impreuna 138 de ani. 
a) Cati ani aveau impreund in urma cu 5 ani? 
b) Daca tatal are cu 3 ani mai mult decét mama, iar bunicul cu 27 de 
ani mai, mult decat tatal, aflati varsta fiecaruia. 
* *K X 
S:P14.131. Gasiti numerele naturale abc, cu cifre diferite, astfel incat 


a0a + b0b + aa + bb + cee = 2015. 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:P14.132. La o imp4rtire diferenta dintre impartitor gi rest este 326, 
diferenta dintre impartitor si cAt este 464, iar suma dintre impartitor, cat si 
rest este 614. Aflati detmpartitul. 
Nicolae Ivaéschescu, Craiova 
S:P14.133. Gasiti numerele naturale de doua cifre care se impart exact 
la suma cifrelor si dau catul 6. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:P14.134. Aflati cifrele a,b,c diferite, stiind ca 
abb + aab+ cb +c = 2014. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:P14.135. Gasiti trei numere naturale consecutive a caror medie 
aritmetica este 2014. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:P14.136. Care este numarul minim de copii care trebuie s& participe 
la o intalnire astfel incat printre ei s& se afle cel putin 13 copii nascuti in aceeasi 
luna? 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 
S:P14.137. Diferenta a doud numere este 202. Suma numerelor este 
de 10 ori mai mare decat diferenta lor. Aflati numerele. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.138. Suma a doud numere este 2014. Numarul mai mare im- 
partit la numarul mai mic da catul 3 si restul 14. Care sunt numerele? 
Nicolae Ivaéschescu, Craiova 


S:E14.247. Sa& se scrie numarul 77°!4 ca diferentdi de doud cuburi 
perfecte. 
Adriana Nita si Nicolae Nitd, Curtea de Arges 
S:E14.248. Aratati c& ecuatia 2? + y? + 27 = (k? + 2)” are solutii 
(x,y,z) in multimea numerelor naturale nenule, pentru orice k,n € N*. 
Marian Haiducu, Pitesti 
S:E14.249. Se considera multimea A a numerelor naturale impare de 
la 1 la 25. Sa se determine cel mai mic patrat perfect care se divide cu toate 
elementele multimii A. 
Sorin Ulmeanu, Pitesti 
S:E14.250. Se considera sirul: 12 + 19,2? + 23,32 + 33,474 43 .... 
a) Calculati valorile urmatorilor trei termeni ai sirului. 
b) Aratati ca sirul contine doar numere pare. 
c) Stabiliti dac&é numerele 370 si 1100 sunt termeni ai sirului. 
Adrian Turcanu, Pitesti 


Clasa a VI-a 


S:E14.251. Determinati numerele de doua cifre care, adunate cu cifrele 

lor, dau patrate perfecte. 
Marian Teler, Costesti si Marian Ionescu, Pitesti 

S:B14.252. Daca 


3 


aj1a2 a203 a344 4994100 


Q1, 42, 43,-..,a109 € N* si > 4950, 
calculati produsul a,a2qa3...a190. 
Gheorghe Molea, Curtea de Arges 
$:E14.253. Fie p un numar prim. Rezolvati in multimea numerelor 
naturale ecuatia (x + p)(y+ p) = ryz. 
Marin Chirciu, Pitesti 
S:E14.254. Aratati c& nu existéa numerele naturale n si p astfel incat 


Sn +3  (4p+7)? 
38n+2 (3p+5)2° 


Cosmin Manea si Dragos Petricda, Pitesti 
S:F14.255. Daca n este numar natural si se determine restul impartirii 
numarului 252" + 27” + 1 prin 13. 
Sorin Ulmeanu, Pitesti 
S:E14.256. a) Aratati cd niciun numar natural de trei cifre nu are mai 
mult de 32 de divizori naturali si determinati numerele naturale de trei cifre 
care au exact 32 de divizori naturali. 


b) Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare pentru numerele 
naturale de doua cifre. 
Costel Balcdu, Pitesti 
S:E14.257. Stabiliti daca existaé numere naturale x si y care verifica 
egalitatea x(3a + 2) — 4y = 2014. 
Sorin Peligrad, Pitesti 
S:E14.258. Demonstrati ci pentru orice numere naturale nenule k si 
n, 2% —1 divide numarul 2™*+! 4 gr*+2 4... 4 gnkt+k-1 4 7. 
Marian Haiducu, Pitesti 
S:E14.259. Determinati: 
a) cate numere naturale de trei cifre se divid cu 2; 
b) céte numere naturale de trei cifre au ca divizor prim doar pe 2; 
c) cate numere naturale de trei cifre se divid cu 2 si cu 3; 
d) cAéte numere naturale de trei cifre au ca divizori primi doar pe 2 si 
pe 3. 
Costel Balcau, Pitesti 
S:E14.260. Fie a si b doud numere naturale nenule. Aratati ca: 
a) daci a + b = 5(a — b), atunci a-b este divizibil cu 6; 
b) daca existaé un numar natural impar n, n > 3, astfel incét a+b = 
= n(a — b), atunci a- b nu este patrat perfect. 
Adrian Turcanu, Pitesti 


Clasa a VII-a 
S:E14.261. Calculati media aritmetica a numerelor: 
A= (-1)°-1+(-1)!-2+ (-1)?-34... + (-1)8 - 2014 + (—1)704 . 2015 
B14 2) 4284? 2? + o™. 
Vasile Uleanu, Curtea de Arges 
S:E14.262. Demonstrati ci numarul a = 2-6-10-14-...-2014 se scrie 
ca produs de 504 numere naturale consecutive. 


Laura Vucan si Gheorghe Molea, Curtea de Arges 
S:E14.263. Aflati numerele intregi x si y care verifica relatia: 


16927 — 132y + 12y = 119. 


Marin Chirciu, Pitesti 

S:E14.264. Aratati ci nu exista un triunghi ABC cu lungimile la- 

turilor a, b,c exprimate cu aceeasi unitate de masura prin numere naturale ce 
satisfac relatia: 

13(81a? + b2) 18ab 

6ab 8la2 + b2 — 


Cecilia Diaconescu, Pitesti 


S:E14.265. Aratati ci numarul a, = /19" + 2014, nu este rational, 
oricare ar fin eEN. 
Adriana Nita si Nicolae Nité, Curtea de Arges 
5:E14.266. Fie a,b,c,d,x,y,z,t numere reale astfel incat: 


1 1 1 1 
p= Olde y= Gla hee iabd pt abe el ax + by+cz+dt= 1. 
C 


94 se calculeze abcd si xryzt. 
Sorin Ulmeanu, Pitesti 


2 
S:E14.267. a) Aratati ca orice fractie de forma Tee ee re 
este reductibila si gasiti fractia ireductibila echivalenta. 
b) Calculati suma S$ z + + AP eae AE se 
u = — + —— + —— + ...+ ——_.. 
4-6 10-12 18-20 460 - 462 


Adrian Turcanu, Pitesti 
5:E£14.268. Fie G centrul de greutate al triunghiului oarecare ABC, 
F simetricul punctului G fata de dreapta BC, F' mijlocul segmentului [AF], 
{H} =GEN BC gsi D mijlocul laturii [BC]. Se cere: 
a) S& se arate cd punctele G, D, H, F sunt varfurile unui paralelogram. 
b) S& se calculeze aria triunghiului FGE in functie de x, unde x este 
aria paralelogramului de la punctul a). 
Daniel Codect, Curtea de Arges 
S:E14.269. Se considera Aj, Ag, A3,...,An pe o dreapta cu propri- 
etatea ca distanta dintre oricare aceste doud puncte este mai mica decat 1. 
Aratati ca: 
a) Dacé n = 2k+1, atunci suma tuturor distantelor dintre oricare douad 
puncte este mai mica decat k(k + 1). 
b) Dac&i n = 2k, atunci suma tuturor distantelor dintre oricare douad 
puncte este mai mic& decat k?. 
Marian Haiducu, Pitesti 
S:E14.270 Se considera triunghiul ABC cu m(<A) = 90°, AB > AC 
si D € (AB) astfel incét (AD) = (AC). Paralela prin D la AC intersecteaza 
dreapta BC in E. Fie P € (AE) astfel incat DP 1 AE. 5a se demonstreze 
ca dreapta BP trece prin mijlocul segmentului [DC}. 
Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti 


Clasa a VIITI-a 


3-5-7-9-...-2011 - 2013 
4-6-8-10-...- 2012-2014’ 
V3 


Aratati ca <a< TT: 


S:E14.271. Fie a= 


Vasile Uleanu, Curtea de Arges 


S:E 14.272. Determinati numerele rationale x si y stiind ca: 
16,5 — (Se *2|) =10v3 
Ja Y 


Gheorghe Molea, Curtea de Arges 
S:E14.273. Daca a1, a2, a3, ...,@n € [—4, +00) si ay tagt+azt+...+@n = 
3 3 3 3 
ajt+a5,+agt... +a, € [-16, +00). 
Gheorghe Molea, Curtea de Arges 

S:E14.274. Daca a,b,c € (0,1), atunci este adevarata inegalitatea 


4 ; 
=a unde n € N,n > 2, atunci 


(a +b)? ‘ (b+c)? (c+a)? 


cae > 3(a? +67 +c’) —2(ab+bce+ca)+3(a+b+c). 


Putem avea egalitate? 
Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti 
S:F14.275. Aflati elementele multimii 


A= {zr EN|(Vz—7+ Va +4) € Q}. 


Sorin Peligrad, Pitesti 
S:E14.276. Pentru orice numere reale pozitive a si 6 se considera 


expresia 
1 i 1 
= — —}{b+—). 
E (a, b) (s+) (a+ | ( +5) 


a) Aratati ci E(a,b) > = 
b) Determinati valoarea minima a expresiei E(a, b) gi valorile lui a si b 
pentru care se obtine aceasta. 
Costel Balcdu, Pitesti 
S:E14.277. Determinati cate triunghiuri dreptunghice, necongruente, 
cu lungimile laturilor exprimate in centimetri prin numere naturale si o latura 
cu lungimea 13 cm exista. 
Adrian Turcanu, Pitesti 
S:E14.278. Fie M un punct pe latura BC a triunghiului ABC astfel 
incat triunghiurile ABM si AC'M au arii egale. Daca P € (AM) astfel incat 
m(x<ABP)+m(xBCP) = m(<ACB), atunci aratati ci [AB] = [AC]. 
Sorin Ulmeanu, Pitesti 
S:E14.279. Se considera un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 
x,z,y € R4 si lungimea diagonalei de 1. 
a) Aratati cid suma S a lungimilor tuturor muchiilor paralelipipedului 
este mai mic’ sau egala decat 4/3 . 


b) In ce situatie a paralelipipedului dreptunghic are loc egalitatea? 


Daniel Codeci, Curtea de Arges 
Q-BR14. 9RN Se dan ninctele enliniarea A R Cl in areaectS ardine act- 


S:L14.246. Fie triunghiul isoscel ABC’, cu m(xA) = 120°, si punctele 
>Q € (BC), astfel incat m(xBPN) = m(XCQM) = 120°, N € (AB), 
41 € (AC). S& se demonstreze ca cercurile circumscrise triunghiurilor DMN, 
{DN si DAM sunt congruente, unde {D} = PNN MQ. 

Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti 

S:L14.247. Rezolvati in Z x Z ecuatia: x? — 2x + 2ry — 2y + y? =3. 

Marin Chirciu, Pitesti 

S:L14.248. Fie A,, B,, C, trei puncte pe laturile BC, CA, respectiv 
1B ale unui triunghi ascutitunghic ABC, astfel incat AB, = kAC, BC, = 
- kBA si CA; = kCB, k € (0,00) \ {1}. 

In planul triunghiului ABC’ ridicim perpendicularele A; Ao, B,, Bo 
i CiC2 pe BC, CA, respectiv AB, in exteriorul triunghiului, astfel incat 
4, Ag = BC, B, By = AC, CyCo = AB. 

Demonstrati ca triunghiurile ABC’, A,B,C si Ag BoC> au acelasi cen- 
ru de greutate. 

Adriana Moraru, Pitesti 

S:L14.249. Fie a,,a2,...,a, numere reale astfel incat aj tag+...+ 
tan, = Oiar |a;—a,| < 1, pentru orice doud numere 7,7 € {1,2,...,n}, n > 2. 


1 [n? 
}4 se demonstreze c& a? + a3 +...+a2 < — alk 
n 


Alexandru Petrescu, Pitesti 
S:L14.250. Fie sirul (t4,)p cu 2p = 2 si 21 = 24. Stiind ca 


On? (tn42 — 4¢nq1 + 4¢n) + 3n(52n42 — 32¢n41 + 132¢,)+ 
+4(tn42 — 7Ln41 + 2827) = 0, 


pentru orice n € N, sa se afle expresia termenului general al sirului. 
Sorin Ulmeanu, Pitesti 


* ok 
Clasa a X-a 
S:L14.251. Rezolvati ecuatia: 
1 1 1 1/fl 1 1 
=e tear t@aaiils Bt ape) Be (co) 


Marin Chirciu si Octavian Stroe, Pitesti 
S:L14.252. Consideram 


F=({f:ROR|f?™“(2) = 2°, pentru orice x € R}. 


a) Dati exemple de o functie f € F cu proprietatea c& existd un interval 
[ CR, astfel incat f(J) nu este interval. 


b) Determinati functiile f € F cu proprietatea c& imaginea f(I) a 
oricarui interval J C R, prin functia f, este tot un interval. 
Stefan Aleze, Pitesti 
S:L14.253. a) Determinati numerele reale x si y astfel incat 


3” + 34 = 30 si logs x — logszy = —1. 


b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: ,,Dac& numerele reale z si 
y verifica egalitatile de la punctul anterior si 


log, (x + 2) + log, (x + 10) + log, (x + 60) = log, N, 


atunci N = 2013". 
Adrian Gobej, Curtea de Arges 
S:L14.254. Sa se determine functiile f : R — R care verifica ecuatia 
functionala: 


fie t+e—-2+y)=f(er+2-2)+ f(y’), Vz, yER. 


Sorin Ulmeanu, Pitesti 

$:L14.255. Fie A;A2A3...An un poligon regulat de laturad 1, n > 3, 

si punctele P; € (A; Ao), Po € (A2A3), P3 € (A3Az4),.--,Pr—1 Se (An_1An), 
P, € (An Ai). Aratati ca: 


2 Tn — 2) 


P, P3 + PoP? + P3P? + PP? +...+ Py-1P? + P,P? > nsin 


Marian Haiducu, Pitesti 


S:L14.256. Sa se demonstreze ca, dacad a,b,c € (0,1) sau a,b,c € 
€ (1,00), atunci este adevadrata inegalitatea: 


] ] 1 


l ] b- ] ie | ee, ae Sas 
Babe VS1t+lOBabe 9 S2tlOabe C3 2 6 (log, abc)? c (log, abc)? is (log, abc)? | ’ 


unde S; = log,a+ log.a, Sz = log, 6+ log. b, S3 = log, c + logy c. 
Cosmin Manea si Dragos Petricd, Pitesti 
S:L14.257. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 


V1—22 = 32 — 42°. 


Ionela Popescu, Campulung Muscel 
S:L14.258. Fie z1, zo, 23 afixele varfurilor unui triungi ABC’. Demon- 
strati inegalitatea: 


|21 — 29||21 — 23| + |ze — 21||Z2 — 23| + |z3 — 21||z3 — z2| < 


< (zo + 23 — 2z1|" + |z4 + 23 —- 229|? + 24 + Zz -— 223|7). 


Q|— 


Stefan Tudosie, Campulung Muscel 
S:L14.259. Fie numerele reale a,b € (1,00), a < b si numerele z,y € 

= (a,b). S& se arate cd: log, [(a + b)y — ab] + log, [(a + b)x — ab] > 4. 
Ion Calinescu, Campulung Muscel 


S:L14.260. Consideram numerele complexe distincte 21, z2, 23, astfel 

p 21 — 22 
ncat Re ———— 
a) = 23 


= (0. Sa se arate ci x = 2014 este solutie a inecuatiei: 


|z3 — 24° + |z3 — Z|" < \Z1 — Z|”. 
Elena Codeci, Curtea de Arges 
Clasa a XI-a 


S:L14.261. Fie sirul (%,)n>2 definit prin 


nr 
re} So (-1)P-Ch-(n—p)" 
p=0 
le — 
n 
Calculati lim zp. 
n—-Oo 

Stefan Aleze, Pitesti 

S:L14.262. Fie sirul (t2n)nen cu Zo = 2 Si FZ; = 3. Sa se afle lim LS 

T—? OO 


stiind c&: n*(4¢n429 — 12441 + 8¢n) + (8242 — 362n41 + 3277) + 3242 — 
—15%n41 + 302, = 0,Vn EN. 

Sorin Ulmeanu, Pitesti 

S:L14.263. Fiea ¢ R, hE Ri si f: [a—h,at+h] >R. Aratati cad 

f este convexd pe [a—h,a+h] daca si numai daca F' : [-1,0) U (0,1] > R, 

rit) = Lla+th) ~ fla) 


(Afirmatia directé este cunoscuta.) 

Marian Haiducu si Corneliu Udrea, Pitesti 
$:L14.264. Fie a,b,c € R astfel incat a<c< bsi f : [a,b] > Ro 
functie convexa pe [a,c] gi [c, 5]. 

a) Daca c = (1—t,.)a+t-bsi f(c) < (1—-t.)f(a)+t- f(b), unde t, € (0,1), 
atunci pentru orice z € (a,b),z = (1—t,)a+t,b cu tz € (0,1), aradtati cd are 
loc inegalitatea f(x) < (1 —tz) f(a) + tf (0d). 

b) In cazul in care, pentru orice z,y € (a,b), ur<c<ysic= 
= (1—7,)4+7-y, unde 7, € (0,1), are loc inegalitatea f(c) < (1-7) f(x) + 
+Tc f(y), aratati ci f este convexa pe [a, DJ. 

Marian Haiducu si Corneliu Udrea, Pitesti 


este monoton crescatoare. 


3) 

§:L14.265. Fie un sir (bn)nen+, cu 0) = 2, b3 = si n7b,_1 — 
—n(bp_-1 + 4bn-2) + 4bnp_-2 + 3b,-3 = 0, Vn E N, n > 4. Studiati conver- 
genta sirului (6,). 

Constantin Nicolau, Curtea de Arges 
95:L14.266. Calculati lim — >) —————. 
nm—Oo 


1 
Vi Vet Vat 

Constantin Nicolau, Curtea de Arges 
S:L14.267. Fie A,B,C € Mo2(R) astfel incat A? + B2+C? = AB+ 

+BC + CA. Demonstrati ci (A? + B? + C2 — BA— CB -— AC)* = Op. 
Daniel Jinga, Pitesti 
S:L14.268. Fie A,B € Mo2(R) astfel incat AB = BA si det(5A* — 

—6AB + 5B”) = 0. Demonstrati ci det A = det B. 


1 n 
1 


Adriana Moraru, Pitesti 


$:L114.269. Fie A,B € Mo(R) astfel incét det(AB — BA) > 0 si 
a,b € R*, cu |a| + |b]. 
b 
Aratati ca det (1: + "(AB + BA)) < det(I2 +aAB+ bBA). 
Cecilia Deaconescu, Pitesti 
$:L14.270. Fie A o matrice de ordinul trei cu coeficienti reali pentru 
care det A=a,a>0Osi TrA=b. 
(b —a)° 


a 
Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti 


S% se demonstreze ci det (A+ A7*) > 


Clasa a XII-a 


Sinz +cosz 


$:L14.271. Calculati: ; dz, x € (0, =): a> 0. 


Marin Chirciu, Pitesti 


§:L14.272. Fie f : R — R o functie care admite primitive gi are 

ogee. Ee) _ F(z) eee 

proprietatea ca lim —— = lim —— =a,a€ER, unde F este 0 primitiva 
I—-—-0oo F£ xr— 00 


ey + acosz 


= 0 
a lui f. S& se demonstreze c& functia g: R > R, g(x) = vi (=) , oF 

Qa, (oie 
admite primitive daca si numai daca a = a. 


Ihe Dinulescu, Pitesti 


S:L14.273. Sa se calculeze: 


e2? 4 93 4+ 5a? — 1 
/ e2 + 373 + 62? — 127 + git: BAO): 
Ruzandra Ciuca, Pitesti 
S:L14.274. Fie n € N, fixat, si numerele reale a,b,c € [n —1,n + 1]. 
Demonstrati ci n?—1 < a-b-c—n-(a-b+b-c+c-a)+n?-(atb+c) < n?+1. 
Constantin Nicolau, Curtea de Arges 
S:L14.275. Fie o functie bijectiva f :R— Rsiq€Rcu f(q) =2. Pe 
R se defineste legea de compozitie ,,o“ prin: aob = f(f—!(a) + f—1(b) — q), 
Va,beER. 
a) Determinati elementul neutru al legii de compozitie si simetricul lui 
a € Rin raport cu legea ,,o". 
b) Pentru f(z) = x3, rezolvati ecuatia: 2? o z = (6 — q)*. 
Adrian Gobej, Curtea de Arges 
S$:L14.276. Fie p,n € N*. Verificati daca exista functii f : R - R* 
care admit primitive, astfel incat, pentru o primitiva F' a lui f, si avem: 


Pp Pp 
\° F(1+ ka) -— $0 F(1- ke) = F(x"), Vo ER. 
k=1 k=1 


(Prelucrare R.M.T. 2/2013.) 
Adrian Gobej, Curtea de Arges 
$:L14.277. Ecuatia cu coeficienti complecsi 
zc” +a 2"! 4+ agrz™—7 +... +an_-12 +a, =0 
are toate radacinile cu modulele egale cu r. Aratati c& r? - |an_1| = az - an|. 
Constantin Nicolau, Curtea de Arges 
$:L14.278 Fie m,n € N*, iar S,,, Z,, grupul permutarilor de m ele- 
mente, respectiv grupul claselor de resturi modulo n. 
a) Daca n este impar, aratati ci existé un singur morfism de la S,, 
in Zp. 
b) Daca n este par gi n > 2, gasiti cel putin doud morfisme de la S,, 
tn Zn. 
Marian Ionescu, Pitesti 
$:L14.279. Fie M o multime nevida si ,,*“ o lege de compozitie asocia- 
tiva pe M. Aratati ca, daca exista un element a € M astfel incat M = aMa, 
unde aMa = {a*z*a|z € M}, atunci (M, *) este monoid. 
* *& Ok 
$:L14.280. Fie G o multime nevida, ,,-“ o lege de compozitie asociativa 
peG,aéeGsi fa,ga : G > G, doua functii definite prin: f,(x) = az, 
ga(z) = za, Vx € G. Aratati cd (G,-) este grup daca gi numai dac& fz, si gg 
sunt surjective pentru orice a € G. 
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GAZETA MATEMATICA 


490 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE 


din poligonul AP; ...P,B se obtin poligoane cu perimetre din ce in ce mai 
mici, pana ce ajungem la AQ;Q2...QnB. 

Problema 2. Fie cercurile T = C(O,R) si I’ = C(O’, R’) avdand in 
comun coarda AB, astfel incat centrele O si O' ale cercurilor sé fie de aceeasi 
parte a dreptei AB, iar R < R’. Atunci arcul mic ABr al cercului [’ are 
lungimea mat mica decat cea a arcului mic A Br’ al cercului I’. 

Demonstratie. Notam prin 2a si 2a’ masurile in radiani ale unghiurilor 
tAOB si respectiv <AO’B, iar prin / si l/ lungimile arcelor ABr si respectiv 
ABr’. Avem 2Rsina = AB = 2R'sina’. Cum R < R’, rezulta0 < a’ <a< 
>" Apoi, 

L_ 2Ra _ asina’ (1) 
l’ 2R'o! sa sina 


Fie functia f : R* > R, f(x) = sales 


. Se verifica cu usurinta ca f are derivata 


: gia A ‘ as : ; v 
strict negativa pe intervalul (0, =| , deci este strict descrescatoare pe acest 
e / ° 
sina sina st 
interval. Ca urmare, ——— . Conform relatiei (1), obtinem 1 > 1’. 
a 


Comentariu. Sa observam ca arcul A Bry este inclus in segmentul de cerc 
limitat de coarda AB si arcul ABr ale cercului Tl’. Astfel, fie OO’NAB = {M}, 
OO’ NABp = {N} si OO’ nN ABr= {P}. Evident, punctele M, N si P apartin 
semidreptei (O‘O. Avem O'/M < O!'N=O!A <O'0+0A=0'04+0P= 
O'P, de unde concluzia. 


Urmatoarea teorema va permite interpretarea intr-un context mai gen- 
eral a inegalitatilor geometrice prezentate anterior. 
Teorema 1. Fie functiile u,v : [a,b] > (c,d) si py: (c,d) > R, 
satisfacadnd conditiile 
(a) u,v sunt monoton crescatoare pe |a, b|; 
4 4 
(b) / u(t)dt < | u(t)dt, V x € [a,b] $2 i 


u(t)dt = [owe 


a a 
(c) yp este convexa pe (c,d). 
Atunci are loc inegalitatea 


b b 
[ ecumpat > [ otueat. (2) 


Acest rezultat va fi demonstrat in finalul lucrarii, dupa definirea con- 
ceptului de majorizare. Astfel, enuntul de mai sus va putea fi interpretat ca 
reprezentand versiunea continua a inegalitati luz Karamata. 

Teorema 1 admite o serie de variante instructive, abordabile cu cunos- 
tinte de analiza matematica studiate in liceu. De mentionat faptul ca aceste 
variante nu reprezinta cazuri particulare ale acestei teoreme. 
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Pentru enuntarea primei variante, vom defini notiunea de functie neteda 
pe portiunt pe un interval real compact. Precizim ca o functie este numita 
de clas& C* (k € N*) pe un interval dac& este derivabil& de ordinul k, cu 
derivata de ordinul k continua, pe acel interval. 


Definitia 1. O functie h : [a,b] — R se numeste netedd pe portiuni 
daca h este continua pe [a,b] $i existd o diviziune A = (z0,71,...,2p) a 
intervalului [a, b] astfel incat h sd fie de clasé C! pe fiecare interval [x;_1, xi], 
t€ {1,...,p}. 


O functie neteda pe portiuni poate admite agadar cel mult un numar 
finit de puncte unghiulare. 


Teorema 2. Fie functiile u,v : [a,b] — (c,d) si y : (c,d) > R, 
satisfacand conditiile 
(a’) u este continud iar v este monoton crescdtoare $i netedé pe portiuni 
pe [a, bj; 

x x b b 

(b) / u(t)dt < / v(t)dt, Vx € (a, 8] 5 / wedr= / v(t) dt; 
a a a a 

(c’) y este converd gi de clasd C* pe (c,d). 


Atunci are loc inegalitatea (2). 
Demonstratie Convexitatea functiei derivabile y asigura inegalitatea 


p(u) — p(v) > y’(v)(u—v), V u,v € (c,d). (3) 


Inegalitatea de mai sus exprima urmatoarea proprietate de convexitate: grafi- 
cul une functit conveze si derivabile pe un interval se afla ,,deasupra” oricdrei 
tangente intr-un punct al sdu (pentru detalii, a se vedea, de exemplu, [4)). 

t 


Consideram functiile U,V : [a,b] + R definite prin U(t) = ; u(x) dz si 
t a 


respectiv V(t) = / v(x) dz, pentru t € [a,b]. Functiile U si V sunt primitive 


a 
ale functiilor u gi respectiv vu pe [a,b]. Fie diviziunea A = (20, 21,--- , 2p) a 
intervalului [a, b] astfel incdt v sa fie de clasa C! pe fiecare interval [x;_1, z;], 
i€ {1,--- ,p}. Atunci 


b b b b 
| p(u(t))dt— | y(v(t))dt = / (v(u(t))—y(o(t))}at > / o'(v(t))(u(t)—v(t))at 


b De. ie: 
7 | # (o))(U — Vat = a / y' (u(t) (U — V)'(t)dt. 
. a=] “ Mi-1 


Functia v este derivabila pe intervalele [x;_1,x;] (cu derivate laterale 
finite in extremitatile intervalelor). Integrand prin parti pe aceste intervale, 
obtinem: 
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p 


Df. Pow -Vy'oa = (KOMO-NlOHE- 


iz] Y Ti-1 i= 


[ * wrvteyn '(t)(U — V)(t)at) 


i—1 


2'(v(b))(U-V)(b)—v(v(a))(U— vyta)+). 4a o" (u(t))v'(t)(V—U) (that. 


Membrul drept al relatiei de mai sus este pozitiv deoarece, conform 
ipotezei, (U — V)(b) = (U — V)(a) = 0, apoi (V — U)(t), yp’ (v(t)) > 0, VteE 
[a,b], iar v(t) > 0, V t € (a4_1,2;) (pentru i = 1,...,p). Astfel, obtinem 
concluzia. 

Urmatorul enunt reprezinta o extindere binecunoscutad a Teoremei 2. 

Teoremna 3. Fie functiile u,v : [a,b] > (c,d) gi y : (c,d) > R, 
satisfacand conditiile 


(a) u este continud iar v este continud $i monoton crescdtoare pe [a,b]; 
x b 


x b 
(b) / u(t)dt < / v(t)dt, V2 € [a,b] §i / u(t)dt = / v(t)dt; 
a a a a 
(c’) — este converd gi de clasaé C! pe (c,d). 
Atunci are loc inegalitatea (2). 
Demonstratie Urmand notatiile gsi firul demonstratiei Teoremei 2, avem 


b b b 
/ p(u(t))at — / p(v(t))dt > / o'(v(t))(U — VY (tat 


Sa observam ca functia vy’ o v este monoton crescatoare pe [a,b]. Atunci, 
conform celei de a doua teoreme de medie pentru integrala Riemann (a se 
vedea, [5]), exista c € [a, b] astfel ca 


b c b 
: y'(v(t))(U—V)'(t)dt = (y'ov)(a) / (U-V)'(t)dt+(p'ou) (6) i (U-V)'(t)dt 


Dar [w-vywa = (U-—V)(c) si fP(U-Vvy (at = —(U—V)(c). Rezulta 


b 
/ o'(v(t))(U - VY (t)dt = (U — V)(o)[(y" 0 v)(a) — (v0 v)(b)] > 0. 
Astfel, inegalitatea (2) este demonstrata. 


Teorema 3 poate servi compararii lungimii graficelor a doua functii care 
admit valori egale in extremitatile intervalului de definitie, dupa cum rezulta 
din urmatoarea problema propusa la un concurs international studentesc. 

Problema 3. (IMC 2004) Fie f o functie de clasé C! pe [a,b] sig o 
functie convezd de clasé C' pe [a,b], astfel ca f(a) = g(a), f(b) = g(b) si 
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f(x) < g(x) pentru oricare x € [a,b]. Ardtati ca 


b b 
/ J/1+ f(x)dx > / J1+ g?(x)dz. (4) 


Demonstratie. Notam f’ = usi g’ = v. Functiile u si v sunt continue, iar 
4 


v este monoton crescatoare. Apoi, / u(t)dt = f(x) — f(a) = f(z) — g(a) < 


a 


x 7 b 
g(x) — g(a) = ; v(t)dt, V x € [a,b]. In plus, / u(t)dt = f(b) — f(a) = 


i a 
g(b) — g(a) = / v(t)dt. S& mai constatam ca functia py: R- R, y(z) = 


J/1 + 2x2, avand derivata de ordinul doi y" (x) = (1+ 2”)-3/2 > 0, Vz ER, 
este convexa pe R. Atunci, conform Teoremei 3, 


/ 1+ (F"(t))?at = / " g(u(t))dt > / " (u(t) at = / 1+ (@'(t))Pae 


Astfel, proprietatea este demonstrata. 


Comentarit. Evident, concluzia problemei poate fi reformulata astfel: 
lungimea graficulut functiet f este mai mare mare sau egala decdt lungimea 
graficului functier g. In acest caz, constataém c& inegalitatea geometrica sta- 
bilita de Problema 2 reprezinta un caz particular al rezultatului de mai 
sus. Astfel, aparatul oferit de analiza matematica permite obtinerea unei 
inegalitati geometrice. Reciproc, inegalitatea geometrica din Problema 1 
poate servi solutionarii Problemei 3, In cazul particular cand si functia f 
este presupusa convexa. Astfel, pentru diviziunea A, = (to,t1,...,tn), cu 
t; = a+i(b—a)/n, consideram punctele P, (t;, f (t;)), 1 =0,1,...,n situate 
pe graficul functiei f. Conform Teoremei lui Lagrange, exista €; € (t;-1, t;) 
astfel ca f (t;) — f (4-1) = f’ (&) (4 —ti-1), t= 1,...,n. Rezulta 


(Psa, P:) = (te — tea)? + UF (te) — f (ta)P = 214 FG)? 


Astfel, lungimea liniei poligonale convexe PP; ...P,,, data de 


bE)" 


reprezintaé o suma Riemann a functiei continue 4/1 + ( f')? : [a,b] > R. 
Similar, lungimea liniei poligonale convexe QoQ ...Qn, unde Q; (ti, g (ti)), 


2=0,1,...,n, 
di b-—a : 9) 
LL 1+ (9! (n))°, 


7=0 
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cu 7; € (ti-1,t;), 7=1,...,n, reprezinta o suma Riemann a functiei continue 


1+ (g’ )? : [a,b] > R. Dar Po = Qo si Ph = Qn. Conform proprietatii 
geometrice stabilite de Problema 1, deducem 


a 1+ (f' (&))? > >. /1 + (g' (n))’, VneN*. 


7=0 7=0 


Trecand la limita cu n — oo obtinem inegalitatea (4). 


Vom pregati acum demonstratia Teoremei 1. S& pornim de la urmatoa- 
rea proprietate. 

Lema 1. Fie o functie converad py: I > R si punctele aj, ag, bi, bo € I, 
CU ay < by < bo < ag Sta, +a, =), + bo. Atunci 


y (ai) +p (a2) = p(b1) + v (02). 


Demonstratie. Avem b; = (1 — A)ay + Ade si bp = Aa, + (1—A)azg, unde 
acces = 
ee ee, Conform definitiei convexitatii obtinem 
a2g-—- aj a2 —- aj 


y (b1) + 9 (b2) < [(1 — A) (a1) + Av (a2)] + [Av (ai) + (1 — A)¢ (a2)] 
= p(a1) + 9 (a2). 

Aceasta proprietate de convexitate motiveaza introducerea ordonarii 
vectorilor din R” prin majorizare, concept fundamental in analiza convexa. 
Precizim de asemenea ca rezultatul Lemei 1 sta la baza definirii notiunii de 
convezitate éntr-un punct, recent introdusa in lucrarea [2]. 

Definitia 2. Pentru a,b € R", fie ay) < dg) ©... S Am) $t Oa) S 


bia) < --- < Om) aranjarea crescdtoare a componentelor vectorilor @ $1 res- 
k 

pectiv b. Spunem cad G@ majorizeazd (in sens Schur) pe b dacé > < 
i=1 


k n n 
Soba, KE {1,2,--- ,n-1} si Say => bq. Notéma = b. 
1i=1 —¥ a=] 


i 
Proprietatea de convexitate descrisa de Lema 1 se extinde la urmatorul 
rezultat general fundamental (pentru detalii, se pot consulta spre exemplu 
lucrarile [4] si [1]). 


Teorema 4. (Inegalitatea lui Karamata) Daca yp: I > R, unde I este 
un interval real, a,b € I", astfel ca a > b, atunci 


y (a1) + p(a2) +--+ p (Gn) = p(b1) + Y (be) + Y (bn). 


Pentru demonstratia Teoremei 1 ne vom servi de inegalitatea discreta de 
mai sus. Pe de alta parte, este vizibil faptul ca Teorema 1 poate fi interpretata 
drept versiunea continua a inegalitatii lui Karamata. Pentru demonstratie 
vom utiliza de asemenea urmatorul rezultat auxiliar. 
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Lema 2. Fie u: [a,b] — (c,d) o functie monoton crescatoare, iar 
y:(c,d)>Ro — continua. Atunci 


tim oP nae) = [ouope 
on u(t)dt | = u(t) )at. 
noo nN res b—a a+(i—1)(b—a)/n a ' 


Rezultatul rdémane valabil dacé —~ este presupusad monotona. 

Demonstatie. Concluzia este evidenta daca u este constanta. Pre- 
supunem ca u este neconstanta, deci avem c < u(a) < u(b) < d. Functia 
you: [a,b] — R admite cel mult o multime numarabild de puncte de dis- 
continuitate, deci este integrabila (conform criteriului lui Lebesgue). 

Fie ¢ > 0. Exista N, € N* astfel ca 


[wowtat- So *(pow) (0+ i(b — *) 


i=1 


<5, Vn> Ny. 


Functia continua y este marginita si uniform continua pe intervalul 
compact [u(a), u(b)]. Atunci existé M > 0 si 6 > 0 astfel incat |y(z)| < M, 
Va € [u(a), u(b)|, respectiv pentru oricare douad puncte 21 si x2 din intervalul 
[u(a), u(b)], avand proprietatea |z1 — xr2| < 6, are loc 


Iv (a1) — 9 (22)| < ae AT 


Notam 


Ny = [SMO — wed) 
€0 

Sl N = max {.Ny, No}. 

Consideram n € N*, n > N. Pentru i € {0, L, 2,...,n}, notam t; = 
——— t)dt = l,. 
b-—a ti-1 ul ) 
Deoarece u este o functie monoton crescatoare, avem u,; € [u(tj-1),u ae 
Vie {1,...,n}. Apoi, 


a+i(b—a)/n. Notém de asemenea u; = 


wee -f o(u(t))at < = 2 Ip (ui) =e 


(ui) — p (u(t) + 


ay) - f “olu(ta, 


1El2 i=1 


unde J; := {7 € {1,...,n} | u(ti) — u(ti_-1) < 6}, iar Ip := {1,2,...,n}\ hh. 
Notam prin 7), 7 si 73 cei trei termeni ai membrului drept ai inegalitatii 
de mai sus. Din definitia lui J;, tinand cont de semnificatia lui 6, deducem 
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unde |A| este numarul de elemente ale multimii finite A. S& observam ca 
6 |Io| < u(b) — u(a). Atunci 


Th < = Y (leu) + by (u(t) < MO 9 a 
1€ 12 
< 2M(b~ a)(u(6) ~ u(a)) 
a dNo <3 


Cum n> N > Ni, avem T3 < 7 Ca urmare, 


a = b 
Sy (ui) - / p(u(t))at 
i=1 a 


E E E 
a en ac > N. 
<7 as Ee, Vn2> 


Rezulta 


b 
lim 2" ou) = J etueyae 


m— oo nm 


Cazul y - monotona se ances ‘iain pe baza criteriului lui Darbouz (a se 


vedea, de exemplu, [3]). 0 
Demonstratia Teoremei 1. Utilizim notatiile din demonstratia Lemei 
2. Pentru n € N fixat, fie @ = (uj, ue,...,Un) si U = (v1, V2,.--,Un). Avem 


u,v € (c,d)” si, in baza ipotezei teoremei, 7 > ¥. Ca urmare, aplicdnd 
Teorema lui Karamata, obtinem 


y (ui) + plu) +...+ p(Un) = y(v1) + (v2) +... +e (Un), 


b-ar b— 
— > ¢(u) > 
nM i=1 


Functia y este convexa pe (c,d), deci continua pe acest interval (a se vedea 
[4]). Conform Lemei 1, trecand la limita (n — oo) in inegalitatea de mai sus, 
obtinem concluzia teoremei. C) 

Notam ca in lucrarea [1] este demonstrat un caz particular al teoremei 1. 


sau 


In incheiere, propunem urmatoarea aplicatie elementara, sugerata de o 
problema propusa recent in Gazeta Matematica Seria B (Probl. 16 pag 214, 
GMB 4/2012). 

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie continud cu proprietatea ca 


[ soz ts 


, Vaz € (0, 1). 


1 
1 
Dacé / f(t) dt = 3? atunci 
0 


1 , 1 
[ Pear > 5 
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Demonstratie. Din ipoteza deducem 
/ f (t) dt < | tdt, V x € [0,1], 
0 0 


cu egalitate pentru z = 1. Functiay : R-> R, y(z) = z” este convexa. 
Aplicand Teorema 3, obtinem 


1 1 1 
/ f?(t)dt > / t?dt = -. 
0 0 3 
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ECUATIA LUI CAUCHY SI MULTIMI NUMARABILE 


GrorGE Stoica!) 


Abstract. We prove that the functions satisfying Cauchy’s functional 
equation outside a countable set N C R can be obtained by redefining, 
in an arbitrary manner on N, the functions satisfying Cauchy’s functional 
equation everywhere on R. 


Keywords: Cauchy’s functional equation; countable sets 
MSC : 39B22, 97170 


Vom arata ca functiile care satisfac ecuatia functionala a lui Cauchy in 
afara unei multimi numarabile N C R se obtin prin redefinirea arbitrara pe 
N a functiilor care satisfac ecuatia functionala a lui Cauchy pe intreg R. Mai 
precis, avem urmatorul rezultat. 


Teorema 1. Notém prin N° complementara unei multimi numdrabile 
N CR gi consideram o functie f : N° +R care satisface ecuatia 


f(ct+y) = f(x) + fly) pentru orice z,y,c+y Ee N°. (1) 
Atunci ezista o functie unica F : R > R care satisface ecuatiile 
F(x+y) = F(z)+ F(y) pentru orice x,y € R (2) 


1) Profesor dr., University of New Brunswick, Saint John, Canada. 
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$2 
f(x) = F(z) pentru x € N°. (3) 


Sa incepem cu un rezultat auxiliar. 
Lema 2. In ipotezele Teoremei 1 urmatoarele afirmatii sunt adevadrate. 
Dacé £1, y1, 22, y2 € N° satisfac x1 + y1 = 22+ yo, atunci 


f(t1) + Fly) = Ff (x2) + F(y2); (4) 


Dacé x41, 22,23 € N° atunci existd yi, yo € N° astfel ca 
t1+29+23=yit+ yo gi f(r) + flee) + f(vs) = f(y) + fly2). (5) 
Demonstratia Lemei 2. Pentru a arata (4), si alegem z € N° astfel ca 
Yi=Yy—- ZEN yo :=yo—-z EN, 


mty,=rtety=r+y—-z=TZoty—zEN®. 
Un astfel de z exista, deoarece multimile A = {y,; —t|t € N}, 
B= {y.-t|teN}siC = {z,+y, —t | t € N} sunt numarabile, deci exista 
zER\(AUBUC). 
Folosind ecuatia (1) obtinem 
f(y1) = f(y) + f(z) deoarece yj,z,y1 € N° sign =, +2 
f (y2) = f(y) + f(z) deoarece yp, z,y2 € N* si yo = yo +2 
f(zi+y;) = f(v1) + f(y{) deoarece 21, y;,%1 + y, € N° 
f (xo + ys) = f (x2) + f(y) deoarece r2, y5, 22 + yg € N°. 


Deci 
f (x1) + f(yi) = f (zi + 1) + f(z) = f(w2 + ya) + f(z) = f(z2) + F(y2) 
adica relatia (4). 


Pentru a arata relatia (5), si alegem z € N° (existenta lui z fiind 
argumentata ca mai sus) astfel ca 


z= 93 -2E€ Ny :=71+26E Ny :=204+2 =2704+273-2E N*. 
Folosind ecuatia (1) obtinem 


f (x3) = f(z) + f(z’) deoarece z, z',73 € N° sizg3 =2+2' 
f(yi) = f(a1) + f(z) deoarece 21,z,y1 € N° siys = 21 +2 
f(ye) = f (x2) + f(z’) deoarece r2, z', yo € N° si yo = 22 +z. 
Prin adunarea relatiilor de mai sus si folosind (1), rezulta 
f(y) + f(ye) = f (x1) + f(z2) — f (wa) + 2f(z) + 2f (2) = 
= f(x1) + f(x2)—f (x3) + 2f(z + 2’) (deoarece z, z’,z+2'€ N°) = 
= f(z1 + f(re) + f (x3) (deoarece z+ 2! = 23 € N°), 


adica relatia (5). 
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Demonstratia Teoremei 1. Pentru a defini F, s& observam ca orice 
numar real z este de forma z + y cu z,y € N° (intr-adevar, alegem z € N° 
astfel ca y := z — x € N°). In acest caz, definim 


F(z) = f(x) + fly). 
Functia F este bine definita datorita relatiei (4). Din definitia lui F' gi 
ecuatia (1), pentru z € N°, avem c& F(z) = f(z), adica relatia (3). 
S& luam 21, z2 € R de forma z] = 41+ y1, 22 = Lot Yo CU 71, Z2, Y1, y2 E 
N° gi s& aplicim relatia (5) de doua ori; obtinem doud numere 2}, z, € N° 
astfel ca 
tity tt2+ yo = 2+ 2 gi 
f (x1) + F(y1) + f(w2) + F(y2) = F(z) + F(z). 
Dar membrul stang in ultima ecuatie este egal cu F(z) + F(22), iar 
membrul drept este egal cu F(z; + 25) = F(z + 22), adica relatia (2). 
Pentru a arata unicitatea lui F’, sa consideram doua functii Fy, Fo : R > 
R care satisfac ecuatia (2) si coincid pe N°. Atunci diferenta F := Fy — Fo 
satisface ecuatia (2) si se anuleaza pe N‘°; cum orice numar real z este de 
forma x+y cu z,y € N°, obtinem ca F(z) = F(x)+ F(y) = 0, deci unicitatea 
este aratata si demonstratia este incheiata. 


Observatii. (i) Concluzia Teoremei 1 ramane adevarata in urmatorul 
context. Fie N,,N2 C R multimi numéarabile si f : R — R o functie care 
satisface relatia 


(6) f(x+y) = f(z) + f(y) pentru orice x € Ny, y € Ns. 


Atunci restrictia lui f la N°, unde N := N; (J No, satisface ipotezele Teoremei 
1. Intr-adevar, si alegem z € N° astfel incét y+ ze N°. Atunci, folosind 
ecuatia (6), obtinem 


f(ic+y+z)=f(r+y)+ f(z) deoarece x + y,z € N° 
f(x+y+z)=f(r)+f(y+z) deoarece r,y+z€ N° 
f(iy+z)=f(y) +f(z) deoarece y,z € N°. 


Comparand cele trei relatii de mai sus, obtinem relatia (1). 

(ii) Teorema 1 ramane adevarata inlocuind multimea numarabila N cu 
multimi de prima categorie Baire sau de masura Lebesgue nula; in acest caz, 
multimile din ipoteza gi cele din concluzie nu mai sunt aceleasi (desi sunt de 
prima categorie sau de masura Lebesgue nula), iar demonstratiile rezultatelor 
corespunzatoare nu mai sunt elementare (cititorul poate consulta [1], [2], [3]). 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


VALORILE PROPRII ALE UNEI MATRICE 
FLORIN STANESCU) 


In aceasta lectie vom prezenta cateva rezultate din algebra matriceala 
Si apoi, ca aplicatii, vor fi rezolvate o serie de probleme. Un rol esential in 
rezolvarea acestor probleme il vor avea valorile proprii ale unei matrice. 


Definitie. Numdrul complex \ se numeste valoare proprie pentru ma- 
tricea A € M,,(C) daca existd o matrice coloand nenula X € M,,; (C) astfel 
incat AX = XX. 

Observam ca definitia de mai sus nu poate avea sens decat pentru ma- 
trice patratice. 

Matricea X € M,,1 (C) se numeste vector propriu pentru A, corespun- 
zator valorii proprii 4. 

Multimea valorilor proprii ale matricei A se numeste spectrul matricel 
A si se noteaza cu Sp(A). 

In continuare vom trece in revist% cdteva rezultate de baza, omitand 
demonstratia daca aceasta este imediata. 

Teorema 1. Dacdé A € M,(C), atunci \ € C este o valoare proprie 
pentru matricea A daca si numai daca det (A — AI,,) = 0. 

Daca A € M,(C), atunci polinomul p,(xr) = det(xI,, — A) se numeste 
polinomul caracteristic al matricei A, iar ecuatia pa(z) = 0 se numeste 
ecuatia caracteristica a matricei A. 

Pentru A € M,(C) si i1,%2,...,%% € {1,2,...,n} numere distincte 
notam dj, i,,...i, determinantul matricei obtinute din matricea A prin supri- 
marea liniilor si coloanelor cu numerele 7, 72,...,%,. Acesta este un minor 
principal de ordinul n — k al matricei A. Daca o este o permutare de gradul 
k, atunci di, jig,...,i6 = Fig¢1)sio(2) stock)" 

Teorema 2. Dacd A € M,(C), atunci 


pa(z) = 2" — Cag tio Sa (—1)"C,, 


unde C, este suma minorilor principali de ordinul k. In particular C, = trA 
tar C, = det A, deci 


pa(z) = 2" —trAc™ + 4+...+(—1)" det A. 
Astfel, dacé Sp(A) = {A1,A2,.-.,An}, atunci 


tA= Sau = Dds 3 = 3 NiA;3 aaa |S 


1<i<j<n 1<i<j<n 


Ai, ij 


Aji 85; 


De asemenea, daca A € M,, (C) verificad relatia 89+ 61r2+...+Bmx™ = 0, 
atunci orice valoare proprie a lui A satisface aceeasi relatie. 
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Pentru n = 2 ecuatia caracteristicd’ este 2? — trAr + det A = 0, iar 
pentru n = 3 ecuatia caracteristic’a este x* — trAr? + trA*x — det A = 0. 

Teorema 3. Fie \1,2,...,An valorile proprii ale matricei A € M,,(C) 
si polinomul f = apX*+a,X*—!4+...+a,_1X+a,. Atunci valorile proprii ale 
lui f(A) = ap A* + ayA*1 +... 4+a4_-1A+ agIn sunt f(A1), f(A2),---,f(An), 
iar det f(A) = f(A1)f(A2)--- f(An)- 

Teorema 4. Dacd este o valoare proprie a matricei A, atunci A* este 
o valoare proprie pentru matricea A*, iar dacd matricea A este inversabild, 
atunci A~* este o valoare proprie a matricei A~*,k > 1. 

Teorema 5. (Hamilton-Cayley) Orice matrice patraticé A € M,(C) 
este rdddcind a polinomului sdu caracteristic, adicd pa(A) = On.» 

Teorema 6. Dacdé A,B € M,(C), atunci matricele AB si BA au 
aceleasi valori proprii. 

Demonstratie. Cum A are un numir finit de valori proprii, putem 
lua un sir (L4m)m astfel incét (%m)m — 0 iar matricele Am = ZmIn + A sa 
aiba determinantul nenul. Atunci 


det(AB + AIn)= lim det(AmB + Mn) = lim _ det (Am(B + AA;')) 
= lim det(Am) det(B +A71)= lim det(B +2A=}) det(Am) 
m— oo 


= lim det ((B+AA;')Am) = lim det (BAm + AIn) 
m—>0o 
= = det(BA + AI,). 

Teorema 7. Dacdé A,B € M,(C) sunt doud matrice care comutd, 
atunct valorile proprit ale matricei A+ B sunt de formaa+t b unde a si b 
sunt valori proprit pentru matricele A, respectiv B. 

Demonstratie. Fie c € C 0 valoare proprie pentru matricea A+ B 
si Xn,1(C) 4 O un vector propriu corespunzator. Atunci (A+ B) X = cX, 
de unde AX = (cl, —B)X. Daca aj,a9,...,a@, sunt valorile proprii ale 
matricei A, atunci pentru i = 1,n avem (A — a;I,) X = ((c — aj) In — B) X. 
Mai departe 

(A mr aol) (A = ain) = (A = a2l,) ((c aag a1) eo = B) X 
= ((c — a1) In — B) (A — agIn) X 
= ((c — a1) I, — B) ((c— a2) I, — B) X 


deoarece AB = BA. Continuand ca mai sus obtinem 


(T] (A - aimn)) x = (-1)" (Te - (c - a1) In)) X 
i=1 


oe) demonstratie simpla se poate gasi gi in articolul ,,0 demonstratie elementar& pentru 
o teorema a lui Frobenius“, de Jon D. Ion, din G.M.-B nr.11-12/1987. 
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Cum Il (A — ain) = On si Xn (C) A O obtinem ca 


i=1 


det (TI (B — (c—a;) In)) = 0. 
i=1 


Astfel, exista i pentru care avem det (B — (c— a;) In) = 0, deci c — a; 
este valoare proprie a matricei B, ceea ce incheie demonstratia. 

Teorema 8. Valorile proprii ale unei matrice simetrice (o matrice care 
este egala cu transpusa ei) cu elemente reale sunt reale. 

Demonstratie. Fie A € M,,(R) astfel incdt A = A’ siX € C, X € 
M,,1(C) astfel incat AX = AX. Fie X matricea ale c4rei elemente sunt 
conjugatele elementelor matricei X. Atunci \X X = X (AX = (x A)X = 
(X°A‘)X = (AX)*X = (AX)*X = (XX). Cum XX este un numar real 


nenul, deducem A = 4, deci A € R. 


Ca aplicatii, prezentam rezolvarile unor probleme de concurs. 

Aplicatia 1. (Gheorghe Bordea) Fie matricea A € M2(C). S& se arate 
ca, pentru orice p € N*, det(A? + Iz) = det?(A) + tr(A?) + 1. 

Solutie. Fie 41, A2 € C valorile proprii ale matricei A. Pentru f = X?+1 
avem det(A?+ Io) = f(A1) f(A2) = (APF L)(AS41) = (AtA2)? + (AP +49) +1 = 
= det?(A) + tr(A?) +1. 

Aplicatia 2. (Traian Tdémdian) Se considera matricea A € Mo(C) cu 
det(A) = 1. S& se arate c& det(A? + Ig) + det(A? + 2A — In) = 8. 

Solutie. Consideram 1, A2 € C valorile proprii ale matricei A. Deoarece 
det A = 1 rezult& c& AyA2 = 1. Ludnd f = X24+1 si g = X?+2X —1 obtinem 
det(A*+Ip)+det(A?+2A—I2) = f(A1) f(A2) +91) 9(A2) = AT+D(A9+1)+ 
(A? +2A1 _ 1)(AZ +22 — 1) = 2NF NZ +-24+4A3A9+ 2A A0(A1 +2) —2(Ai +A2) = 
8 + 2(A1 + A2) — 2(A1 + Ag) = 8. 

Aplicatia 3. (Daniel Jinga) Fie A € M2(R) cu det A = d ¥ 0 astfel 
incat det (A + dA*) = 0. Sa se arate ca det (A — dA*) = 4. 

Solutie. Dac&a notam 1, Ag € C valorile proprii ale matricei A, ipoteza 
det (A + dA*) = 0 implic& 0 = det (A + d?A~!) = det A~' det (A? + d*I2) = 
det A~1 (Aj + d?) (A3 + d?) , de unde \1 = id gi Ag = —id. Pe de alta parte, 
din d = A 2 reiese d = AjA2 = id - (—id) == d?, deci d = 1, Ay = 2, A2q = —1. 
Astfel avem det (A — dA*) = det (A — d?A~!) = det A~! det (A? — d?- In) = 
* (x3 — d®) (a3 — d2) = (-1-1)(-1-1) =4. 

Aplicatia 4. (Dan Nedeianu) Fie x > 0 un numar real si A € M2(R) 
astfel incat det(A? + zJ2) = 0. Demonstrati c& det(A? + A+ x12) =z. 

Solutie. Dac& A1,A2 € C sunt valorile proprii ale matricei A, din 
det(A? + zJIy) = 0 obtinem (A? + x)(AZ + x) = 0. Cum z > 0 gi polinomul 
caracteristic al matricei A are coeficientii reali rezult& Ay = i,/2, Ao = —t/2. 
In final, det (A? + A+2lp) = (-2 +i/z+2)(-2 -iVe+a2) =—-Px =z. 
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Aplicatia 5. (Dan Nedeianu) Fie matricea A € M2 (R). Sa se arate 
c& det (A? + A+ Ip) > : (1 — det A)’. 

Solutie. Consideram 1,2 € C valorile proprii ale matricei A. Avem 
succesiv det (A? + A+ Iz) > : (1 — det A)* <= (A? +. A1 +1) (43 4+224+1) > 


3 
ri (1 — det A)? = (AyAq)? + AAg (Ar + Az) + (Ar + Az)? — 2A1A2 + Ad A2 +A + 


ho +1> (1 — det A)? = det? A+ det A-trA+ (trA)* —detA+trA+1> 


; — ede A+ = det? A. «> (det A + 2trA + 1)” > 0, ceea ce evident. 

Aplicatia 6. (Radu Gologan) Fie numerele reale a,b cu b — a? > 0. 
Aflati toate matricele A € M2 (R) astfel incat det (A? — 2aA + blz) = 0. 

Solutie. Daca 41,A2 € C sunt valorile proprii ale matricei A, atunci 
(A? — 2ad + bl2) (AZ — 2aA2q + bI2) = 0. Din b — a? > 0 rezulté A, € C\R 
sau Ag € C\R si, cum ;,A2 sunt radacini ale polinomului caracteristic al 
matricei A € M2(R), obtinem \1 = Ag. Astfel Ay = a+ iVb— a’, r»» = 
a —ivb—a?*, de unde rezult& trA = A, + Ag = 2a si det A = AyA2q = D. In 
final A = (a2 ies ae PPA ryEeR, y #0. 

Aplicatia 7. (Mihail Bdlund) Fie A € M2 (C) astfel incdét matricele A 
si A? s& aib& toate elementele de pe diagonala principald nule. S& se arate 
ca, daca |det A] < 1, atunci det(I3 + A”) #0,Vn € N*. 

Solutie. Fie \1, A2, 3 valorile proprii ale matricei A. Cum trA = trA* = 
0 obtinem A; + A2+A3 = mG + r3 +2 = 0, de unde rezult& c& AyA2 + A2A3 + 
A3A1 = 0, iar polinomul carcteristic devine X? + (AyA2 + A2A3 + AZA1) X — 
det A = X3— det A. In continuare 4} — det A = 0,i = 1,2,3 > |A3| = 
|\det A] < 1,4 = 1,2,3 => |A;| < 1,4 = 1,2,3. Daca exista n € N* astfel incat 
0 = det(I3 +A”) = (1+AT)(1+A9)(1+A9), atunci existd i € {1, 2,3} pentru 
care 1+ A? = 0 si rezulta |A;| = 1, in contradictie cu |\;| < 1,1 = 1,2, 3. 

Aplicatia 8. (Gheorghe Bordea) Fie A € M3(C) o matrice inversabila. 
S& se arate ci dac’i A’ A~! = B, atunci det(J3 + B) = 2(1+trB) si det(J3 + 
B*) = 2(1+trB?). 

Solutie. Din enunt avem det B = det(A*A~!) = 1. Considerim polino- 
mul carecteristic al matricei B = A'A™!, f(x) = det(rI3— B) = 2°—-trBa?+ 
trB*x—1. Dar f(1) = det(I3—B) = det(I3—A'A~!) = det A“! det(A—A!) = 
0 (deoarece det(A — A’) = 0 pentru n impar). Rezulta 1 — trB +trB* —1= 
0 => trB = trB*. Daca 1,A2,A3 € C sunt valorile proprii ale matricei 
B, obtinem Aj + Ao + Ag = AzA2 + A2A3 + AZA1. Cum det B = 1, rezulta 
A, A2A3 = 1. Deducem 

e det(J3 + B) = (1+ Ai)(1 + A2)(1 +A3) =1+A,+Agq+ Az + AiAg + 
A2A3 + A3A1 + A1A2A3 = 1+ A1 + A2 +A3 4+ A1 + A2 +A3 + 1 = 2(1 + trB); 
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e det(I3+B?) =1+)?4+2 a+ Ag+ ATAZ TARAS +AGAT +ADNAS = 2+ Aq + 
NZ +AZ + (Ar +A2+Az)? ON On +A2+Ag3) = ZAP HAZ +AZ+AZ+AZ+ 
NG-+20 at ada tod) 2(A1, +A2+A3) = 2+2A? +222 +22 = = 2(14trB?). 

Aplicatia 9. Dac’ A,B € M3(C) sunt dou’ matrice astfel incat 
(AB — BA) (AB — BA — I3) = O3, demonstrati ci AB = BA. 

Solutie. Cum tr(AB — BA) = 0, din teorema Hamilton-Cayley obti- 
nem (AB — BA)* + a(AB — BA) — det (AB — BA) - I3 = 03, aE R. Fie 
Ai, A2, A3 € C valorile proprii ale matricei AB— BA. Folosind (AB — BA)* = 
AB — BA rezulta tr (AB — BA)” = 0, deci 4? + 42 + 42 = 0. Cum A} +: A24+ 
\3 = 0, obtinem a = Adz + AAs + AzgA1 = 0, de unde (AB — BA)® = 
det (AB — BA)-I3. Pe de alta parte, tot din (AB — BA)? = AB- BA, avem 
(AB — BA)® = (AB — BA)? = AB — BA, ceea ce implica tr (AB — BA)° = 
0. Folosind relatia (AB — BA)* = det (AB — BA) - Iz rezult& succesiv 0 = 
tr (AB — BA)® = 3det (AB — BA), det (AB — BA) = 0, (AB — BA) = Oz, 
iar din O3 = (AB — BA)? = AB — BA obtinem imediat concluzia. 

Aplicatia 10. Daci A € M, (R) este o matrice simetrici, demonstrati 
c& det (A + 4) = 4,/det(A? + I4) dac& si numai daca A = I. 

Solutie. Dac& d;,i1 = 1,4 sunt valorile proprii ale matricei A, atunci ele 
sunt reale, deoarece matricea A este simetrica. Relatia din enunt se scrie sub 
forma det?(A+I4) = 16 det(A? +4), de unde (Ay +1)?(Ag +1)?(A3 +.1)?(Aqt+ 
1)? = 16(A? +. 1)(A2 + 1)(A2 +:1)(A2 +1). Dar (Aj + 1)? < 2(A? +1), 1 = 1,4, 
egalitatea avand loc dac& \; = 1,1 = 1,4. Inmultind cele patru inegalitati 
avem (Ay +1)?(Ag+1)?(A3+1)?(A4+1)? < 16(A2 +1) (AZ +.1)(AZ +1) (AZ +1) cu 
egalitate pentru \1 = Az = A3 = X4 = 1. In acest caz det (A — xI4) = (x—-1)*, 
iar din teorema Hamilton-Cayley obtinem (A — I4)* = 04. 

Mai departe observam ca, dacé X € M4(C) este o matrice simetrica 
astfel incat X2 = O4, atunci X = O4. Intr-adevar, elementele de pe diagonala 
principala a lui X? sunt sume de patrate ale elementelor lui X si, cum acestea 
sunt numere reale, reiese X = O,. Folosind aceasta observatie deducem 
(A = I4)? = O4, apol A— I, = O4. 

Aplicatia 11. (Alin Gdldtan) Fie A € M, (R). Dac&i AA = In, aratati 
ca |trA| <n. 

Solutie. Fie X € C o valoare proprie a matricei A. Atunci exista o 
matrice coloana nenuld X € My; (C) astfel incat AX = AX. Rezult&é X*A* = 
Xt, de unde XtAt = d Xt, apoi XtAAX = AXA XX, deci a = |A|* a, cu 
X*X =a> 0. Obtinem |A|* = 1 si |trA| = p Akl < > |Ax| =n. 

k=1 k=1 

Aplicatia 12. (Florentina Boboc, Dumitru Bugneag) Fie n € N, n > 2 

si fie A,B,C € M,,(C) trei matrice care comutd dou’ cdte dou’ si A? = 


B1999 — C1999 — CG, SK se demonstreze c& matricea J, + A? + B? + C? este 
inversabila. 
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Solutie. Fie a;,b;,c;, i = 1,n valorile proprii ale matricelor A, B, res- 
pectiv C. Deoarece Al? = B1999 C1999 — O,, avem a] = ag =... = 
Qn = b) = bo = =b, =c] =) =...=c, = 0. Acum, folosind teorema 6 
obtinem ca valonle proprii ale matricei A+ B?+C? sunt de forma a?+b? +c? 
unde a € {a1,a9,...,4n}, 0 € {b1,b2,..-,bn}, c € {c1,C2,.--,Cn}, deci a* + 
b? +c? = 0. Rezulta& det (I, + A? + B?+C?) = J] (1+a?+0?+c’) =1, 
astfel matricea I,, + A? + B? + C? este inversabila. 

Aplicatia 13. (Mihaly Bencze) Fie matricea A € M, (Q) cu pro 
prietatea det (A+ %/2I,,) = 0. S& se demonstreze relatia det (A—In) = 
det A+ (det(A+TJ,))”. 

Solutie. Considerém polinoamele P(x) = det(A+2I,) € Q|{z] si 
R(x) = 2" —-2 € Q[z]. Dacia P(x) si R(x) sunt prime intre ele in Q[z], 
atunci existé S(x),T (xr) € Q(z) astfel incét S(xr) P(x) + T(r) R(x) = 
1,Vz € R, iar pentru x = 2 obtinem 0 = 1, contradictie. Astfel, P (zx) 
si Q(x) nu sunt prime intre ele in Q[z]. Deoarece R(x) este ireductibil 
in Q(z], rei ) = grad R(x) si coeficientii dominanti sunt egali rezulta 
P(x) = R(a), deci det(A+aI,) = x" —2,Vx € Q. Astfel det A = —2, 
det (A+JI,) = —1, det(A—TJ,) = (—1)" — 2, iar de aici urmeaza imediat 
concluzia. 

Aplicatia 14. Fie A,B € M, (C) douad matrice astfel incat A? — B? = 
2(AB — BA). Demonstrati ci (AB — BA)” = On. 

Solutie. FieX = A+BsiY = A—B. Rezulta2A = X+Y,2B=X-Y, 
iar relatia din enunt devine (X + Y)? — (X —Y)* = 2(X + Y)(X —Y) - 
2(X —Y)(X + Y), de unde YX = 3XY. 

Fie Ay, A2,.--,An valorile proprii ale matricei XY. Deoarece YX are 
aceleagi valori proprii, rezulta {A1,A2,...,An} = {3A1,3A2,...,3An}, deci 
Sp(XY) = {0}. Cum XY = (A+ B)(A-— B) = A? — B* - (AB — BA) = 
AB — BA, din teorema Hamilton-Cayley obtinem (AB — BA)” = On. 

Aplicatia 15. (Marius Cavachi) Fie A,B € M, (R) cu proprietatea 
1+V5\" 

2 


ci, B* = I, si A*7 = AB + I,. S& se demonstreze c& det A < 


Solutie. Folosind A? = AB + I, obtinem succesiv A(A—B) = In, 
A-B= A", (A-B)A=TI,, A* = BA+I,, AB = BA. Acum, din 
A* = AB+], reiese A* = A*B?+2AB+I,, deci A*—3A2+1,, = On. Dacd 
A € C este o valoare proprie pentru matricea A, atunci ea verificda ecuatia 


1+V7¥5 1475 V5-1 V5-1 


Zo 


z+ — 327 +1 = 0, de unde X € 


pie ae 


In final, daca A, A2,.-.,An sunt valorile proprii ale matricei 


A, atunci avem det A < |det A| = Tl Axl < ( | 
k=1 
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Observatie. Cum valorile proprii ale matricei B sunt —1 sau 1, cu 


1 V5 n 3 J5 n 
ajutorul teoremei 7 obtinem det (A+B) < | 1+ -; = + : 


Aplicatia 16. (Cristinel Mortici) Fie A € M,(C) o matrice de rang 
1. Aratati ci det(AI, + A) = A" + A”! trA, pentru orice numar complex 4. 
Solutie. Deoarece rangA = 1, din teorema 2, polinomul caracteris- 


tic al matricei A are forma pa(z) = x2” — trAz”"!, iar dac& X41, A2,...,An 
sunt valorile proprii ale matricei A, atunci Aj = Ag = ... = An-1 = 0, 
An = trA. Astfel avem det(AJ, + A) = (A + A1)(A + A2) + --- (A HAn) = 


(A +0)(A+0)-...°(A+0)(A 4 tr4) = A7 4 ATA. 

Observatie. Deducem asemanator si det(AI, + A*) = (A+A*)(A + AB) - 
2 (AFAE) = (A+0)(A+0)-...-(A +0) (A+ tr* A) = A741 rk A, k > 1. 

Aplicatia 17. (Marius Dddérlat) Fie matricele A, X € M,(R), astfel 
incét rangX = 1. SA se arate c& det(A + X)det(A — X) < (det A)?. 

Solutie. Cu un rationament ca la teorema 7, putem presupune ca A este 
inversabili’. Atunci det(A+X)det(A—X) = det* Adet(I, + A~!X) det (I, — 
A-!X). Cum rang A~!X = rang X = 1, polinomul caracteristic al matricei 
A-lX are forma p4-1x(z) = 2” — trA7!X - x"—1, iar dac& 1, A2,..-,An 
sunt valorile proprii ale matricei A, atunci Aj = Ag =... = An—-1 = 0, An = 
trA-lX. Astfel, det(A + X)det(A — X) = det? Adet(I, + A7!X) det(In — 
A~1X) = det* A(1+0)...(1+0)(1+trA-!X)(1—0)...(1—0)(1-—trA1X) = 
det? A — det? A(trA-1X)? < det? A. 

Aplicatia 18. Fie n > 3 un numar natural impar si matricele A, B € 
M,,(Z) astfel incét det(A) # 0 si rangB = 1. Sa se arate c& urmatoarele 
afirmatii sunt echivalente: 

i) det A = trB € {-1,1}; 

ii) det(A* + BA~*) — det(A* — A7!B) = 2. 

Solutie. Deoarece rangB = 1, din teorema 2 obtinem ca ecuatia carac- 


teristic a matricei B are forma x” — tr(B)z"~1 = 0, iar dac& Aj, A2,---,An 
sunt valorile proprii ale matricei B avem Ay = Ag =... = An-1 = O81 
An = trB. Notand det A = a, putem scrie det(A* + BA~!) = det(A*A + 


1 1 1 
B) det A~! = 7 det (aln + B)= 5 a + O)(a@ + 0) -...:(a+trB) = AO + 
a”—ltr(B)) = a”! + a"~*tr(B). Analog se obtine c& det(A* — A7'B) = 
a®-! _ g”-trB. Astfel avem det(A* + BA7!) — det(A* —- AB) =2 6 
a1 + a?-*trB — (a*—“! — a” *trB) = 2 6 a" *trB =1edetA=a= 
trB € {—1,1}, deoarece n este impar. 
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FOLOSIREA PRINCIPIULUI CUTIEI IN UNELE 
PROBLEME DE DIVIZIBILITATE 
CATALIN CRISTEA) 


Exista probleme de matematica a caror rezolvare necesita un rationa- 
ment bazat pe imaginatie si ingeniozitate. Un exemplu de astfel de probleme 
sunt cele care se rezolva cu principiul lui Dirichlet, numit si principiul cuttei. 
Acest principiu se enunta astfel: 


Daca n obiecte se repartizeaza in m cutii sin>m, atunci ezista cel putin 
o cutie care contine mai mult decat un obtiect. 


La a 65-a Olimpiada Nationala de Matematica, Sibiu 2014, a fost pro- 
pusa la clasa a 5-a urmatoarea 

Problema. Aratati ci exista un multiplu al numarului 2013 care se 
termina in 2014. 

Solutie. Consideram numerele n; = 2014, ng = 20142014, 

nz = 201420142014, ...,na914 = 20142014... 2014. 

2014 orl 

Conform principiului cutiei, exista cel putin doua dintre cele 2014 nu- 
mere care dau acelasi rest la impartirea cu 2013, deci diferenta lor se divide 
cu 2013. Fie aceste numere nj,nj;,7 > j,1,7 € {1,2,...,2014}. Obtinem 


ni — n; = 20142014... 201400...0 = 10% n, 
Cay see” Ne eae 
(i—j) Or 4j OFl 

unde n se termina cu 2014. Cum orice putere a lui 10 este relativ prima cu 
2013, rezulta ca n se divide cu 2013. 

Observatie. 2013-5078 = 10222014, deci un multiplu al numarului 2013 
care se termina in 2014 este gi numarul 10222014. In plus, se poate arata ca 
acesta este cel mai mic multiplu al lui 2013 care se termina cu 2014. 


Iata cateva probleme asemanatoare cu cea prezentata mai sus. 


1) Profesor, Colegiul National Pedagogic ,,Stefan Velovan“, Craiova. 
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1. ({3]) S& se arate c& orice numar natural prim cu 10 admite un 
multiplu care se scrie folosind numai cifra 3. 
Solufie. Fie n € N cu (n, 10) = 1. Considerém numerele 


3, 33, 333, ..., 333...3. 
Se ee, 
(n+1) 


Conform principiului cutiei, exista printre acestea cel putin doua care 
dau acelasi rest la impartirea cu n. Evident n divide diferenta acestor numere, 
care este de forma 33...3-10*. Cum (n, 10*) = 1, rezulta ca n | 333...3. 

Observatie. Daca in locul numerelor 3, 33, 333,... am fi considerat nu- 
merele 1,11,111,..., folosind exact acelasi rationament, am fi obtinut ca n 
admite un multiplu care se scrie folosind numai cifra 1. Daca n | A atunci 
n|aA, Va € N. Prin urmare n va avea un multiplu care se scrie folosind 
numai cifra a, pentru orice a € {1,2,...,9}. 

9, Sa se arate ca pentru orice numar natural exista un multiplu nenul 
al lui scris numai cu cifrele 0 si 1. 

Solutie. Fie n un numar natural. Consideram multimea formata din 
(n + 1) numere 

1 bd TH, caxs. Sek. 
de n+1 ori 

Printre ele exista cel putin doua care prin impartirea la n sa dea acelasi 
rest. Atunci diferenta lor se divide cu n si, mai mult, se scrie numai cu 
ajutorul cifrelor 0 si 1. 

Observatie. Din problema precedenta reiese si ci, daca a este o cifra 
oarecare, atunci n are un multiplu scris numai cu cifrele 0 si a: Inmultim cu 
aun multiplu al lui n care este scris numai cu cifrele 0 si 1. 

3, Se considera o multime C’ de cifre care contine si cifra 0. Sa se arate 
ca exista un multiplu al lui numarului natural n care este format din toate 
cifrele din C’. 

Solutie. Daca C' = {0}, luam n = 0. 

In caz contrar, fieC = {c1,C2,...,Ck,0},1 < k < 9. Construim numarul 
N = cjC2...c,0 gi apoi sirul de numere 


HN, CoS NN, 26i4 Se = NN 
de n+1 ori N 


Resturile r; ale impartirii lui z;, 1 < 1 <n+41, la n sunt numere din 
multimea {0,1,...,2 — 1}. Deoarece avem n+ 1 numere gi n resturi posibile, 
conform principiului cutiei, doua resturi r; si rj, i < j, sunt egale. Daca 
scadem numerele corespunzatoare x; — z;, vom obtine un numar care prin 
impartire la n da restul 0 si care reprezinta solutia problemei. 

4, Se considera doud numere naturale n si m. Sa se demonstreze ca 
exist& doud numere naturale distincte p si q astfel incat m?—m/ sa fie divizibil 
cu n. 
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Solutie. Consideram numerele m°,m!,...,m”, in total n + 1 numere. 


Resturile impartirii acestor numere la n sunt din multimea {0,1,2,..., — 1}. 
Exista in total n resturi distincte care sunt generate de n + 1 numere, deci, 
conform principiului cutiei, existaé doua numere distincte m? si m? care dau 
acelasi rest la impartirea prin n, caz in care m? — m? este divizibil prin n. 

5. Si se arate ci, daca’ a si b sunt numere relativ prime, atunci exista 
numarul natural n astfel incaét a” — 1 se divide prin b. 

Solutie. Deoarece a, b sunt numere relativ prime, niciunul din numerele 
a,a?,...,a® nu se divide prin b. De aceea, resturile impartirii acestor numere 
la b sunt din multimea {1,2,...,6—1}. Din principiul cutiei rezulta ca exista 
k,le N*,1<1<k <b, astfel incat a* si a’ s& dea acelasi rest la impartirea 
prin b. In acest caz ak — a! se divide prin b, adica a! Ce — 1) se divide prin 
b. Cum a! nu se divide prin b, rezult& ci a*—! — 1 se divide prin b. Luim 
n = k —lsi problema este rezolvata. 
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EXAMENE SI CONCURSURI 


A 55-A OLIMPIADA INTERNATIONALA DE 
MATEMATICA 


prezentare de MIHAIL BALUNA!), BOGDAN ENESCU2) si RADU GOLOGAN?®) 


In perioada 3-13 iulie 2014 s-a desfasurat la Cape Town, Africa de Sud, 
cea de-a 55—a Olimpiada Internationala de Matematica. 

Romania a fost reprezentata de o echipa formata din elevii Joan 
Laurentiu Ploscaru, clasa a X-a, Colegiul National ,,Alexandru Lahovary “ 
— Ramnicu VAalcea, precum si Teodor Andrei Andronache, clasa a X-a, Si- 
mona Diaconu, Stefan Spdtaru, clasa a XIJ-a, Paul-Gabriel Musca si Andrei 
Bud, clasa a XII-a, Liceul International de Informatica — Bucuresti. 

Rezultatul elevilor romani poate fi considerat foarte bun: Stefan a fost 
medaliat cu aur, ceilalti au obtinut medalii de argint, iar in clasamentul 
(neoficial) pe tari Romania a ocupat locul 11-12. 


1) Profesor, Colegiul National ,,Mihai Viteazul“, Bucuresti. 
2) Profesor, Colegiul National ,,Bogdan Petriceicu Hasdeu“, Buzau. 
3) Prof. univ. dr., Universitatea Politehnica Bucuresti. 
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Problema 2. Fie n > 2 un numéar intreg. Consideram o tabla de 


Jatt acd we ee lh Se ce ee ee aks SeexBasules « OR eed ect, chew on, Eee cle 
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Simona arataé cum se poate dovedi formal c& aceasta agezare nu are 
niciun patrat p x p liber. Ea observa ca, daca privim tabla ca pe o matrice 
p* x p’ si notam (7,7) patratul de pe linia 7 si coloana 7, atunci turnurile sunt 
asezate in pozitiile (7 + p(t —1),i+p(j —1)), 1 <i,7 < p. Astfel, pentru 
a arata ca orice patrat p x p contine un turn, este suficient sa aratam ca 
sistemul 7 + p(t — 1) = a, i+ p(j — 1) = b are solutie pentru cel putin un 
punct (a,b) din acest patrat. Prin calcul, solutia sistemului este 


,_pa-b+p'—-p ._ ph-at+p*—p 
— p2 _ 1 ’ J ~~ p2 - 1 

si trebuie sa aratam ca, pentru a, b convenabile, i, 7 sunt intregi si 1 < 1,7 < p. 

Din pa—b+p*-p>p-—p?+p?—-p=O0si pa—b+p*—p < 
p> —1+4+ p? — p= (p+ 1)(p* — 1) deducem ci, daca i, 7 sunt intregi, a doua 
conditie este indeplinita. De asemenea, din prima ecuatie reiese ca daca 2 
este intreg atunci 7 este intreg, deci este suficient s& ne asiguram ca 7 este 
intreg. 

Pentru a obtine 7 intreg observam ca, daca (a,b) si (a’, b’) sunt puncte 
dintr-un patrat p x p, atunci 


(pa — b) — (pa’ — b')| < |p(a—a’)| + |b-0'| < p(p—1)+p—-1=p* 1, 


cu egalitate doar in cazul a — a’ = +(p—1), b—b' = F(p-—1). Aceasta 
arata c&, atunci cand (a,b) parcurge cele p* — 1 puncte din p&tratul p x p din 
care am eliminat coltul din dreapta-sus, numerele pa — b sunt distincte doua 
cdte doud mod (p? — 1), deci exist& o alegere a punctului (a,b) pentru care 
pa — b+ p* — peste divizibil cu p? — 1. 


Problema 3. Patrulaterul convex ABCD are ABC = «CDA = 90°. 
Punctul H este piciorul perpendicularei din A pe BD. Punctele S si T' se 
aflé pe laturile (AB), respectiv (AD), astfel incat H se afla in interiorul 
triunghiului SCT si <CHS — xCSB = 90°, xTHC — x<DTC = 90°. 

Demonstrati ca dreapta BD este tangenta la cercul circumscris triun- 
ghiului 7'SH. 


Solutie. Singurul elev roman care a rezolvat problema a fost Stefan. El 
incepe considerand S$’, al doilea punct de intersectie dintre dreapta AB si 
cercul C;, circumscris triunghiului HC’S. In acest cerc, avem 


arc(SS’C) = 24CHS, arc (S’C) = 24CSB, 


si, folosind egalitatea din ipotez&, deducem c& arc(SS’) = 180°, deci SS’ este 
diametru in cercul HC'S. In mod similar definim punctul T’ € AD, iar TT’ 
este diametru in cercul C2, circumscris triunghiului HCT’. 

Sa observam ca punctele Hp, Cg - simetricele punctelor H,C' fata de 
AB, se afla pe C;. Definite analog, Hp, Cp se afla pe Co. 

Sa consideram transformarea planului ® = so J, unde s este simetria 
fata de bisectoarea unghiului A, iar J este inversiunea de centru A gi raport 
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p = VAB.- AD. Evident, ® o © este identitatea. Pentru un punct oarecare 
X, vom nota J (X) = X*. Au loc urmatoarele egalitati: 


a) ®(B) = D (si, desigur, ® (D) = B). 

Intr-adevar, B* se afla pe semidreapta (AB astfel ca AB*- AB = 0? = 
AB - AD, deci AB* = AD; evident s (B*) = D. 

b) ®(C) = H. 

Imaginea prin J a cercului ABC'D este dreapta B* D*, iar s (B*D*) = 
DB, deci ® (C) se afla pe BD. Pe de alta parte, AC si AH sunt izogonale in 
triunghiul ABD (in orice triunghi, inaltimea dusa dintr-un varf si diametrul 
care trece prin acelasi varf sunt izogonale - argument care va mai fi folosit la 
sfarsitul demonstratiei), iar C* se afla pe AC. Deducem ca ®(C) se afla si 
pe AH, deci coincide cu H. 

c) ® (Hp) = Cp, ® (Hp) = CB. 

Avem AHg = AH, deci A® (Hg) = A®(H) = AC. De asemenea, 


AAHBB cs AAB* Hp = AAD® (Hp) ‘ 


Cum <AHBB = 90°, deducem c& ¢AD® (Hp) = 90° si, cum A® (H) = 
AC, rezulta © (Hg) = Cp. Analog obtinem ® (Hp) = Cg. 

d) ®(S)=T', ®@(T)=S". 

Din c) deducem ca ®(C;) = Co, iar ® (C2) = C;. Cum ®(AB) = AD, 
rezulta ci ®({S,S"}) = {T,T’}. Dacd am avea ®(S) = T, atunci AS - 
AT = AB. AD, imposibil, caci triunghiul CST contine punctul H. Rezulta 
®(S) =T’ si, analog, ®(T) = S’. 

Din d) urmeaza ci AS - AT’ = AT - AS’, deci 

AS _ AT 
AS!’ AT” 
deci ST si S’T”’ sunt paralele, si, dacié O; si Oz sunt centrele cercurilor C, si 


C2, avem ST||S'T"||O,O2. Evident, HC (axa radical& a cercurilor C; si C2) 
este perpendiculara pe O,QO2, asadar ST si HC sunt perpendiculare. 
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In fine, si observim ca punctele S si T sunt conjugate izogonal fat& de 
triunghiul AHC. Avem evident xSAH = «CAT. Apoi, xHCS = x ACT, 
deoarece din asemanarea triunghiurilor ACT si AT*C* = AS’H deducem 
XACT = <AS'H = <SS'H, iar xHCS = <xSS'H, deoarece subintind 
acelagi arc in Ci; rezulta ci HS si HT sunt izogonale in triunghiul AHC, 
deci HC si HA sunt izogonale in triunghiul HST. 

Fie O centrul cercului HST. Cum HC e inaltime in HST, HO si HC 
sunt izogonale, asadar O se afla pe HA. Deducem ca BD e perpendiculara 
pe HO, adica este tangenta la cercul circumscris triunghiului HST. 


Problema 4. Punctele P si Q se afli pe latura (BC) a triunghiu- 
lui ascutitunghic ABC, astfel incadt «PAB = xBCA si xCAQ = xABC. 
Punctele M gi N se afla pe dreptele AP, respectiv AQ, astfel incat P este 
mijlocul lui (AM) si Q este mijlocul lui (AN). Demonstrati ca dreptele BM 
si C'N se intersecteaza pe cercul circumscris triunghiului ABC. 


Solutie. Problema a primit extrem de multe solutii, cea mai mare parte 
a celor sintetice date de elevii romani fiind similara cu cea prezentata mai 
jos. 

Sa notam cu R punctul de intersectie al dreptelor BM si C'N, cu By, 
respectiv Cj , mijloacele laturilor AB gi AC’ si cu Ry, intersectia dreptelor 
B,P si CiQ. Atunci patrulaterul AB, RC, este corespondentul lui ABRC 
prin omotetia de centru A gi raport 1/2. Va fi deci suficient sé demonstram 
ca AB,R,C; este inscriptibil. Din ipoteza triunghiurile ABP si CAQ sunt 
asemenea (doua perechi de unghiuri congruente) si, cum segmentele PB), 
respectiv QC, sunt mediane in aceste triunghiuri, rezulté c& unghiul din- 
tre vectorii OC; si PB, este egal cu cel dintre CA si AB. Astfel unghiul 
<B,R,C; este suplementul lui A, ceea ce incheie demonstratia. 

Toti elevii romani au obtinut punctaj maxim la aceasta problema. 


| 
Problema 5. Banca ,,Cape Town” emite monede cu valoarea —, oricare 


n 
ar fi numarul intreg strict pozitiv n. Dandu-se o colectie finita de astfel de 
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monede (nu neaparat de valori diferite), avand valoarea totala cel mult 99+ -, 
demonstrati ca este posibil sé impartim aceasta colectie in cel mult 100 de 
grupe, astfel incat fiecare grupa sa aiba valoarea totala cel mult 1. 

Solutie. Teodor si Stefan au dat o solutie asemanatoare cu cea oficiala. 


Aceasta incepe prin a observa ca, daca exista k monede de valoare —, k € N*, 
atunci ele pot fi puse impreuna intr-o grupa de valoare 1. De asemenea, daca 


avem doua monede de valoare —, k € N*, atunci ele pot fi inlocuite cu o 


2k 
moneda de valoare —. Astfel problema se reduce la a dovedi ca daca avem 


k 


1 ; 
monede cu valoare totala n — ria € N*, iar pentru orice k € N* avem cel 


1 1 
mult 2k — 2 monede de valoare | si cel mult o moneda de valoare OR’ 
atunci acestea se pot pune in n grupe iar fiecare grupa sa aiba valoarea totala 
cel mult 1. 


Ideea cheie este sé punem la inceput in grupa i, 1 < i < n, monedele 


de valoare 


si de valoare F (daca acestea exista). Aceasta agezare este 


posibila, deoarece valoarea monedelor din grupa 7 este cel mult 


2-2 1  22%-2 1 , 
%—-1' 2 ~2%-1'R-1~ 
Mai departe plasém eventualele monede ramase, intr-o ordine oarecare, in 
grupa 1 pana cand nu mai este loc, apoi in grupa 2 pana cand nu mai este 
loc, etc. 

S& presupunem ca in urma acestei grupari mai raman monede si sa 


notam — valoarea primei monede care nu incape in grupa 7, 1 <i < n. 
ay 


, ; . ; , : 1 
Atunci suma s; a valorilor monedelor din grupa i este mai mare decat 1 — —, 
i 
deci 


1 1 1 1 
NmN—-~>8,+S9+...+8, >1-—-—+1-—-—4+...4+1-—, 
2 Qj a2 Qn 


1 1 1 1 1 
de unde — —+— es + a > 5° Notand a = mina; rezulta ls > 5 ceea ce 
a 
implica a 2 2n — ae in sgantiliet cu faptul ca toate monedele de valoare cel 
mult 2n — 1 au fost deja plasate. 


Problema 6. Spunem c&4 o multime de drepte din plan este in pozitie 
generala daca ea nu contine nicio pereche de drepte paralele si niciun triplet 
de drepte concurente. O multime finita D de drepte in pozitie generala impar- 
te planul in regiuni, unele avand arie finita; le vom numi pe acestea regiunile 
finite ale lui D. Demonstrati ca, pentru orice n suficient de mare, in orice 
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multime de n drepte in pozitie generala putem colora cel putin vn dintre 


eo piety ees ee WW ~ Af VT A Aa wea. : °1 a | a ne “1v 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN G.M.-B nr. 5/2014 O17 


Revenind la rezolvarea problemei, lema si consideratiile ce o preced 
implic&é n — k < 2C? (sunt C? puncte albastre), ceea ce este echivalent cu 
k2 > n. 


Exista multe variante pentru solutia acestei probleme, unele imbunata- 
tind evaluarea. Po-Shen Loh, leaderul SUA si matematician la Carnegie Mel- 
lon University, a prezentat in cadrul unei conferinte organizate la Cape Town 
pentru participantii la OIM o solutie probabilista ce duce, pentru n suficient 
de mare, la un numar minim de drepte de ordin cVn Inn, cu c constanta (vezi: 
http: //www.mit .edu/~evanchen/handouts/ProbabilisticMethod/Proba 
bilisticMethod. pdf 


Elevii nostri au incercat diverse metode de abordare a problemei, bazati 
fiind pe rezultate cunoscute de combinatorica a planului. De exemplu, au 
incercat sa arate existenta unor poligoane convexe in numar mare, ceea ce nu 
este posibil. Singurul care a obtinut puncte la acesta problema a fost Paul 
Musca. El a folosit abordarea probabilista obtinand o evaluare de tipul c/n 
cu c < 1, pentru care s-au acordat 2 puncte. 


PROBLEME 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA 
Nr. 6/2014 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU 
Clasa a V-a 
E:14653. Determinati cifrele nenule x, y $i z stiind cd 
ty +az+7m+yet+e=141. 
Daciana Lovin, Braila 


Solutie. Folosind scrierea zecimala avem 227 + 12y + 11lz = 141 sau 227 + 
+1ly+11z=141—y. Din ultima relatie deducem ca 141 — y trebuie sa fie multiplu 
al lui 11. Dar y este cifra nenula si atunci 132 < 141 — y < 140. Obtinem astfel 
141 — y = 132, de unde y = 9. Cu aceasta, relatia initiala devine 2x + z = 3, de 
unde x = z= 1. 


E:14654. Determinati numdrul natural n de patru cifre care are proprietatea 
cd, daca ti elimindm cifra sutelor, din numdarul rezultat scddem 2, apoi diferenta 
obtinutad o inmultim cu 19 si noul rezultat il ¢mpdrtim la 2, obtinem n. 

Petru Todor, Sebes, Alba 


Solutie. Dac& n = abcd avem abcd = ((acd — 2) -19) : 2 sau 2- abcd = 
= (acd — 2)-19. De aici putem scrie 2(1000a + 100b + cd) = 19(100a + cd — 2), 
de unde obtinem 100(a + 2b) = 17-cd — 38. De aici deducem c& ultima cifr& a lui 
17-cd—38 trebuie sa fie 0 si atunci d = 4. Cu aceasta avem 100(a+2b) = 170c+68—38 
sau 100(a + 2b) = 170c + 30, de unde 10(a + 2b) = 17¢c + 3. Cum ultima cifrd a lui 
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17c +3 trebuie sa fie 0, obtinem c = 1 gi de aici a+ 2b = 2. Deoarece a # 0 obtinem 
a=2sib=0. Rezulta n = 2014. 


E:14655. Nicu are 100 de bile, albe sau negre. Dorind sé aibé numai bile 
albe, el face schimb cu prietenul sdu Miticd. Acesta oferé o bilé albaé pentru fiecare 
trei bile negre. Dupd efectuarea schimbului, Nicu are 40 de bile albe. Determinati 
numarul de bile albe pe care l-a avut Nicu initial. 

| Gabriel Pandele si Neculai Stanciu, Buzau 


Solutie. Notam cu n numéarul bilelor albe primite de Nicu. Numarul bilelor 
pe care Nicu le da lui Mitica este 3-n. Atunci 100 —-3-n+n = 40, de unde n = 30. 


E:14656. Determinati numerele prime a, b sic pentru care are loc egalitatea 
2a + 5b + 6c = 50. | 
Ioan Tebies si Irina Opraie, Nasaud 


Solutte. Pentru ca 2a, 6c si 50 sunt numere pare trebuie sa avem 5b numar 
par, de unde b este numar par. Dar b este numar prim, prin urmare b = 2. Cu 
aceasta relatia din enunt devine a + 3c = 20, de unde obtinem a = c= 5. 


Clasa a VI-a 


E:14657. Determinati cel mai mic numér natural n care are numai doi di- 
vizori primi diferiti $i care are proprietatea cé d(n) divide d(n*). (Prin d(m) s-a 
notat numérul tuturor divizorilor naturali ai numdrului m.) (Enunt corectat.) 

Liviu Petre, Targoviste 


Solutie. Daci n = p*-q?, atunci d(n) = (a + 1)(6 +1) gsi d(n?) = 
= (2a + 1)(28 +1). Evident d(n”) este un numar impar gi daca d(n) | d(n”), atunci 
d(n) este numar impar. Rezulta de aici cé a si G sunt numere pare. Trebuie gasit 
cel mai mic n, agadar cautdm cele mai mici valori pentru a si 8. Dact a = B = 2 
avem d(n) = 9 si d(n”) = 25, iar 9 + 25. Dac’ a = 2 si 8 = 4, atunci d(n) = 15, 
d(n*) = 45 si d(n) | d(n”). Obtinem c& n = p? - q4, iar pentru a obtine cea mai mica 
valoare a lui n vom lua p = 3 si g = 2. Obtinem astfel n = 144. 


E:14658. Se considera punctele diferite A:, Ap, A3 situate pe dreapta d astfel 
incat A; Ag = Ag A3 =-1; 
Ardatati cd, daca existd un punct M astfel incat distantele MA,, M A2 si MA3 
sa fie exprimate prin numere naturale, atunci M € d. 
Lucian Tutescu, Craiova 


Solutie. Fie M un punct astfel incat MA; = a, MA2 = b, MA3 =, cua, 
b, c numere naturale si M ¢ d. Din inegalitatea triunghiului aplicata in triunghiul 
MA,A2 avema+1 > b, de unde a > Bb, dar si b+ 1 >a, de unde b > a. De aici 
deducem c& a = b si deci AMA; Ap este isoscel. Analog gasim AM A2Az3 isoscel. 
Daca triunghiul MA, Ag este isoscel, atunci perpendiculara din M pe d trece prin 
mijlocul lui A;A2, iar daca triunghiul MA2A3 este isoscel, atunci perpendiculara 
din M pe d trece prin mijlocul lui A2A3, care este diferit de mijlocul lui A; Ao. 
Prin urmare, din M putem construi douad perpendiculare pe dreapta d, ceea ce este 
imposibil. Deducem c& presupunerea facuta, M ¢ d, este gresita. Rezulta M é€ d. 
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E:14659. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC én care H este ortocen- 
tru. Ardtati ca AH = BC daca si numai dacé m(xBAC) = 45°. 
kok * 


Solutie. Aratam ca daca AH = BC, atunci m(x BAC) = 45°. 

AHEA = ACEB deoarece sunt triunghiuri dreptunghice, au HA = CB din 
ipotezé si XHAE = xEBC (= 90° —m(<C)). De aici AE = BE gi triunghiul 
AEB devine dreptunghic isoscel. Prin urmare m(< BAC) = 45°. Aratém acum 
c&é, dacé m(x BAC) = 45°, atunci AH = BC. Din m(xBAC) = 45° deducem ca& 
triunghiul ABE este dreptunghic isoscel, cu AE = BE. AHEA = ACEB deoarece 
sunt triunghiuri dreptunghice, au EA = EB din demonstratie si xHAE = xEBC 
(= 90° — m(xC)). De aici AH = BC. 


E:14660. Se consideraé multimile 


5m +3 
3m+1 


es 3n+ 2 
~ In+1? 


A={reQ mez}. 


neZ}siB={yeQ|y= 


Determinati elementele multimit AN B. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


Solutie. Daca z € ANB, atunci existé n si m numere intregi astfel incat 
3n+2  5m+3 


a a er Cum n este numar 


m 
De aici obtinem n = -_ : 
ent m+3 m+3 


intreg rezulta ad este numar intreg, de unde obtinem m € {—2, —4, -1, —5, 1, —7}. 
3 717.11. 8 
Rezulta AN B = {e Tl’ 1, 72s =} 
Clasa a VII-a 


E:14661. Ardtati cd, pentru orice numar real nenul x, are loc relatia 


eet+etl 1 
———$$____ 1< Ce ee . 
m+ |+ <|s +o 


([a] reprezintd partea intreagé a numdrului a.) 
Ion Neata, Slatina, Olt 


re+at+i r 
Solutie. Daca x < 0, atunci —————- = 1 + ——_- < 1 
i reais elie : etait 
De aici Pe <1. Prin urmare oe +1<2 (1). Dac&é ¢ > 0 
2 2 
zr*“+azx4+1 xr re ' 1 
avem ——~——— = 1+-——— > 1. Aratam ca eee < 2. Aceasta relatie este 


z2+1 z274+1 g24+1 


2 4 


2 
< 2 de unde ri+zt+1 
7 +1 


2 
echivalenté cu x? —x+1> 0 sau (: _ 5) + -— > Ocare este evident adevarata. 


get+aetl 


Prin urmare 1 < | 5 
z*+1 


| +1=2 (2). Din (1) si 
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get+etl 


2 lta 
(2) rezu i | Pal 


1 
| +1 < 2 (3). Pe de alta parte, din x? + = 2 2 rezulta 
L 
1 
2? + =| > 2 (4). Din (3) si (4) rezulta c& inegalitatea din enunt este adevarata. 


E:14662. Determinati cifrele a, b, c sid, ac # 0, pentru care abcd = ab -+cd. 
Aurel Dobosan, Lugo} 


Solutie. Putem scrie 1000a + 100b + 10c + d = (10a + b)* + (10c + d)? sau 
100a? + 100c? + 20ab + 20cd + b? + d? = 1000a + 1000 + 10c + d. De aici deducem 
c& ultima cifré a lui b* + d? este d. Aceast& relatie este adevarata dac& (b,d) € 
{(0, 0), (0, 1), (0, 6), (2, 3), (2, 8), (8, 3), (8,8)}. Pentru (2,3) obtinem a = 1,c = 3, iar 
pentru (8,3) obtinem a = 8,c = 3. Pentru restul perechilor nu avem solutii. 


E:14663. Se considerdé numerele naturale nenule p sin si multimea 


A={p+1,p+2,...,p+n}. 


1 1 4 
p+1 + p+2 +... Pere es, aratati ca multimea A contine cel mult 
un patrat perfect. 


Dacé 


Marian Haiducu, Pitesti 


Solutie. Presupunem c& multimea contine patratele perfecte a” si (a + 1). 
Atunci (a + 1)? — a? < p+n—(p+1) =n-1, adic’ 2a+ 2 < n, deci suma 
, best é 1 
inverselor elementelor multimii este mai mare decat (2a + ati aT > rm 


in contradictie cu ipoteza. 


Ki:14664. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC. Notém cu E proiectia 
punctului B pe dreapta AC’ si cu F protiectia punctului C' pe dreapta AB. Determinafi 
pozitia punctului M, situat pe dreapta BC, astfel incadt suma ME + MF sa fie 
minima. 


Marian Cucoanes, Marasesti, Vrancea 


Solutie. Daca N este simetricul lui & fata de BC, 
atunci ME= MN si ME+MF=MN+MF. In aceste 
conditii suma devine minima daca punctele FM si N sunt 
coliniare. Vom arata ca F si N sunt coliniare cu D, piciorul 
indltimii din A a triunghiului ABC. Patrulaterul ABDE 
este inscriptibil (m(x ADB) = m(xAEB) = 90°) si de aici 
x~EDC = xBAC. Dar, din simetrie, «<EDC = x«NDC, 
prin urmare «NDC = <xBAC, (1). Analog, patrulaterul ACDF este inscriptibil 
si atunci <F DB = «BAC, (2). Din (1) si (2) rezulté ¢FDB = «NDC gi, cum 
punctele B, D si C sunt coliniare, rezulta ci punctele F, D si N sunt coliniare. Prin 
urmare M = D. 


Clasa a VIII-a 


g? — 5y? = 


aes , unde x si y sunt numere 


F:14665. a) Rezolvati sistemul { 


intregi. 
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b) Ardtati cd ecuatia x? — 5y? = 1 are o infinitate de solutii in multimea 
numerelor intregt. 
Aurel Dobogan, Lugo} 


Solutie. a) Din ecuatia a doua avem z = y+ 5 si, inlocuind in prima ecuatie, 
obtinem 4y? — 10y— 24 = 0 sau 16y? — 40y — 96 = 0, de unde (4y—5)? —121 = 0. De 
aici deducem ca 4y — 5 = —11 sau 4y —5 = 11. Prima ecuatie nu are solutii intregi, 
iar din a doua obtinem y = 4, de unde zx = 9. 

b) Vom arata ca, daca (a,b) este o solutie intreaga a ecuatiei date, atunci 
perechea (a? + 5b”, 2ab) este, de asemenea, 0 solutie intreaga a ecuatiei date. i 
(a? +5b?)?—5(2ab)? = a4+- 10a7b7+25b4— 20a7b? = a*—10a2b?+25b* = (a? —5b?)? = 
deoarece (a,b) este solutie si deci a? — 5b? = 1. 


E:14666. Se considerdé numerele reale pozitive a, b, c sid astfel incédt a+b+ 
+ce+d=4. Ardtati ca a + vf + c + a? > : 
Cc = 4, ——————- + ———__ +. ———__ +. ———_ > -. 
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c™ 3 

Vasile Scurtu, Bistrita 


Solutie. Deoarece a+ b+c+d= 4, relatia din enunt scrie 


RET a RE AO Ge ER 2 
oo ~~ ———- + c+ ——__ —, 
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c — 3 


echivalenta cu 


aja+b+c+d) b(a+b+c+d) cia+b+c+d) dia+b+ctd) , 16 


ES ET RS 0g ems 


b+ct+d a+c+d a+b+d a+tb+e ~~ 8° 
care este echivalenta cu tee + : + a d > : 
4—a mat 4— a 4— a 3 ; ia 
Ulti lati i SCri 1 1+—— ——— > 
ima relatie se mai scrie ——— + +775 a uF Leet ae reo 3 gl 
este echivalenta cu : ab : 4+ —— + : >= - ti d t > 0, 
me re b pia eae e stie ca daca z, y,z,t > 


1 
sine (2+ y+240) (2 tote + 7) 24 (1). Susie ashneckid 


avem 4—a,4—b,4—c si 4—d pozitive. 4. a,y=4-b,z=4-c 
1 1 


1 
t = 4-—dob — + ——_ —_ i a 
si obtinem 7 rie re + —— re ay pany ra f-4a= 3 care este echivalenta cu 


relatia din enunt. 


E:14667. Se considerd numdrul natural n fizat, n > 3. Fie n puncte distincte 
avand suma tuturor distantelor dintre ele, luate doud cate doud, egalé cu D. Pentru 
1<m<n-2, inldturdm m dintre cele n puncte. 


Ardtati cad suma tuturor distantelor determinate de cate doud dintre celen—m 
puncte rdmase este mai mica decat ————— -D. 
va) — 
George Stoica, Canada 


Solutie. Fie A;,A2,...,An—m punctele rémase, D’ suma distantelor raémase 
si B,, Bo,...,Bm punctele inlaturate. Atunci A;A; < A;B, + A; By si, adunand 
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aceste relatii pentru l <<i<j7<n-—msgik fixat, obtinem 
D' <(n—m-1) >> AB 
i=1 

(pentru c& distanta A;B, apare de (n — m — 1) ori). Adunand acum aceste relatii 
pentru k = 1,2,...,m rezulta 

n-m m 

mD' < (n-—m-—1) S- > AiBe <(n—m-—1)(D—-D’) 

i=1 k=1 
(deoarece in D — D’ apar distantele A;B, si distantele B,B,). Din ultima relatie 
rezulta (n — 1)D’ < (n—m-—1)D, de unde concluzia. 


E:14668. Se consideré numerele reale nenule a, b, c sid care verificad simultan 
relatiile: a? + b? = 4, c? + d? =9 si ac+ bd =6. 


Ardtati ca |*| = “|= 3 
Cc d 


Daniel Sitaru, Turnu Severin 


Solutie. Din relatiile date avem 9(a? + 6”) + 4(c? + d?) — 12(ac + bd) = 0. 
Obtinem (3a — 2c)? + (3b — 2d)* = 0, de unde 3a = 2c gi 3b = 2d. Prin urmare, 
a b 2 
el-[EI=3 
PROBLEME PENTRU LICEU 

Clasa a [X-a 


26915. Sd se determine numerele irationale x cu proprietatea ca numerele 
xz? +2 six? + 22? sunt intregi. 
George Stoica, Canada 


Solutie. Fie a = x2 + 2,a € Z. Avem x° + 22? = 2*(x+2) = (a—z)(4#+2) = 
= —7?4(a—2)r+2a = x—-at+ar—224+2a = (a—1)zr+a€E Z= (a—1)r € Z. Cum 


1+¥5 
x € R\Q, deducem ca a = 1, de unde x = , valori care verifica proprietatea 


: 2 
data. 
26916. Sd se determine termenul general al sirului @n),>, definit prin a, =1, 


Az = 2, a3 = 24 Si AnQn—2An-3 — 6a? _j,An-3 + 8an—107_» =0,n> 4. 
Neculai Stanciu, Buzau 


= An— 
Solutie. Rescriem relatia de recurenta astfel Es Ge 
i An—1 Qn—2 an—3 
Notand b,, = 7 n n> 2, avem bo = 2,b3 = 12 gi bn — 6bp_-1 + 8bn_-2 = 0, n > 4. 
n—1 


Ecuatia caracteristic& a sirului (bn), are radacinile 2 si 4, deci b, = a2"+ 64" 


1 1 
si obtinem a = =o B= ri b, = 27-1 (27-1 — 1) si apoi 


3 
| 
— 
3 
| 
= 
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26917. Fie numerele reale a,b,c € (0,00) cua+b+c=1. Sd se arate ca 
1 a. 1 i 1 Z 3 
a+b b+ce cta~ 2(ab+bc+ ca) - 
Brojbeanu Andi Gabriel, elev, Targoviste 


Solutie. Membrul stang al inegalitatii se scrie 


1 1 1 S “(at d)(atc) S- (a? + ab + ac + bc) 
———— .¢ —— ee SS OOOO 
ath’ b+e eta (at +N C+) dabo4r DraX(b40) 


(Se) +b 14 ad 
Sa Sab — abc — Sab Sab abe 
1 
Din inegalitatea 3(ab + bc + ca) < (a +b+c)? rezulta > ab < 3" Folosind 
inegalitatea mediilor, avem a ab = S>a> ab > 3Vabe - 3Va2b2c? = Yabc, deci 


1 
+) ab a oe 3 
Liet—atez ab 5 ah Asa So S BF op abt be en) 


26918. Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC. In exteriorul sdéu 
construim punctele A’, B’, C’ astfel incdt xA'BC = xABM, xA'CB = xACM, 
XB’CA = «~BCM, xB'AC = xBAM, «CAB = xCAM gi x<C’BA = <CBM. 
Fie A”, B”, C” intersectiile dreptelor MA’, MB’, MC" cu laturile BC, AC, res- 
pectiv AB. Sa se arate cad dreptele AA”, BB”, CC” sunt concurente. 

Nicusor Minculete, Brasov 


ceea ce trebuia aratat. 


"1 M7 Ll 
Solutie. Vom demonstra ca aa ae ae = 1, ceea ce, conform teoremei 
lui Ceva, demonstreaza cerinta. Pentru aceasta, observam ca 
BA” _ arialMBA') MB-BA’'-sinB . BA’ _ singMCA 
A"C  arialMCA’) MC-CA’-sinC * CA’ sinaMBA’ 
Aplicand teorema sinusurilor in triunghiurile M AB si M AC, deducem relatiile 
sin x MBA = ——-sinxAMB si sin xMCA = —— -sinxAMC, ceea ce inseamna 


x BA AB sinxAMC _ sinC singAMC . BA” _ MB sinxAMC 


“AC” AC snxAMB sinB sinxAMB* AYC~ MC sinaxAMB’ 
Inmultind ultima egalitate cu cele analoage, obtinem cerinta. 


Clasa a X-a 
26919. Sd se arate cd in orice triunghi ABC avem 
36S? < (2a? + 2c? — b?) (2a? + 2b? — c”). 
Constantin Rusu, Rm. Sarat 


524 PROBLEME REZOLVATE 


Solutie. Inegalitatea se scrie echivalent 


36.0 - fat?+c b?\ fa2?+b? ec’? 3 
~— 92 < as a eee he pre 
6° < ( 5 =) ( 5 =) mm, > 55 S Meme. 


Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC’. Cum aria[GBC] = =8 , avem 
GB-GC-sngxBGC 1 1 1 L 2 
a ae _ = 3° => 3° < 508 -GC = 5°37 smote de unde rezulta 

26920. Fie z un numér complez cu |z| > 1. Sa se arate cé 

1007/1 + 2| + |1 + 27] + Jit 23] 4+...+ [1+ 270| > 2014. 
Romanta Ghitdé si Ioan Ghitd, Blaj 

Solutie. Avem 

[lt+2|+ [1+ zl 4/1 + ae > [1+2|+|z74*7 +1—27* — 1| = J1+z|+|z7*|-|z-1| > 


>|l+2|/+|z—1|>2, k=1,2,...,1007. 
Sumand dupa k obtinem cerinta. 
26921. Fie numerele reale a,b,c € (0,00) cua? +b* +c? = 3. Sa se arate cd 
a a b b C C 
+— 7 +——+—47+—7+— 2 
1 1 1 1 
b+- ec+- at > cec+= b+- at- 
a a b b C Cc 
és 36 
— a4+b44+c4+abc(at+b+c)+6 
Alexandru Mihalcu, elev, Bucuresti 


Solutie. Membrul stang se scrie 
at F at F b4 fi b4 : cA i cA 
a2+a3b a2+a3c b2+b38a b24+b8c c#2+c8a  c*#+c%b 
si, conform inegalitatii Cauchy-Schwarz, avem 
2 


S= 


. (2 (a? + b? + c*)) Z 36 
~ 2(a2+024+02)+ 5 a3 6+ 5 0% 
sym sym 


Inegalitatea lui Schur > a*(a — b)(a — c) > O implica 


2S 0 at+2) a?be > 25 ab, 


sym 


de unde 
36 


a ee A Se 
52 6+a4+64+c++abc(a+b+c) 


) 


ceea ce trebuia aratat. 
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26922, Fie za, zB, zc afizele varfurilor triunghiului ABC. Fie I un punct 
interior triunghiului $i Sa, Sp, S- ariile triunghiurilor IBC, IAC, IAB. Sa se arate 
ca I este centrul cercului inscris dacd $1 numai daca 

(2S, — ar) z,4 + (2S, — br) zp + (2S, — cr) zc = 0. 
Cristian Moanta, Craiova 


Solutie. Fie O originea planului complex si J centrul cercului inscris in tri- 


unghiul ABC. Relatia OF = S- —-04 se transcrie zy = at ae 
Pe de alta parte, pentru un punct J in planul triunghiului ABC’ avem 


Of = irre] Bian hecke 9 OA, de unde 


aria[ ABCr]| 
— Sazat+ Sozp+Sczc — Saza+ SozB + Sczc 
7 S ~ at+tb+c 
KS C8 T 
2 
Avem 


IT=J#$r(azq4+bzg4+czc) = 28 az,4 + 2SpzB + 28.20 © 
<> (2S — ar) z4 + (2S, — br) zp + (2S, — cr) zc = 0 
ceea ce incheie solutia. 


Clasa a XI-a 

26923. Fie A,B Ee Moa(R) astfel incat 

AB = BA, det (A* + A?B? + B*) =9 si det (A? + B?) + det(AB) = 5. 

Sd se calculeze 

det (A? + AB + B2) + \/det (A? — AB + B?). 
Traian Tdmdian, Carei, Satu Mare 
Solutie. Cum AB = BA avem 
A* + A’ B? + Bt = (A? — AB + B?) (A? + AB + B?) 
si det (A? — AB + B?) -det (A? + AB + B?) =9. Din identitatea 
det(X + Y) + det(X — Y) = 2(det X + det Y) 
obtinem pentru X = A? + B? si Y = AB, 
det (A* + B? + AB) + det (A? + B? — AB) = 2 (det (A? + B?) + det AB) = 10. 


Atunci det (A? — AB + B?) si det (A?+ AB + B?) sunt egale cu 1 gi 9, iar 
suma ceruta este 1+ 3 = 4. 


26924. Sa se arate cd nu eristd matrice A,B € M2(C) astfel incat A? + B? = 
= 2AB si det(A — B) £0. 
Cristian Chiser, Craiova 
Solutie. Presupunem ca existaé matrice cu proprietatea din enunt. 
Cum A(A — B) = (A — B)B gi det(A — B) # 0, avem det A = det B = c. 
Pe de alt& parte, (A — B)? = A? + B? - AB-— BA = AB- BA, deci AB— BA 
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este inversabila. Notand a = tr(A) si b = tr(B), avem A? = aA—cl2, B® = 

= 6B — clo, de unde aA + OB — 2cln = 2AB. De aici aA? + bBA — 2cA = 2ABA 

si ae + bAB — 2cA = 2A’B, ceea ce implic’ b(AB — BA) = 2A(AB — BA) si 
; b 6b 

A= 3/2: Atunci a = trA = 5 + a b. Analog B = slo, deci A = B, contradictie 

cu det(A — B) £0. 


1\2a 
904925, Fie a,b,c € R, a> 0. Sa se calculeze Jim eee 


Benedict G. Niculescu, Bucuresti 


. TO tee aetieneinn, Seees 
Solutie. Notam z, = ee si utilizaim criteriul raportului. Avem: 


Tn+1 a [(n + 1)!]22 | (n+ barre (n+ 1)-2 . (n+ barre _ 


Ln (n +14 b)antate (n!)2e ~~ (n ranges p)antate 


n+1 i nab. \cr 
= ne pees ier Vy (gem ed ee ee ee 
et) (+5) (*" i ee 


Rezulta lim x2, = oo. 
n—-0oo 


Clasa a XIIT-a 
1 


1 
26926. 5a se calculeze lim n | = — / z 
n— oo 2 


L-e-™ o 
Traian Tdémdian, Carei, Satu Mare 


Solutie. Avem 
1 


; 1 
£ 
eas pp gee ie pes 
2 los af / 
0 


0 


1 


0 
d 
rae — [ eae = | Ee. 
1+e—"™ 1+e"= 
0 0 


x 
Cum 0 < ee <e~"?, x € [0,1], prin integrare obtinem 


x 1 e"-—1 
O< | ———dr<-—-|{e” 
</ieees “(2 - n ) 


Aplicand lema clestelui, rezulta ca limita ceruta este 0. 


26927, Polinomul f = aX?+bX?+cX +d € R[X] are toate rdddcinile reale 
si verificd inegalitatea b* — 4ac < ad — 4a”. Sd se arate ca rdddcinile nu pot fi toate 
strict pozitive. 

Radu Pop si Vasile Ienutas, Baia Mare 


Solutie. Inegalitatea b? — 4ac < ad — 4a? este echivalenta cu 
b\* c od 
(-) — A < - —-4<o0 zr +23 + 23 +21279%3+4< 2 (2122 + 21123 + £223) : 


Presupunem prin absurd ca 71, 22, £3 > 0. Dintre numerele 1) —2, 2 —2, x3-2, 
macar doud au acelasi semn; fie acestea x1 —2 si r2—2. Atunci (x1 — 2) (z2 — 2) > 0, 


REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN G.M.-B nr. 5/2014 O27 


de unde 23 (xz; — 2) (z2 — 2) > 0. Cum x? + x3 > 22122 Si x2 — 473+ 4 > 0, prin 
insumarea celor trei relatii obtinem ce + x3 + as +2129%3 > 22129 + 22173 + 22973, 
contradictie. 


26928. Fie p un numar prim, n un numar natural si d un divizor natural al 
luin. Fie L un corp cu p” elemente. Sa se arate ca: 
(i) Existé un unic subcorp K C L cu p? elemente. 
(ii) Pentru orice a € K, polinomul 
2 


fox bs ye? re ye d 


radacini in L. 


tice Ee RIX) 
are exact p”—¢ 


Ioan Baetu, Botogani 


Solutie. (i) Fie g = NP ge DEB ee IP Ee ie L|X]. Fireste, 
d 


2d 


d Pp n 
+...+ 2? +2) = 7P + 
oP 4 oP 4  P*) Cum 2?” = o regult&’ g?*(x) = g(x), Vz € L. Fie 
k= {2 EL | zP* = zh. Evident, K # @ deoarece g(x) € K, Vx € L. Intrucat 


n—d n— 
pentru orice x € L, avem g?’ (zx) = (a? +x? 


elementele multimii K sunt rid&cini in L ale polinomului X?° — X € L[X], rezulta 
|\K| < p?. Ar&t&m c& operatiile de adunare si inmultire definite pe L induc pe K o 
structura de corp. 

Intr-adevar, pentru orice u,v € K obtinem (u—v)? = yP* —yP* = u—v, adica 
u—vé€K si totodata (uv)P* = yP*yP* = uv, adica uv € K. Din 1 e€ JL, gi jp* = 1, 
rezult& cé 1 € K, deci K* # @. Firegte, pentru orice u € K*, rezult& (u71)” es 


-1 
= (uP*) = u!, deciu~! € K. Asadar K este un subcorp al corpului L. Conform 


ipotezei, L este un corp de caracteristica p, deci |K| = p’ cu t € N, convenabil ales. 
Din p' = |K| < p’, rezultit <d. Fiea€ K si By = {z € L | f(z) = 0}. Desigur, 
pentru orice  € L avem g(x) € K. In plus, z € Bg), cdci x € L gi fozy)(x) = 
g(x) — g(x) = 0. Asadar LD = LU (7) LU By): Intrucat By) € {Ba |a € K}, 


reEL rel 
Va € L, deducem ca U Bgz) © LJ Ba, de unde L C U Ba. Dar Ba C L, 
rel ack ack 
Va € Kk, deci UJ Ba CL. Prin urmare: 


atk 


L= (J Ba. (1) 
acék 
Deoarece elementele lui B, sunt radacini in L ale polinomului f, cu grad (fa) = 
= p"~*, rezulta |Ba| < p"~?, Va € K. Tinand seama de (1), deducem: p” = |L| < 
< > [Bal < se p’—? = p44? = p™-*" de unde n—d+t > n, adic& t > d. 
ack ac&ék 
Cum t < d obtinem t = d. Astfel, |K| = p?. Fie F C L un subcorp oarecare al lui 


L, cu |F| = p*. Din 2?" = z, Vz € F, rezult& c& elementele lui F reprezinta cele 
p? radacini in L ale polinomului X gn = L[X]. Aceeasi proprietate o verifica si 
elementele lui A, de unde F = Kk. 
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(ii) Din t = d, rezult& p” < ye Bal = ae es = ppt = p”, deci 
aceéKk ack 
> |Bal = 5 p"~4. Cum |Ba| < p*~4, Va € K, rezultd |By| = p"~4, Va € K. 
acek acéK 
In definitiv, polinomul f, are exact p”~¢ radacini in L. 


PROBLEME PROPUSE 
PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE” 


Clasa a VII-a 
2037 279 #1504 
. Ord a —_——_, -—, -——. 
1. Ordonati crescator numerele 1995’ ~ 35? ~1bdl 


2. Calculati [15/2 — 13/3}. 


3. Cate solutii reale are ecuatia z(z + 5) = 2015? Justificati raspunsul 
dat. 


4. Aratati ci mijloacele laturilor unui romb sunt varfurile unui drep- 
tunghi. 

5. In paralelogramul ABCD notém {O} = ACN BD. Aflati aria 
paralelogramului, stiind c& aria triunghiului AOD este egal cu 12 cm?. 


6. Lungimea diagonalei unui patrat este egala cu 8 cm. Aflati aria 
patratului. 


Clasa a VIII-a 
1 


7 Daca A = ‘eae 


multimii AN Q. 


1, 7 /16, V8, -7}. calculati suma elementelor 


2 3 
8. Calculati media aritmetica a numerelor a = —=— si b = ———~. 
e-2 °° 34-6 
9. Calculati media geometrica dintre un numéar real pozitiv gi inversul 


Vw 


Sau. 


10. Suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub este 72 cm. Aflati aria 
unei fete a cubului. 


11. In cubul ABCDA'B'C'D’, punctul M este mijlocul lui (AA’) si N 
este mijlocul lui (BB’). Aflati madsura unghiului dintre dreptele DM si C’N. 


12. In tetraedrul ABCD, M € (AB) astfel incat BM = 2- AM, iar N 
este centrul de greutate al triunghiului ACD. Stabiliti pozitia dreptei MN 
fata de planul (BC'D). 


1) La problemele din aceast& rubric’ nu se primesc solutii. (N.R.) 
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Clasa a [X-a 


13. S& se descompuna’ suma 
(2 —y)* + (y— 2z)° + (z- 2). 
14. S& se calculeze 
1-2-3+2-3-4+...+ 999 - 1000 - 1001. 
15. Sa se arate ci 2” > n° 4 24, oricare ar fin > 10 natural. 


16. S& se scrie numarul 13? ca suma de dou’ patrate perfecte. 
17. Sa se arate ca 


AX + BY + CZ = AY + BZ+CX. 


18. Fie ABCDEF un hexagon regulat. S& se descompuna BD dupa 
directiile vectorilor AF’ si CE. 


Clasa a X-a 


19. Sa se arate ca (log, 3)? ¢ Q. 
20. Sa se arate c& logs 5 + logs 3 > logy 4. 
103 
21. Sa se calculeze suma: Sle k]. 
k=1 
22. Sa se determine a pentru care numerele log, (a—2), logs a, logs(a+4) 
sunt in progresie aritmetica. 
23. S& se rezolve ecuatia 47 + 27 = 72. 
24. Sa se determine x pentru care 


(2+ v3) + (2- v3) = 
Clasa a Xifea 


25. Fie multimea M = A € M2(C) | A? = ( . : )}. 


a) Aratati cd rangul oricdrei matrice din M este egal cu 2. 

b) Demonstrati ci pentru A € M, ecuatia X* = A, nu are solutii in 
Mo2(R). 

c) Calculati A7°!®, Ae M. 


26. Fie functia f : R \{-4} > R, f(z) = ee 


a) Determinati asimptotele graficului functiei f. 

b) Calculati jim (1 + f(1)-f(2)-...+f(n))”. 

c) Fie sirul (zn),5, definit prin 2; = 2 gi tn41 = f (Zn). Calculati 
lim Zn. 
n—oo 
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Clasa a XII-a 


27. Pe R definim legea de compozitie ,, * “ prin 


xr*xy = —3ry + 4r 4+ 4y — 4. 


, , 4 ae ae 
a) Sa se arate cé multimea G = (-2c 5) este parte stabila a lui R in 


raport cu legea ,, * “. 
b) Sa se arate ca ,, * “ are element neutru in G. 
c) Sa se arate ca ,, * “ este lege asociativa. 


28. Fie functia f : [0,1] > R, f(x) = ; (2° +2 +1). 


a) Sa se determine primitiva F' a lui f cu F(0) = 1. 
b) Sa se calculeze aria subgraficului functie f. 


1 
c) Sa se calculeze Jim / f"(«x)dz. 
0 


PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR!) 


P:738. Mama are de patru ori varsta fiicei. Peste 4 ani mama va avea 
de trei ori varsta fiicei. Cati ani are fiecare acum? 
Liviu Petre, Targoviste 


P:739. Intr-o dimineat’ tarzie de toamna un copicel se gandea: Jeri 
am pierdut cu 28 de frunze mai mult decat jumatate din numarul frunzelor 
pe care le mai am astazi”. Daca ieri de dimineata podoaba lui numara 1000 
de frunze, afla cate frunze erau in aceasta dimineata in copacel. 

Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:740. Determinati numerele naturale ab cu proprietatea c& impartind 
numarul ab la numarul ba obtinem catul 2 si restul 18. 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


P:741. Un numar natural A impartit la 9 da restul 7. Ce rest obtinem 
la impartirea lui A la 3? 
* * Ox 


P:742. Patru colege de clas& locuiesc pe aceeasi strada, la numere 
diferite. Stiind c& produsul numerelor caselor lor este 42, afla ce numar are 
casa, fiecareia. 

Iuliana Drdégan, Bucuresti 


1) Se primesc solutii pand la 31 martie 2015 (data postei). (N.R.) 
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P:743. Un turist parcurge un trsaseu in trei etape. In prima etapa 
parcurge o cincime din traseu. In a doua etapa parcurge trei zecimi din 
traseul ramas, iar in etapa a treia 560 km. Ce lungime are traseul? 

* *k x 


P:744. Barbu are cu 10 lei mai mult decat Calin si cu 7 lei mai putin 
decat Alina. Cati bani are fiecare, daca impreuna au 396 de lei? 
* ok Ok 


P:745. Se iau, la intamplare, zece numere naturale. Suma tuturor 
resturilor impartirii celor zece numere la 10 este 44. Aratati ca exista doua 
numere a caror diferenta se termina cu 0. 

* ok OK 


P:746. Afland valoarea lui a din egalitatea urmatoare, veti sti cate 
bomboane de ciocolata a primit Johnny de Halloween. 


[((480 : 4 — a) x 6+ 100] : 700 = 1 
Iuliana Dragan, Bucuresti 


P:747. Un conducator auto gi un biciclist au plecat in acelagsi moment 
unul spre celalat, din localitatile A, respectiv B, cu vitezele de 60 km/h, 
respectiv 10 km/h. Cand s-au intalnit, conducatorul auto parcursese cu 150 
km mai mult decat biciclistul. Aflati distanta dintre cele doua localitati. 

Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 


PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 
OLIMPIADE 


PROBLEME PENTRU GIMNAZIU» 
Clasa a V-a 


E:14733. Determinati n, numar natural nenul, pentru care 
A = 12014 4 92014n 4 32014n 4 | 994 42014n 


este multiplu de 5. 
Marian Ciuperceanu, Craiova 


E:14734. Aflati numarul natural @@ pentru care 
2-da*+2-a°4+2-a*—a=2-2014. 
Nicolae Ivaschescu, Craiova 


E:14735. Aratati cd daca a,b,c sunt numere naturale diferite astfel 
incat a* = b* + c?, atunci cel putin unul dintre ele este multiplu de 5. 
Rotana Marcusanu, Pitesti 


1) Se primesc solutii pand la 31 martie 2015 (data postei). (N.R.) 


532 PROBLEME PROPUSE 


£:14736. Se dau multimile A = {27 — 3,2 — 1,32 + 1,42 — 1} si 
B= {3a — 6,22 — 4, 4x — 2,32 + 2}. Determinati z pentru care A= B. 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


Clasa a Viea 


EMa4T37. Arstati cd 32014 4 42014 < 52014, 


George Florin Serban, Braila 


E:14738. Fie numerele naturale nenule a, b, c, x, y, z astfel incat 
bex + acy — abz = 0 si (a,b) = 1, (b,c) = 1, (c,a) = 1. Aratati c& a2b*c* 
divide (x? + a?)(y? + b*)(z? 4+ c?). 

Vasile Scurtu, Bistrita 

E:14739. Determinati numarul natural n pentru care 

2016 - 2" = (n + 2) - 27014, 
Carmen Victorita Chirtof, Drobeta-Turnu Severin 


14740. Spunem despre o multime de numere naturale ca are propri- 
etatea P daca orice element al sau are exact 4 divizori. 

a) Scrieti multimea cu proprietatea P formata din cele mai mici patru 
numere naturale de trei cifre. 

b) Fie A o multime cu proprietatea P astfel incét 8 € A. Aratati ca, 
orice elemente ar avea multimea A, suma divizorilor acestor elemente nu 
poate fi 2014. 

Relu Ciupea, Oltenita 


Clasa a VII-a 
B:14741. Se considera’ triunghiul ABC si punctele M,N € BC astfel 
incat MB = AC, B € (MC) si NC = AB, N € (BN). Daca D este 
mijlocul lui [AM], K este mijlocul lui [BC] si [CE, E € [AN], este bisectoarea 


unghiului ACN, aratati ca dreptele DB, AK si CE sunt concurente. 
Constantin Petrea, Pascani 


E:14742. a) Aratati ca oricare ar fi numerele reale a,b,c avem 
la+b| + |a+c| > |b—cl. 
b) Demonstrati ca pentru orice numar real x avem 
le +1) + |e+2|+lc2+3)/+...+ |x + 2014] > 10077. 
Liliana Put, Sighetul Marmatiei 


E:14743. Ardtati cd intr-un trapez isoscel indltimea este egala cu linia 
mijlocie daca si numai daca diagonalele sunt perpendiculare. 
* ok 
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B:14744. In triunghiul ABC cu m(<A) = 90° si m(XC) = 30°, con- 
sideram bisectoarea [BE, E € [AC] si un punct D pe [BC] astfel incat 
BC =3- BD. Daca {O} = BEN AD gi F este mijlocul lui [AB], aratati ca 
F, O si C sunt coliniare. 

Ion Pirse, Campulung Muscel 


Clasa a VITI-a 
a V1 — a? 


= |, C =  ) 
V1 — a4? a 


d= /1-—a?. Demonstrati ca nu existd valori ale lui a pentru care 


E:14745. Fie a € (—1,1)\ {0} si numerele b = 


a<b<c<d. 
Romanta Ghité si Ioan Ghitd, Blaj 


£:14746. Fie a, b, c numere intregi nedivizibile cu 3. Demonstrati ca 


numarul a = Va70!4 + 62016 4 ©2018 4 2 este irational. 


Ion Neafta, Slatina 
E:14747. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatiile 
Je+vV23+V25=101010 si xV¥* — (Vz)? =0. 
Georgiana Voicescu, Vulturesti, Arges 


E:14748. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, {O} = ACNBD 
si P,Q €(VO). Daca {E}= APNCV, {F} =CPNAV, {S}= BQN DV si 
{T} = DQN BV, aratati ci masura unghiului dintre dreptele EF si ST nu 
depinde de alegerea punctelor P si Q pe segmetul VO. 

Daniel Banaru, elev, Giurgiu 
PROBLEME PENTRU LICEU) 
Clasa a X1T-a 


26985. Fie n, m numere naturale, n,m > 3. S& se arate c& exist’ m 


numere distincte a1, a2,...,Q@m, fiecare divizibil cu n — 1, astfel incat: 
1 1 1 1 1 
—~=—-—+—-...4+(-1)"!—. 
n Q] a2 a3 am 


Florin Rotaru, Focgani 


26986. Fie ABCD un patrulater convex cu AB + CD > BC + AD. 
Cercurile dediametre AB si CD sunt tangente exterior. Si se demonstreze 
ca ABCD este trapez . 


Ion Patragscu, Craiova 


1) Se primesc solutii pana la 31 martie 2015 (data postei). (N.R.) 
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26987. Fie numerele reale a, b,c € (0,00) astfel incdt a+ b+c=1. Sa 
se demonstreze inegalitatea 


3abc + 2(ab + be + ca)? > ab + be + ca. 
Traian Taémdaian, Carei, Satu Mare 


26988. Fie ABC un triunghi cu m(<A) = 60°. Bisectoarea din A taie 
diametrele BB’ si CC’ ale cercului circumscris triunghiului in S, respectiv 
T. Dreptele BB’ si AC se intersecteazi in P, iar dreptele CC’ si AB se 
ST _ AB? . BP-BQ _ sind’ 

TD AC2?* CP-CQ snB’ 


Laura Constantinescu, Sibiu 


intersecteaza in Q. Sa se arate ca 


Clasa a X-a 


26989. Fie a, b, c si Va, Vb, Vc laturile unor triunghiuri de arie S, 
respectiv s. S& se demonstreze cai 4s? > 3S. 
Gintter Gotha, elev, Baia Mare 
26990. Fie f :Q— Q o functie ce verifica relatia 


fizf(y)+ f(x) =yf(z) +2, Vz,yEeQ. 


Sa se arate ca f(x) = 2, Vr EQ. 
Claudiu Mandrila, Bucuresti 

26991. Sa se arate c& ecuatia x? + y? + z3 = (x+y4z)? are: 
a) cel putin doua solutii in N* x N* x N* cuz < y < z; 
b) o infinitate de solutii in Z* x Z* x Z*. 

Benedict G. Niculescu, Bucuresti 
26992. Fie z gi y doud numere reale. Sa se demonstreze ca exista o 

alegere a semnelor + astfel incat 


+cosz+cosy +cos(y — x) < —1. 
Romanta Ghitad si Ioan Ghitd, Blaj 
Clasa a XI-a 


26993. Sirurile (Zn),,59 Si (Yn)n>p de numere reale sunt definite prin 


— — ;: In+1 _i1 30 In > ¥ 1h 
m= wala ( ot) =5( 3 5) (gr jn ze Sa se arate ca 


In+2 — 3fn41 + In = 0 Si Yn+2 — 3yn41 + Yn = 0, pentru orice n > 0. 5a se 
demonstreze c& ecuatia x? — 5y? = —4 are o infinitate de solutii in multimea 
numerelor intregi. 

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdiu 


26994. Fie A o matrice de ordin doi cu elemente reale si A’ matricea 
transpusa. Stiind c& det (A + At) = 8 gsi det (A + 2A’) = 27. Sa se calculeze 
det(A). 


Daniel Banaru, elev, Giurgiu 
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26995. Fie (zn),5, un sir de numere reale cu proprietatea ca sirul 
Yn = 9En42 — 12%n41 + 4z,, n > 1, este convergent. Sa se arate ca sirul 


(Zn)»> 1 este convergent. 
Marian Cucoanes, Marasesti 


Clasa a XII-a 


374 3 n 
26996. Sasecalculeze lim / —_——— | dz, undeaeé (0, “), 
noo tg"x + ctg”zx 4 
a 


Romanta Ghitd si Ioan Ghita, Blaj 
V/(n+1)(n+2)-...-(n+n) 
Blt tet| 

Traian Taémdian, Carei, Satu Mare 


26997. Sa se calculeze lim 
n—co 


26998. Un grup finit G # {e} are proprietatea (P) daca pentru orice 
f € End(G), diferit de morfismul constant, existé un subgrup H al lui G, 
H # {e}, astfel incat f|y este injectiva. Sa se arate ca: 

a) Grupul (S,,-), n > 2, are proprietatea (P) . 

b) Un grup G cu ordinul liber de patrate are proprietatea (P). 

c) Un grup abelian finit G # {e} are proprietatea (P) daca si numai 
daca ordinul oricdrui element din G este liber de patrate. 

Marian Andronache, Bucuresti 


ERATA 


—~In G.M.-B nr. 9/2014 in enuntul problemei E:14708 (autor Costel 
Anghel, Negreni, Olt), in loc de ,,Sa se determine cifrele a, b, c, d stiind ca 
...““ se va Citi: ,,Sa se verifice daca exista cifrele a, b, c, d astfel incat ... “. 

~In G.M.-B nr. 10/2014 in enuntul problemei E:14724 in loc de.,,... re- 
zolvati in N“ se va citi ,,rezolvati in Z x Z". 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 


Au trimis solutii la problemele propuse urmAatorii elevi: 


AIUD (ALBA) C.N. ,,Titu Maiorescu“ cl.V Iura Lucia Maria (260+160+190), 
cl. VI Botezatu Stela (240). 

ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic ,, Alexandru Domga“ cl. VII Litan Lavinia 
Denisa (50), Oragan Miruna (50); Colegiul Tehnic ,, Apulum“ cl.V Ursa Andra Ga- 
briela (50). 

ARAD (ARAD) Lic. ,,A. Miller Guttenbrunn“ cl.VI Lovrenschi Melanca (100), 
Nathan Petruta (100), cl. VII Balita Andreea (100), Gergely Vogel Robert (100), Ile 
Raluca (100), Madoga Camelia (100), Suciu Laura (100), cl.IX Hell Roberta (100), 
cl.X Tibre Robert (90); C.N. ,,Moise Nicoara“ cl. VI Botig Adrian (130+100). 
BACAU (BACAU) S.g._ ,Alexandru cel Bun“ cl.V Fantu Teodora (500); $.g. 
»Al. I. Cuza“ cl.V Barsan Mihnea Andrei (110), Barzu Mara (120), Magirescu 
Tudor (110), Marcuta Silvia (140), Mandrila Alexia Elena (100), PadureanuTeodor 
(150), Pintilie Andrei (160), Totolici Florin (140). 
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BAIA MARE (MARAMURES) 9.g. Lucian Blaga“ cl.IV Hoban Serban (60), 
Pogacios Tudor Andrei (100); 9.9. ,,Vasile Alecsandri“ cl.V China Razvan (70), 
cl.VI Blidar Melisa Madalina (50), Pop Roxana (30); Lic. de Arte cl.V Balaga 
Chirea (110). 
BAL3 (OLT) Colegiul Tehnic cl.V Besliu Florentin (120), Boteanu Mariana (40), 
Carut Alexandra (40), Digariu Andreea (60), Dinu Maria Adelina (90), Ghitoiu 
Marius Catalin (130), Ilie Valentin (150), Ivancea Raul (50), Raddoi Petru (200), 
Reghea Marius (60), Ungureanu Robert (50). 
BARLAD (VASLUI) 9.g. 11 ,,George Tutoveanu“ cl.VIII Rotaru Oana (180); 
C.N. , Gheorghe Rosca Codreanu“ cl.VIII Apostu Alexandru Mihai (100). 
BISTRITA (BISTRITA-N ASAUD) 9.9. ,.Mithat Eminescu“ cl. TV Moca Andrei 
Catalin (400+70); S.g. ,,Stefan cel Mare“ cl.V Demian Catalin (120), Serban Paula 
200); C.N. ,, Liviu Rebreanu“ cl.V Somegan Paul (100). 
ORSA (MARAMURES) Lic. cl.V Maris Catalin (140+40). 
BOTOSANI (BOTOSANI) CN. M. Eminescu“ cl.VI Ababei M&dalina (130). 
BOZOVICT (CARAS-SEVERIN) Lic. »Lfttmie Murgu“ cl. VI Oniga Nicoleta 


(160). 

BRASOV (BRASOV) S.g. 2 ,Diaconu Coresi“ cl.IV Maier Irina (120), cl.V 
Vaida Radu Andrei (340), cl. VIII Ion Robert (120); $.g. 5 cl. VI Andrita Alexandru 
(100), Chifu Daria Ioana (130), Dragan Alexia (150), Gherghina Ioana (150), Jecza 
Alexandra (180), Neagu Rares (150), Negulescu Ioana Casandra (210), Popa Bianca 
(130), Suciu Mara (150), Zilberman Maia (100); $.9. 27 ,, Anatol Ghermanschi“ cl. VI 
Pop Alexandru (120); Lic. ,,Andrei Muresan“ cl.V Gocan Casian (100), Mircescu 
Anca (100), Staicu Dan Silviu (170); C.N. ,, Andrei Saguna“ cl.V Chichernea Di- 
ana (50), Vartolomei Ana Maria (300), cl. VII Platano Cesare (230); C.N. ,,Grigore 
Moisil“ cl. VI Catrina Mirela (160), Iru Calin (150); C.N. ,,Unirea“ cl.V Schubert 
Mihaela (130). 

BRAILA (BRAILA) S.g. ,Al. I. Cuza“ cl.IV Nedelcu Andrei (100); $.g. ,,Fanus 
Neagu“ cl. VIII Olaru Gabriel (100); Lic. Pedagogic ,,.D.P. Perpessicius“ cl.V Neacgu 
Georgiana (200); C.N. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.V Doroftei Rares Andrei (170), cl.VI 
Ason Ana Maria (210+150), Drogeanu Daria Mihaela (150), Munteanu Irina (380), 
Surdu Cristian (160), Trufag Dafina (50), Tovarnac Tudor (210), Vacu Becleanu An- 
drada (70), cl. VII Anghel Maria (100), Colceag Sorana (130), Cristache Ionut Gabriel 
(90), Donescu Irina (200), Draghici David (90), Fotin Stefan Andrei (180), Fudulu 
Denis (140), Gagu Antonia Ioana (130), Lupascu Elena Irina (200), Munteanu Irina 
Mihaela (190+220), Negrigan Argaluis (1409, Paraschiv Teodora (160), Petcu Alexia 
(130), Popescu Maria (250), Popescu Vlad Cristian (150), Radu Alexandru (30), 
Roadevin Stefan (50), Sofrone Mihnea Andrei (140), Varlan Andrei (170+160), Zeles 
Miruna (140). | 

BUCURESTI ¢.9. 56 cl.VI Mihai Andrei Cristian (100+120), cl.VII Bargaru 
Radu Andrei (100), Petcu Luca (80); $.g. 113 cl.VII Zorenghea Bianca (70+60); 
S.g. 114 ,,Principesa Margareta“ cl. VII Mocica Razvan Cristian (70); $.g. 190 cl.VI 
Ispas Daria (180), Mitu Matei (260); S.g. ,,Al. J. Cuza“ cl.V Mincad Ana (40); 
Complezrul Educational ,,Lauder - Reut“ cl.IX Lic&é Vlad Florin (60), Pantelimon 
Ioana Andrada (70), Vescu Victor (80); Lic. ,,Nicolae Iorga“ cl.VI Dumitru Toader 
Maria Emanuela (100); Lic. ,,$tefan Odobleja“ cl.VI Chiriac Marius (70), Mihai 
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Alexandru (120); C.N. ,,Gheorghe Lazdr“ cl. VII Alexandrescu Sofia Maria (60), cl.IX 
Mocica Andrei Iulian (80); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.III Voinea Ionut, Florin (370), 
cl. IX Bitoiu Catalina (50), Bonea Alexandru (60), Darlea Raluca (100), Florea Luisa 
(100), Hurmuzache Stefan (70), Irimia Andrei (80), Nanu Bogdan (60), Nicolae 
Alexandru (100), Oprea Diana (80), Pieptea Loredana (70), Popa Tiberiu (70), 
Presura Roxana (90), Puiu Diana Mihaela (70), Sulger Sorina Mihaela (60), cl.X 
Robert Alexandru (90), Mancila Doru Bogdan (110), Mihai Otilia (50). 

BUZAU (BUZAU) 9.9. 15 ,,G. E. Palade“ cl.VI Bercu Irinel (80), Burcdu Ana 
Maria (100), Campeanu Elena (70), Drobota Ana (100), Dumitru Daria (90), Iacob 
Juliana (90), cl. VII Oancea Andreea (70), Oancea Teodor (60), fard mentiune de 
clasdé: Albu Nicoleta (80), Coloenescu Ana Elena (100), Toma Denise (50). 
CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Ltc.  ,,Decebal“ cl.VI Coman Catalin 
(130), Sulea Dragos (160), Sulea Serban (160); Lic. ,, Traian Doda“ cl.VI Dogaru 
Raul (60). 

CALAN (HUNEDOARA) Lic. ,,0. Densusianu“ cl.VII Jurji Mihai (130+100). 
CALARAS! (CALARASI) $-9. »Carol I“ cl. VI Pociovaligteanu Andreea (160), 
cl. VIII Gogologs Alexandra a 0). 

CALIMENESTI (VALCEA) Lic. tehnologic de turism cl.XI Calin Georgiana 
(50), Tudosescu Catalina (50). 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9-9- »Oprea Iorgulescu“ cl. VIII Serboi 
Florea Dan (100). 

CHIUIESTI (CLUJ) $.9. clIV Bob Gabriel Emanuel (50), cl.V Farcag Diana 
Maria (50), Georgiu Andra Emanuela (50), Istrate Andrei (50), Mihut Ana Maria 
(50), Salatioan Ana Denisa (50), cl. VI Ciupe Gheorghe (50), Georgiu Cezara Alexan- 
dra (50), Glodean Irina (50), Hango Rares (50), Petrut, Ioana (50), Prundus Monica 
(50), Savan Ionela (50), Sfechig Maria (50), Tamag Alin Alexandru (50), S&dtmar 
Rebeca, (50). 

CLUJ NAPOGA (CLUJ) Lic. ,, Onisifor Ghibu“ cl. VIII Valeanu Tudor (100). 
COMANESTI x BACAU) 9-9. ,Liviu Rebreanu“ cl: V Bucur Florin (300), Dinu 
Andreea 8200), Mazilu Mircea (300), Musca Andreea (300), Rau Delia (300),Taras 
Mihnea (290), Taranu Florin (150), cl. VI Albu Delia (350), Bobeica Bianca (270), 
Copicel Mara (350), Ghionea Maria (310), Insur&telu Emilian (360), Martin Iulia 
(360), Mata Xenofont (320), Stoicescu Alexandru (360, Tuvec Robert (360), Ghinet 
Alin (360). 

CONSTANTA (CONSTANTA) Lic. ,, Ovidius“ cl.V Beghim Genghiz (250), 
cl. VI Popa Eduard Costin (130), Teacaé Maria (150), cl. VII Mocanu Andrei Florentin 
(70), Puflene Alex Costin (170); C.N. ,, Mircea cel Batrén“ cl.V Balagiu Darian (150), 
Velcea Sergiu Mihai (50), Zaharia Alexandru (50), cl. VI Daim&garu George (50), 
Panait Demetria Ilinca (110), Preda Alexandru Ioan (130), Simionov Bogdan (350), 
Stelea Karina Sanziana (130+180), Vellea Sergiu Mihai (60), Zaharia Vanda (90), 
Zamfir Daria Maria (60), cl. VII Ibadula Ella Nelin (50), Hristu Stelian (110), Tu- 
dora Stefan Tiberiu (120+100+120+70), cl.X Caraman Ioana (60), Lupagcu Daniel 
Alexandru (60), Meva Hakan (60), Musat Irina (60), Stetcu Alexia (60), cl.XI Buriu 
Nicoleta (50), Cucoanig Cristina (50), Dincd Bogdan Cristinan (50), Gherghelegiu 
Andreea Diana (50), Iliaz Daianda Adriana (50), Patraéhau Irina Maria (50), Pitu 
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Atanase (50), Prajisteanu Patricia (50), Strambeanu Ana Maria (50), Zavaleanu 
Laura (50), fara mentiune de clasd: Tita Paula (60+60). 

CRAIOVA (DOLJ) $§.g. 2 ,, Traian“ cl.VI Vladu Denis Marius (210), cl. VII Pi- 
ciu Razvan (80); S.g. 24 ,,SfGheorghe“ cl. VII Mois& Radu (70); C.N. ,,Carol I“ 
cl.X Tudor Andrei (60); C.N. ,,Fratit Buzesti“ cl.IV Vasilescu Ruxandra Elena (50), 
cl.V Alecsie Ariana Gabriela (70), Ciuperceanu Vlad (210), Ciurea Maria Alexandra 
(230), cl. VI Paun Andreea (80), cl.IX Anghel Andreea (100), Baciu Simina (110), 
Badea Alina Gabriel (100), Boboc Bianca (100), Bulmaci Andrei (70), Busuiocescu 
Martha (80), Buse Teodor (190), Calina Anca (100), Cricorian Ana Maria (100), 
Dinu Milena Elena (100), Firtulescu Andrada (110), Flueran Denis (110), Georgescu 
Mihai (110), Ignat Andreea (100), Ionescu Ana Maria (90), Ivanovici Alexandra 
(100), Mateescu Cristina Georgiana (1109, Macegsanu Andreea (100), Nicorescu 
Sarah Theodora (80), Pascu Anca (100),Parva Maria (100), Putere Madalina (110), 
Radeanu Andreea (110), Sima Diana Maria (110), Stancu Ana Maria (110), Stanga 
Bianca (110), Tanasuica Alexandru (110), Uta Eden (100), Zamfir Ciobanu Alina 
Andreea (80), cl.X Ciulicaé Cristian (160), Dragomir Alexandru (150); C.N. Peda- 
gogic ,,otefan Velovan“ cl.IX Vartejaru Mihai (60). 

CUGIR (ALBA) C.N. ,,.David Prodan“ cl.[X David Mihai Alin (80). 

CURTEA DE ARGES (ARGES) 9.9. ,,Mircea cel Batrén“ cl.IV Pauna Maria 
Ioana (200+310+310+150+170+120).. 

DARMANESTI (BACAU) Lic. tehnologic cl.VI Ariton Ioana (360). 

DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,,Decebal“ cl.VI Doda Larisa (70), (70+-80), Petrut 
Precopie Urban (190), cl. VII Borlea Adela (70), Popovici Andreea (230), Stanescu 
Alexia (80). 

DOROHOI (BOTOSANI) 9.9. ,,Mihail Kogdlniceanu“ cl.V Rebenciuc Tudor 
Stefan (100). 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.9. Alice Voinescu“ cl.VII 
Parvuceanu Alexandru (50); ,,Petre Sergescu“ cl. VI Pau Denisa (90); C.N. ,, Traian“ 
cl. VII Cojocaru Armand (80), Cretescu Maria (80), Pocovniocu Ana Maria (80), 
Radulescu Roxana (80), cl.X Balaci Andreea (100), Draghici Ruxandra (100), Lungu 
Vlad (100), Peleasa Teodora (100), Rupa Roxana (100), cl.XI Albu Mihaela (100), 
Benga Cristina (100), Buzulica Arlette (100), Chicet Clara (100), Filip Nadine 
(100), Florea Bianca (100), Nuhaiu Teodora (100), Popescu Ruxandra (100), Saracin 
Denisa (100), Socolescu Andrei (100), Toma Denisa (100), Traila Valentin (100); 
C.N. ,,Gh. Titeica“ cl.VII Stretcu Mihai Catalin (280). 

FAGET (TIMIS) Lic. ,, Traian Vuia“ cl.X Balu Alexandra Aida Madialina (100). 
FALTICENI (SUCEAVA) C.N. ,,Nicu Gane“ cl.VI Grigorescu Lorena (100 + 
40 + 100). 

FARCASA (MARAMURES) 9.9. ,,Lucian Blaga“ cl.VI Lopaté Georgiana 
(140-+120+70). 

FETESTI (I[ALOMITA) $9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ cl.V Dobre Maria Adina (80), 
Stoica Eduard Gabriel (70), cl. VII Ovreiu Auras Danut (220), cl. VIII Toma Carmen 
(80). 

FRECATEI (TULCEA) §$.9. cl. VI Halciuc Alexandru (60). 

GALATI (GALATI) 9.9. 13 ,,$tefan cel Mare“ cl.IV Murgoci Cristina Andreea 
(320); C.N. ,, Vasile Alecsandri“ cl.V Murgoci Cristina (40). 
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GARDANI (MARAMURES) 9.9. cl. VIII Ardelean Aida Renata (70+70), Eri- 
san Ionut, (60). 

GIURGIU (GIURGIU) $.g. 7 cl.V Damian Theodor (160), Dinu Stefan Cristian 
(50), Ungureanu Larisa (90). 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) 9.9. 1 cl.VI Moise Luca (120); $.g. , Tudor 
Balan“ cl. VI Miros Razvan (130). 

HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ cl. VII Mustata Robert Andrei 60+50+ 
50). 

IASI (IASI) $.9. ,,B.P. Hagdeu“ cl. VI Duceac Ioana Cristina (90), Godzin Andreea 
Letitia (180), Luchian Eduard (150), Tarcan Stefania (150), Tatarusanu Emanuel 
(150), Tataruganu Vicentiu Vasile (150), cl. VII Holbura Ana Maria (100), cl. VIII 
Cojocaru Andreea Daniela (100); C.N. ,,Emil Racovitd“ cl. VII Radu Iulia (30); C.N. 
»G. Ibrdileanu“ cl. VI Prodan Petru (110), Tanase Karina (90); C.N. ,,Costache Ne- 
gruzzi“ cl.V Benchea Sabrina Elena (100), Beschieru Dragos Marius (540), Carstean 
Paul (350), Condurat Vlad (100), Corbu Aida (100), Lefter Lucia Maria (200),Olaru 
Raluca (60), Rusu George (120), Salceanu Andrei (340), Urserescu Teodora Con- 
stantin (250), Zaharia Madeea (80), cl. VI Gavriluta Maria Lucia (60), cl. VII Antohi 
Robert (160); Colegiul National cl.VI Balaban Andra (110), Porcescu Ionut, (220), 
cl. VII Tudor Stefan (40); fard mentiune de scoald si clasd: Marin Iasmina Loredana 
(100). 

ISLAZ (TELEORMAN) 9.9. 1 cl.IV Saliani Matteo (100). 

LERESTI (ARGES) 9.9. 1 cl.V Bivol Theodora (240), Necula Andrei (290), 
cl. VI Dascalu Catalina (170), Soceanu Stefania (140), cl. VIII Buzea Maria Mirabela 
(120), Pahontu Maria Alexandra (130), Vulpoiu Alexandru (120). 

LUGOJ (TIMISOARA) 9.9. 4 cl.VII Ciama Robert (100+110+80). 

LUDUS (MURES) 9-9. ,,J. Viddufiu“ cl. VI Astalug Adrian (100+100+80+100). 
JIBOU (SALAJ) Lic. ,,Jon Agérbiceanu“ cl.XI Vereg Ionut, (140+100). 
MARGHITA (BIHOR) C.N. ,,Octavian Goga“ cl.V Fridea Denis Raul (340+140). 
MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl.VII Barbu Bianca Elena (120), Da- 
nila Teodora (110), Despan Mihaela Rodica (180), Mosor Teodora (200), Posea 
Cristina (140), Stancu Viziri Irina (160). 

MEDIAS (SIBIU) $.g. 5 cl. VI Hanc Darius (100). 

MOVILITA (IALOMITA) §.g. cl.V Georgescu Adriana Tania (110). 
MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cogbuc“ cl.VI Ulariu Corina Elena (80+80). 
NEGRESTI OAS (SATU MARE) Lic. cl.X Dan Paula (80+70). 
ODOBESTI (VRANCEA) Lic. »Duiliu Zamfirescu“ cl.V Achiroaiei Cosmina 
(50), Bebe Andra (50), Danila Emilia Cristina (40), Filip Silvia (50), Jitea An- 
drei (50), cl. VI Neagu Georgiana (60), Onofrei Adelina Gabriela (60), cl. VII Boboc 
Madalina (50), Pepene Catalin (50), Savanopol Andreea Elena (50). 

ORADEA (BIHOR) 9.9. ,,Nicolae Bdlcescu“ cl.V Silaghi Maria (100). 
ORAVITA (CARAS SEVERIN) 9-9. ,,fomul Lodea“ cl.V David Darius George 
(400), Marisescu Giani Ionut cl. VI Balmez Cristina (160); fard mentiune de scoald 
si clasd: Novac Naomi (50+40+30+30). 

PANTELIMON (ILFOV) 9.9. ,Al. I. Cuza“ cl.V Minca Ana (90). 

PASCANI (IASI) Lic. ,,Mihai Busuioc“ cl.V Bortag Alexandra (100). 
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PETRILA (HUNEDOARA) $.9. ,/.D. Sérbu“ fardé mentiune de clasd: Con- 
durat Elena Denisa (70+50+30). 

PITESTI (ARGES) C.N. ,,Zinca Golescu“ cl.VIII Bocancea Maria (70), Du- 
mitrescu Raluca Ioana (80), Soare Bianca (80). 

PLOIESTI (PRAHOVA) $.9. ,,5f. Vasile“ cl.V Munteanu Teodora (70); C.N. 
yd. L. Caragiale“ cl.X Musat Mihai Robert (210); C.N. ,, Mihai Viteazul“ Dragusoiu 
Miruna Ioana (110). 

POTCOAVA (QLT) Lic. ,,Stefan Diaconescu“ cl.VII Ivana Alin Mihail (120). 
RAMNICU SARAT (BUZAU) C.N. ,,Alexandru Viahuté* cl. VII Tatan Miruna 
Maria (70), cl. VIII Lazarescu Vlad (90+80). 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) S.g. ,, lake Ionescu“ cl.III] Bercea Martha 
Joana (110). 

REGHIN (MURES) 9.9. ,,Augustin Maior“ cl.VI Friciu Ionut (50), Oprea Florin 
(90). 

RESITA (CARAS-SEVERIN) 9.9. 2 cl.V Boc Alissia Driada (300), Boloca 
Madalina (430), Floarea Ioana Patricia (310), Milcu Irina Teodora (200), Neveanu 
Alexandra (230), Rusu Adelin Dumitru (310), cl.VI Dumitru Maria (350), Fara 
Eduard Petru (340), Jula Diandra (80), Terfaloaga Mario (340). 

ROMAN (NEAMT) 9.9. , ALI. Cuza“ cl.IV Stafie Costina (110+160). 
ROMULI (BISTRITA-NASAUD) $.9. cl-V Monita Ana Maria (90+100+90). 
SALVA (BISTRITA-NASAUD) $.9. ,, Tiberiu Morariu“ cl.IV Fetti Sofia (100), 
Iacob Floarea (100), Linul Cristian (80), Oprea Ramona (120). 

SATU MARE (SATU MARE) §$.9. ,, Constantin Braéncoveanu“ cl.V Bucsi 
Maya (140). 

4S NGEORZ BAI (BISTRITA-NASAUD) Lic. ,,Solomon Halita“ cl.IX Chisa- 
lita Viorica (120). 

SIMES (ALBA) C.N. ,,ucian Blaga“ cl.IX Filip Liviu Paul (140). 

SIBIU (SEBIU) $.9. ,, Nicolae Iorga“ cl.VII Bischin Maria Andreea (120); $.g. 18 
cl. VI Muntean Flavia (50), cl. VIII Lavionescu Adrian (110); C.N. ,,Gheorghe Lazar“ 
cl. VI Greavu Daniela (120); C.N. ,,Samuel von Brukenthal“ cl.X Oprea Camelia 
(230). 

SIGHETU MARMATIEI (MARAMURES) Lic. ,,Regele Ferdinand“ cl.V 
Visovan Magdalena (70). 

SIMERLA CHUNEDOARA) C.T.T.F. ,,A. Saligny“ cl. VIII Radoiu Vlad Rares 
(60). 

SLATINA (QLT) $.g. ,Hugen Ionescu“ cl.VII Barbu Simina Andreea (100+80). 
SLOBOZIA (IALOMITA) 9.9. 3 cl.V Vigan Stefania (70+70). 

SMARDAN (BUZAU) S.g. cl.V Neagu Alina (100). 

STANISESTI (BACAW) $.9. Balotesti cl.IV Andriescu Andrei (580). 
SUCEAVA (SUCEAVA) 9.9. 3 cl-III Ostin Tudor (70). 

SIMLEUL SILVANIEL (SALAJ) 9.9. »Horea“ cl.V Sandor Alexia (130+90+120). 
TARGU MURES (MURES) 9.9. Liviu Rebreanu“ cl.VII Burtica Cristina 
(400);C.N. ,,Al. Papiu Narion“ férd mentiune de claséd: Sutu Nocola (240); C.N. 
, Unirea“ fdérd mentiune de clasé: Nemes Magda (130).. 

YARGOVISTE (DAMBOVITA) 9.9. .Mthat Viteazul" cl.V Pintoiu Cristina 
(40). 
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TEIUS (ALBA) Lic. cl. VI Osz Strskater Stefania (80). 

TIMISOARA (TIMIS) S.g. 13 cl.V Barsan Patricia Diana (250), Pert Radu 
Craciun (230); Lic. Pedagogic ,,Carmen Sylva“ fara mentiune de clasd: Hugeanu 
Andrada (120); Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.IV Barbieru Crina (80). 

URZICENI (JALOMITA) 9-9: 1 , Alexandru Odobescu“ cl.III Dusi Mihai (70), 
cl.V Petrescu Greta Roberta (70), cl. VII Dumitru Gabriela (60); $.g. 2. ,,J.H. 
Rddulescu“ cl. VII Ispir Oana Raluca (50). 

VAMA (SUCEAVA) fara mentiune de scoala gi clasa: Ostafi Andrei Narcis (40). 


V ARTESCOIU (VRANCEA) 9.9. cl. VIII Cristea Laura (50+50). 
VIDELE (TELEORMAN) 9-9. 1 cl.VI Erimia Clara (140). 
VINEREA (ALBA) 9-9. ,Joan Mithu“ cl. VIII David Mihai (80). 


VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,Bogdan Voda“ cl.XI Simon Gheorghe 
Ionut, (110+100). 


ZAGRA (BISTRITA-N AS AUD) S.g. ,N. Drdganu“ cl.V Fetti Oana Maria 
(170). | 
ZIMNICEA (TELEORMAN) S.g. 3. cl. VII Tancu Mihaela Isabelle (240). 


Blevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonat) la 
clasAé de urmA&torii profesort: 


AIUD (ALBA) C.N. ,, Titu Maiorescu“ Botezatu Stela. 

ALBA IULIA (ALBA) Colegiul Tehnic , Alecandru Domsa“ Manitiu Blandiana; 
Colegiul Tehnic ,,Apulum“ Urcan Mihaela. 

ARAD (ARAD) Lic. ,Adam Muller Guttenbrunn“ Francz Adalbert. 

BACAU (BACAU) 9-9. »Alerandru cel Bun“ Iancu Eugenia; $.9. ,,Al. I. Cuza“ 
Blajut Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) 9-9. »Lucian Blaga™ Keller Otto, Nagy Ana 
Maria; §.g. ,, Vasile Alecsandri“ Salajan Raluca Ana Maria; Lic. de Arte Barsan 
Irina. 

BALS (OLT) Colegiul Tehnic Stroie Manuela. 

BARLAD (VASLUI) 9-9. 11 ,,George Tutoveanu“ Rotaru Marcel; C.N. ,, Gheorghe 
Rosca Codreanu“ Mihalcea Dumitru. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) 9-9. ,,Mthat Eminescu“ Bucur Mariana; 
S.g. ,9tefan cel Mare“ Morar Horatiu; C.N. ,,Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 
BORSA (MARAMURES} Lic. Mihali Marinela. 

BOZOVICI (CARAS-SEVERIN) Lic. ,,Eftimie Murgu“ Rancu Pavel. 
BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 ,Diaconu Coresi“ Bocu Dorina (120), Santea Mi- 
hala, Popa Maria; $.g. 5 Minea Delia; $.g. 27 ,,Anatol Ghermanschi“ Bajan 
Mariana; C.N. ,,Andrei Saguna“ Cataron Adriana, Ciupala Catalin; C.N. ,,Grigore 
Moisil“ Olteanu Mariana; C.N. ,, Unirea“ Pancischi Elena. 

BRAILA (BRAILA) 9-9. »Fanus Neagu“ Pa&un Victor; Lic. Pedagogic ,,D. 
P. Perpessicius“ Serban George Florin; C.N. ,,Nicolae Bdlcescu“ Botea Carmen, 
Danielescu Iulian, Danilescu Gabriel. 

BUCURESTI 9-9. 56 Radu Dana; $.g. 113 Verdeg Ioana; §.g. 114 ,,Principesa 
Margareta“ Creosteanu Maria; $.g. 190 Vlad Gabriela; $.g. ,,Al. I. Cuza“ Cretu 
Cristina; Complerul Educational ,,Lauder-Reut“ Revencu Ileana; Lic.  ,, Nicolae 
Iorga“ Chiose Manuela; Lic. ,, Stefan Odobleja“ Alexandrescu Ana, Dumitru Camelia; 
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C.N. ,,Gheorghe Lazdr“ Simion Petre; C.N. ,. Mihai Eminescu“ Mutafei Lucia, Sa- 
vulescu Dumitru, Voinea Marian. 

BUZAU (BUZAU) 98.9. 15 ,,G.E. Palade“ Stanciu Neculai. 

CARANSEBES (CARAS-SEVERIN) Lic.,,Decebal“ Coraci Carina; Lic. ,, Tra- 
tan Doda“ Dragomir Delia. 

CALAN (HUNEDOARA) Lic. ,,Ovid Densugianu“ Dinigani Manuela. 
CALARASI (CALARASI) $.g. , Carol I“ Furtuna Sorin, Predoiu Eugen. 
CALIMANESTI (VALCEA) Lic. tehnologic de turism Smarandache Valentin. 
CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,,Oprea Iorgulescu“ ‘Tentu Isabela. 
CHIUIESTI (CLUJ) $.g. Bob Cristina Nastasia, Gavril Petrut. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) Lic. ,,Onisifor Ghibu“ Tivadar Monica. 
COMANESTI ( BACAU) $.g. ,,Liviu Rebreanu“ Purcariu Mihaela, Gloambeg 
Toma. 

CONSTANTA (CONSTANTA) Lic. ,, Ovidius“ Gurgui Adriana; C.N. ,, Mircea 
cel Batran“ Cavachi Nicolae, Contanu Mihai, Gache Florian, Frecus Viorica, Gache 
Florian, Zarna Catalin. 

CRAIOVA (DOLJ) $.g. 2 ,,Traian“ Pometescu Valerica; $.g. 24 ,,Sf.Gheorghe“ 
Patrascu Mariana, Pometescu Valerica; C.N. ,, Carol I“ Ciurcea Raluca; C.N. ,, Fratii 
Buzesti“ Ciuperceanu Marian, Dana Camelia, Dovan Oana, Ionescu Maria, Popa 
Marin, Radulescu Teodora, Tutescu Lucian; C.N. Ped. ,,Stefan Velovan“ Moanta 
Cristian. 

CUGIR (ALBA) C.N. ,,David Prodan“ Mihai Claudia. 

DARMANESTI (BACAU) Lic. tehnologic Harlea Cristina. 

DEVA (HUNEDOARA) CN. ,,Decebal“ Lint Dorin. 

DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) $.9.,,Alice Voinescu“ Coada 
Carmen; $.g. ,,Petre Sergescu“ Malineanu Gabriela; C.N. ,, Traian“ Cainiceanu 
George; C.N. ,,Gheorghe Titeica“ Stretcu Daniel. 

FAGET (TIMIS) Lic. ,,Traian Vuia“ Neag Ioan. 

FALTICENI (SUCEAVA) C.N. ,,Nicu Gane“ Solcanu Vasile. 

FARCASA (MARAMURES) $.9. ,,.Lucian Blaga“ Sava Gheorghe. 
FETESTI (IALOMITA) 9.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ Halmagiu Nicolae, Nicolescu Ion. 
FRECATEI (TULCEA) $.g. Morozencu Ionel. 

GALATI (GALATI) $.g. 13 ,,Stefan cel Mare“ Croitoriu Mirela; C.N. ,, Vasile 
Alecsandri“ Zamfir Romeo. 

GARDANI (MARAMURES) 9.g. Lopata Angela. 

GIURGIU (GIURGIU) $.g. 7 Dinca Gabriela Camelia. 

GURA HUMORULUI (SUCEAVA) $.9. 1 Munteanu Eugen; 9.9. _,, Tudor 
Balan“ Munteanu Liliana. 

HARLAU (IASI) C.N. ,,Stefan cel Mare“ Neicu Aurel. 

IASI (IASI) 9$.9. ,,B. P. Hasdeu“ Boboc Romela, Chiriac Constantin; C.N. ,,Emil 
Racovité“ Pitu Leon; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Chirila Constantin; C.N. ,,Costache Ne- 
gruzzi“ Sava Radu, Zanoschi Adrian; Colegiul National Benta Valerica. 

LUGOJ (TIMISOARA) $.9. 4 Gheorghita Sebastian. 

LERESTI (ARGES)} 9.9. 1 Ungureanu Gheorghe. 

MIBOU (SALAJ) Lic. ,,Jon Agérbiceanu“ Sapaceanu Liviu. 

MARGHITA (BLHOR) CN. ,,Octvian Goga“ Ursan Rodica. 
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MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

MEDIAS (SIBIU) 9§.g. 5 Marculetiu Carmen. 

MOVILITA (IALOMITA) $.g. Chircugi Antonigel. 

MOTRU (GORJ) C.N. ,,George Cogbuc“ Rabu Minodora. 

NEGRESTI OAS (SATU MARE) Lic. Bud Adrian. 

ODOBESTI (VRANCEA) Lic. ,,Duiliu Zamfirescu“ Tarciniu Vasile. 
ORADEA (BIHOR) $.9. ,,Nicolae Bdlcescu“ Szatmari Dorina. 

ORAVITA (CARAS-SEVERIN) 9.9. ,,Romul Lodea“ Tancu Maria. 
PASCANI (IASI) Lic. ,,.Mihai Busuioc“ Ilacob Gheorghe. 

PANTELIMON (ILFOV) 9.9. ,,Al. I. Cuza“ Cretu Cristina. 

PETRILA (HUNEDOARA) 9.9. ,,J.D. Sdrbu“ Marchidan Minodora. 
PITESTI (ARGES) ,,C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) 9.9. ,,Sf. Vasile“ Pana Tatiana; C.N. ,,Jon Luca Cara- 
giale“ Purcaru Octavian; C.N. ,, Mihai Viteazul“ Stegaroiu Malina. 

POTCOAVA (OLT) Lic. ,,Stefan Diaconescu“ Ivana Valeria. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) CN. ,,Alerandru Vlahuté“ Laz&rescu Dragos, 
Neagu Constantin Mihai, Tatan Ovidiu. 

RAMNICU VALCEA (VALCEA) §.9. ,,Take Ionescu“ Grigorescu Luminita. 
RESITA (CARAS-SEVERIN) $.g. 2 Draghici Mariana. 

ROMAN (NEAMT) 9.9. ,, ALJ. Cuza“ Geman Maria. 

ROMULI (BISTRIT A-NASAUD) $.g. Calini Rodica. 

SALVA (BISTRITA-NASAUD) 5$.9. ,, Tiberiu Morariu“ Ceuca Letitia. 
SANGEORZ BAI (BISTRITA-NASAUD) Lic. ,,Solomon Halitdé“ Stepoaie 
Vasile. 

SEBES (ALBA) C.N. ,,Lucian Blaga“ Todor Petru. 

SIBIU (SIBIU) 9$.9. ,, Nicolae Iorga“ Marcut Teodor; $.g. 18 Ardelean Liviu; 
C.N. ,, Gheorghe Lazar“ Serb Delia; C.N. ,,Samuel von Brukenthal“ Bottesch Martin, 
Bozdog Constantin. 

SIMERIA (HUNEDOARA) C.T.T.F. ,,A. Saligny“ Patrichi Adriana. 
SLATINA (OLT) 9.9. ,,Eugen Ionescu“ Nasui Mariana. 

SLOBOZIA (IALOMITA) $.g. 3 Dinu Razvan. 

SMARDAN (BUZAU) §$.9. St&nescu Ion. 

STANISESTI (BACAU) $.9. Balotesti Coman Costica. 

SUCEAVA (SUCEAVA) 9§.g. 3 Croitor Janina. 

SIMLEUL SILVANIEI (SALAJ ) $.g. ,Horea“ Crogan Adriana Teodora. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) 9.9. ,,Mihai Viteazul“ Muscariu Simona. 
TARGU MURES (MURES) 9.9. ,,Liviu Rebreanu“ Ganta Florica; C.N. ,,Al. 
Papiu“ Ganta Vasile; C.N. ,, Unirea“ Blaga Cristinel.. 

TEIUS (ALBA) Lic. Barbuletiu Mihai Stefan. 

TIMISOARA (TIMIS) $.g. 13 Buse Gabriela; Lic. ,,Grigore Moisil“ Lic. Peda- 
gogic ,,Carmen Sylva“ Postaru Ana. 

URZICENI (IALOMITA) $.g. 1 ,,Alerandru Odobescu“ Crangasu Ion, Popescu 
Delia, Stanciu Roxana; $.g. 2 ,,J. H. Radulescu“ Janes Marina. 

VARTESCOIU (VRANCEA) 9.9. Chircu Gheorghe. 

VIDELE (TELEORMAN) 9.9. 1 Constantinescu Florica. 

VINEREA (ALBA) 9.9. ,,Joan Mihu“ Drogotel Viorica. 
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VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,.Bogdan Voda“ Pop Vesel Floare. 
ZAGRA (BISTRITA-NASAUD) $.9. »Nicolae Drdganu“ Tebieg Ioana. 
ZIMNICEA (TELEORMAL) 9.9. 3 Vlad Emil. 

Fara montinne de localitate gi judet: 


fo perioada 6 octombrie -- 18 noiembrie 2014, au trimis solutii la 
probleme pentru Concursul Gazeta Matematica gi ViitoriOlimpici.ro 
urmatorii elevi: 


BOTOSANI! (BOTOSANI) §.g. 17 cl.IV Dumbraveanu Alexandru. 

BRASOV (BRASOV) C.N. ,,Andret Saguna“ cl.V Cirjan Teodora Gabriela, cl.X 
Manea Dragos. 

BRAILA (BRAILA) Lic. Ped ,,D.P. Perpessicius“ cl.VI Neacgu Georgiana; C.N. 
»Nicolae Balcescu“ cl. VII Anghel Maria Andreea, Burlacel George, Cristache Ionut 
Gabriel. 

BREZOi(V ALCE A) Lic. Teoretic cl.ITV Stanculescu Alexandra, cl. VI Stanculescu 
Gabriel. 

BUCURESTI 9.9. 79 cl.IV Feodorov Miruna; Sc. Europeand cl.V Popescu Ioana; 
Lic.International de Inform. Hendoreanu Ana Daria. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,Oprea Iorgulescu“ cl.V Jipa Darius 
Andrei; C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl.IX Serboi Florea-Dan. 

CRAIOVA (DOL) C.N. ,,Fratit Buzegti“ cl.V Ciuperceanu Vlad Mihai, cl. VII 
Balaci Andrei. 

[ASL (LAS¥) Colegiul National cl.V Ciocoiu Alexandru Boris, cl. VIII Obada George 
Teodor, cl. IX Obada Stefan Alexandru; C.N. ,,Emil Racovita“ cl. VII Minea Mihai. 
NASAUD (BISTRITA-NASAUD) $.9. Mihai Eminescu“ cl.IV Moca Andrei 
Catalin. 

PASCANY (f{AS]I) 9.9.  ,Jordache Cantacuzino“ cl.V Buga Georgiana-Daria, 
Gheorghe Miruna Emilia, Parlog Denisa-Gabriela, cl. VI Davidoaia Alexandru Ionut, 
Doroaga Iulia-Elena, cl.VII Jitniuc Delia-Andreea, Lupoaea Ana-Maria, cl.VIII 
Lungu Silviu-Marian. 

PYTESTI (ARGES) 9.g. 4 cl. VII Voicu Ciprian. 

PLOLESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Jean Monnet“ cl.IV Taga Stefan, cl. VI Rosu 
Delia Ioana. 

ROSIORIL DE VEDE (TELEQRMAN) C.N. ,,Anastasescu“ cl.VII Stefan 
Alexandra Maria. 

SIBLU (SIBIU) C.N. ,,Gheorghe Lazar“ cl.VI Greavu Daniela. 

SLATINA (OLT) 9.9. ,Zugen Ionescu“ cl.V Tolu Diana, cl. VI Paunescu Bianca 
Andreea. 

TIMISOARA (TIMIS) Lic. ,,Grigore Moisi" cl. VIII Paulescu Ioana. 


EFlevii care au trimis solutii la probleme pontru Concursul Gazeta 
Matematica 3i ViltoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmatoril 
profesori: 


BOTOSANI (BOTOSANI) 9.9. 17 Rada Nastasia. 
BRASOV (BRASOV) C.N. ,,Andret Saguna“ Ciupala Gabriel, Cirjan Gheorghe 
Razvan. 


BRAILA (BRAILA) Lic. Pedagogic ,,D.P. Perpessicius“ Serban George-Florin, 
C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Botea Carmen. 
BREZOI (VALCEA) Lic.Teoretic Burlan-Mitu Olivia-Simona, Dumitrescu 


Realizarea suplimentului este coordonata de: 


Prof. Ion Cicu, redactor G.M.-B 

Conf. univ. dr. Alexandru Gica, Bucuresti 

Prof. univ. dr. Radu Gologan, Bucuresti, responsabil de proiect 
Prof. Cristian Lazar, Iasi 

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti 

Asist. univ. Alexandru Negrescu, Bucuresti 


Nota. Se primesc solutii pan& la 31 martie 2015 (data postei). (N.R.) 


bunicul atunci cand suma varstelor celor trei nepoate va fi egala cu suma 
varstelor celor doi nepoti? 


Ioana Onofrei, Pagcani 


S:P14.150. Radu si-a propus sa lucreze in vacanté un numéar de pro- 
bleme. In luna iunie a lucrat un sfert din numarul problemelor. In luna iulie 
a lucrat o treime din cat i-a ramas, iar in august a lucrat 40 de probleme. 
Cate probleme si-a propus Radu sa rezolve, dac&i in septembrie mai are de 
rezolvat 42 de probleme? 


Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.151. Nicu vrea sai cumpere mai multe reviste Gazeta Matema- 
tica. Dac& ar cumpara 7 reviste i-ar mai ramane 10 lei, iar daca ar dori sa 
cumpere 9 reviste ar mai avea nevoie de 10 lei. Care este pretul unei reviste? 

Neculai Stanciu, Buzau 


S:P14.152. Niste copii au 3 pere si 5 mere fiecare, iar altii au 2 pere 
si 4 mere fiecare. In total, au 7 pere. Cate mere au in total? 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculat Stanciu, Buzdu 


S:P14.153. Determinati numerele ab stiind ci 7 x ab = 4 x ba. 
Gheorghe Iacob, Pascani 


S:P14.154. Se stie cé Adrian, Anda, Dan, Laura si Andrei fac parte 
din echipe care au participat la un concurs. Ascultém discutia lor. 

Andrei: Colegei mele de echipa ii place tenisul. 

Laura: Colegului meu de echipa ji place sahul. 

Dan: Nu am baieti in echipa. 

Adrian: Colegului meu de echipa nu fi place boxul. 

Anda: In echipa mea mai sunt doi colegi. 

Cate echipe sunt si care sunt numele copiilor din fiecare echipa? 
Nicolae Ivdschescu, Craiova 


S:P14.155. Intr-o clasa cu 15 baieti sunt 10 baieti blonzi si 11 baieti cu 
ochi céprui. Care este numarul minim posibil de baieti blonzi cu ochi caprui 
in acea clasé ? Dar cel maxim ? 

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzadu 


S:P14.156. Nicu are de rezolvat 3 fise cu cate 10 probleme fiecare. De 
pe prima fis& a lucrat un numar de probleme. De pe a doua fisa a lucrat cate 
i-au rémas nelucrate pe prima fisa, iar de pe a treia fisé a lucrat 7 probleme. 
Cate probleme mai are de rezolvat? 

D.M.Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculaz Stanciu, Buzau 


S:P14.157. Calculati 


4+5 x [40+8 x (40—36)] x 4+{25+4+ [14x15 :2—5x (5x 4-36 : 3)|} x 6430. 


$:£14.285. Daniela impreuna cu tatal ei si cu bunica sa au 90 de ani. 
Peste 2 ani tata va avea de 8 ori varsta ficei, iar bunica de doua ori varsta 
actuala a tatalui. Ce varsta are fiecare? 
Gheorghe Avddanei, Fantana Mare, Suceava 
S:E 14.286. a) Calculati 41? + 18? + 3?. 
b) Scrieti numarul 201479! ca o sumé de trei patrate perfecte. 
Kugeniu Blajut, Bacadu 
S:E14.287. Scrieti numarul a = 72014 — 72018 _ 72012 ca o suma de 
doua patrate perfecte. 
Kugeniu Bléjut, Bacau 


S:E14.288. Determinati numerele naturale de forma abc care impartite 
la suma cifrelor dau catul 10 si restul 9. 
Vasile Scurtu, Bistrita 


S:E14.289. Determinati cifrele x, y, z pentru care xyz + yz%+zry = 
2727. 


Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin 


S:E14.290. Aratati ci numarul 12914 + 52014 + 62914 nu este pa&trat 
perfect. 


Clasa a VI-a 
S:E14.291. a) Calculati suma 
S = 3135 4.8. 3133 4 96. 3130 4 99. 3126 4 949.3121 4 3121 __ 4. 
b) Aratati ca S se divide cu 10. 


Luca Tuté, Buzau 


S:E14.292. Determinati toate multimile {a,b,c} C N pentru care 
a-b-c= 4608 si cel mai mare divizor comun al numerelor a, J, c este 4. 
Vasile Scurtu, Bistrita 
S:E14.293. Determinati numerele prime a, ), c stiind ca 


175a + 466 + 180c = 2015. 


Eugeniu Blajut, Bacau 


S:E14.294. Se considera cinci numere naturale nenule. Aratati ca, 
daca suma oricadror patru dintre numere se divide cu 5, atunci fiecare numar 


se divide cu 5. 
Anton Negrilda, Ploiesti 


S:E14.295. Sa se arate ca oricare ar fi n numar natural, numarul 
a00...0bc — abc este divizibil cu 45. 
— 


n—ort 
Gheorghe Iacob, Pascani 
S:E14.296. Aratati ci numerele naturale care contin o cifra egala cu 
1, doua cifre egale cu 2, trei cifre egale cu 3, patru cifre egale cu 4, cinci cifre 
egale cu 5, sase cifre egale cu 6, sapte cifre egale cu 7, opt cifre egale cu 8 si 
noua cifre egale cu 9 nu sunt patrate perfecte. 
Marian Ciuperceanu, Craiova 


S:E14.297. Determinati numerele prime a, 0, c stiind ca 
19a + 386 + 58c = 2014. 


Eugenu Blajut, Bacau 


S:E14.298. Determinati numerele naturale a si b stiind ca sunt mai 
mari decat 30, au produsul egal cu 3888 si cel mai mare divizor comun al lor 
este 18. 

Eugeniu Blajut, Bacau 


S:E£14.299. Determinati numerele naturale p pentru care numerele 

p, p—14, p—12, p—10, p—6, p—4, p+2, p+6 sunt simultan numere 
prime. 

KBugeniu Bléjut, Bacau 


1 1 1 
S:E14.300. a) Calculati 5 + r +: r+ 
1 1 1 
b) Determinati cifrele x, y, z pentru care — + — 4+ —=—. 
ry yz ze 14 


Aurel Dobosan, Lugoj 


Clasa a VII-a 


S:E14.301. Fie numerele rele a1, a2, a3,...,@n,21,22,23,..-,Xn astfel 
incat 7} = a2: a3°-...: An + —, X22 = Pe rene oe ee 
Q1 a2 
fn = G1 G2°...° Any FO §1 01-21 + a2-T2+...+dn-tr=n— 1. 
Aratati ca Lote eee mead 


Vasile Scurtu, Bistrita 


S:F14.302. In triunghiul ABC cu m(<B) = 40° si m(XC) = 80°, 
pe bisectoarea [BD, D € AC a unghiului B se ia punctul F astfel incat 
[DE] = [AB]. Determinati masura unghiului «AED. 

Ion Tudor, Babana, Arges 


S:E14.303. Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi. Stiind ca 
a*b? +4 = a? + 3ab, bc? +4 = b? + Bbc, cea? +4 = Cc? + Bac, aratati cd 
triunghiul este echilateral. 


Anton Negrild, Ploiesti 
S:E£14.304. Rezolvati ecuatia 


r+4 2412 2428 r+4(n?-n+1) 4 
1 3 zg 5 ee a eae ae =i; 


unde n este un numar natural nenul. 
Ion Safta, Pitesti 


S:E14.305. Fie z numar real astfel incat 277 + 52+ 6 si 3277+ 42+4+5 
sunt numere rationale. Aratati ca x este numar rational. 


Vasile Scurtu, Bistrita 


5:E£14.306. Pe laturile AB si BC ale triunghiului echilateral ABC se 
considera punctele D, respectiv E astfel incaét [BD] = [BE]. Daca O este 

mijlocul lui (AD) si {F} = EON AC, aratati ca [EA] = [DF]. 
Eugeniu Blajut, Bacau 


S:E14.307. Fie ABCD un trapez isoscel (AB || CD, CD < AB) in 
care AD = DC = BC si m(<xA) = 40°. Pe semidreapta (AD se considera 
punctul FE, D € (AE) astfel incét DE = AC. Aratati ca EC 1 BD. 


Eugentu Blajut, Bacau 


S:E14.308. a) Aflati numerele prime p pentru care p* + 2 este numar 
prim. 
b) Exist’ numere prime p pentru care p* +4 este numar prim? Justifi- 
cat. 
Ovidiu Bobb, Copalnic Manastur, Maramures 


S:E14.309. Pe laturile BC si CD ale patratului ABC'D se conside- 
ra punctele M, respectiv N astfel incat BM + DN = MN. Aratati ca 
m(NAM) = 45°. 


Eugentu Blajut, Bacau 


S:F14.310. In triunghul ABC, M este un punct mobil pe latura (BC). 
Paralelele prin B si C la AM intersecteazi pe AC’ si AB in N, respectiv 
BN+CP 

AM 
punctului M pentru care se obtine aceasta valoare. 


P. Aflati cea mai mica valoare a raportului si precizati pozitia 


Ion Pirse, Campulung Muscel 


Clasa a VIII-a 


S:E14.311. Determinati numerele reale x, y, z pentru care 
erty4+2-—21=2V7—-—444/y—-94+6V2z — 22. 


Eugeniu Blajut, Bacau 


S:E14.312. Determinati numarul natural n, care micsorat cu 105, 
respectiv marit cu 106, da de fiecare data, cate un patrat perfect. 
Aurel Dobosan, Lugo} 
S:E14.313. In paralelipipedul ABCDA'B’C'D’ notam cu M, N, P 
proiectiile punctului A pe BD, A’D, respectiv A’B. Aratati cd dreptele A’M, 
BN si DP sunt concurente. 
* kX 


S:E14.314. Sa se demonstreze ca nu exista numere naturale x si y 
pentru care x? + y? = 2014. 
Kugeniu Blajut, Bacdu 


1 1 1 
S:E14.315. Fie x, y numere rationale nenule astfel incat —+— = ——. 
x y 2014 
Aratati ca fe — 53 = — 53 este numar natural. 


Vasile Scurtu, Bistrita 
S:E14.316. a) Aratati cd oricare ar fi a > 0,b > 0 numere reale avem 
atb— a* + be 
a 2 ; 
b) Daca a, b,c sunt numere reale pozitive astfel incat /a+Vb+/c = 5 


demonstrati ca \/ 8a + ; a 4/85 + 5 = \/8¢+ 5 > 1. 


Dan Serboi, elev, Campulung Muscel 


S:E14.317. Aflati numerele naturale nenule pentru care 
a+b6b+c+d+ bcd + acd + abd + abc = 8V abcd. 


Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin 


S:E£14.318. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt 
a = (x* — y”)(z? — t”), b = 2ry(z? — t”) sic = 2zt(x? + y?), 


unde z, y, z, ¢ sunt numere naturale nenule cu z 4 y si z 4 t. Aratati ca 
lungimea diagonalei paralelipipedului este un numar natural. 
Petru Braia, Satu Mare 


5:£14.319. Se da expresia 


3 
Els. 2) a8 be 4 4 4 ey 8 ee ee Oe se eS 


S:L14.284. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A cu masura unghiu- 
lui C de 30°. Daca [AD] este inaltimea din A, J este centrul cercului inscris iar 
T este mijlocul segmentului [BI], aratati ca (AT este bisectoarea unghiului 
BAD. 

Neculai Stanciu, Buzdu si Titu Zvonaru, Comanesti 

S:L14.285. Consideram patrulaterul inscriptibil ABCD si fie H, res- 
pectiv H’, ortocentrele triunghiurilor ABD si ABC, iar G, respectiv G’, 
centrele de greutate ale triunghiurilor HAD si H’BC. 

Aratati ci dac&é 3GG’ = AB + 2CD atunci AC = BD. 

Petru Tudor, Sebes 


S:L14.286. Determinati toate tripletele de numere naturale care sunt 
simultan in progresie aritmetica si in progresie geometrica. 


S:L14.287. Claudiu a plasat intr-o banca un capital initial Co = 1500€, 
cu o dobanda simpla anuala de 5%, adica in fiecare an noul capital este egal 
cu capitalul anului precedent la care se adauga 5% din valoarea capitalului 
initial. Notam cu C,, capitalul lui Claudiu dupa n ani, exprimat in euro. 

a) Aratati ca sirul (C;,)n reprezinta o progresie aritmetica. 

b) Exprimati C;, in functie de n. 

c) Ce capital va avea Claudiu dupa 12 ani? 

d) Dupa cati ani capitalul lui Claudiu va fi dublu fata de cel initial? 


S:L14.288. Un fierar loveste incontinuu, cu o lovitura pe secunda, o 
bucata de fier cu grosimea de 1 cm, pentru a obtine o bucata de doua ori mai 
subtire. La fiecare lovitur’, grosimea metalului scade cu 1%. In cat timp va 
obtine fierarul bucata dorita? 

S:L14.289. Aratati cd sirul (un),,.,, ce reprezinta ariile suprafetelor 
din figura de mai jos, formeaz& o progresie aritmeticda (uw; reprezinta aria 
semidiscului de raza 1, ug reprezinta diferenta dintre ariile semidiscului de 
raza 3/2 si cel de raza 1 si aga mai departe). 


S$:L14.290. Povestea sahului. Regele Persiei a vrut sa il recompen- 
seze pe cel care a inventat sahul. Acesta din urma i-a cerut regelui s& puna 


pe primul patrat al tablei un bob de gradu, pe al doilea patrat doud boabe 
de grau, pe al treilea patrat patru boabe de grau, apoi opt boabe si asa mai 
departe, pana ajunge la cel de-al saizeci si patrulea p&trat. 
a) Daca notaém cu G, numarul boabelor de grau de pe patratul n, 
aradtati ca numerele G,Go,...,Ggq sunt in progresie geometrica. 
b) Cate boabe vor corespunde intregii table de sah? 
c) Dac& 1024 de boabe de grau cantaresc 100 de grame, care este masa 
tuturor boabelor de grau de pe intreaga tabla de sah? 
d) Daca productia unei tari este de 35 de milioane de tone de grau pe 
an, in cat{i ani s-ar umple cu grau tabla de sah? 
(Pentru delectare recomandam cartea: Mihail Sadoveanu - Aventurile sahului.) 
* ok 


Clasa a X-a 


S:L14.291. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 
1 
logs (: + | = 3x7 — 22°. 
Ae 


D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculat Stanciu, Buzaiu 


S:L14.292. Determinati valorile reale x pentru care are loc relatia 
V2e—-14+73—2=24 V2 -2. 
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdiu 
S:L14.293. Determinati forma termenului general al sirului (r)n, 
definit recurent prin 9 = 2,21 = 4,23, = 124, 2n, pentru orice n € N. 
Vasile Scurtu, Bistrita 
S:L14.294. Rezolvati ecuatia 547 + 277 + 9% + 3” = 2”. 
Traian Tadmiian, Carei 
S:L14.295. Aratati ca daca z € C este de modul 1 atunci numarul 
este real. Care numere reale sunt de aceasta forma? 


z 
1+ 2? 

S:L14.296. Determinati valorile reale x si y pentru care avem, simul- 
tan, 2” — loggy = 7 si 24 + logs xz = 9. 

S:L14.297. Consideram sirul (@n,)n>1 definit prin aj = 4,a2 = 11. 
Aratati ca a 41 — 9 se divide cu ay gi a2 — 5 se divide cu @n41, 1ar Gn $1 An41 
sunt prime intre ele. 

Marius Dragan, Bucuresti si Neculat Stanciu,Buzaiu 


S:L14.298. Ce valori poate lua functia f : N — N definita prin 
(a) = 25(P(z)) 4 2P(S(z)) unde, pentru un numar natural z, scris in baza 10, 
S(z) este suma cifrelor lui x iar P(x) produsul cifrelor sale? 


Lyd 
S:L14.299. Sirul (r,)n>1 este definit prin: 71 = 5 Sh pentru orice 


k>1, te41 =k? + zp. Calculati partea intreagd a numarului 


1 1 1 
+ free fp ——_. 
m+1l = @+1 £1000 + 1 


Olimpiada Rusia 

S:L14.300. Pentru un numar natural nenul n notam (2n)!! = 2-4. 

6---2n si (2n+1)!! =1-3-5---(2n4+1). Dacd n este numar impar, aratati 
cé numarul (2n — 1)!! + (2n)!! se divide cu 2n + 1. 


Clasa a XI-a 


S:L14.301. Fie sirul (%n)n>1, cu 71 = 1 Si Ung. = In + V22 +1, 
n 


pentru orice n > 1. Aratati ca sirul | — este convergent si determinati 
In n>1 
limita sa. 
Gheorghe-Ionut Simon, Viseu de Sus, Maramures 


S:L14.302. Studiati convergenta girului (%p;)n>1, definit prin 

1 = Vm? — Mm gi, pentru orice n € N*, p41 = Vm? —m+4 4n, unde m > 2 
este un numar natural fixat. 

Florin Rotaru, Focgani 


S:L14.303. Fie A si B douad matrice patrate de ordin 2 cu elemente 
reale astfel incat A? + B? + 2AB = Op si det A = det B. 
Calculati det(A? — B’). 


Traian Taéméian, Carei 


S:L14.304. Care este probabilitatea ca, alegand la intamplare o ma- 
trice 3 x 3, cu elementele din multimea {0,1,2}, determinantul ei sa fie un 
numar impar si urma sa fie egala cu 0? 

S$:L14.305. Aratati ci dacad matricele patrate de ordin 2, A si X, 
verificaé relatia AX + XA = X iar tr X = 0, atunci matricele (X A)”, (AX) 
sunt multiple ale matricei-unitate. 

S:L14.306. Fie (r,(a@)), un gir ce depinde de parametrul a € (0, 1]. 


Presupunand ca, pentru fiecare a, girul este monoton convergent iar limita sa 
este egala cu 0, aradtati ca lim raat |z,(a)|=0. Aradtati cé daca sirul nu este 
noo aE/0,1 


monoton, rezultatul nu mai este, in general, adevarat. : 


S:L14.307. Consideram sirul de numere reale (Un)n definit prin: up = 
1 +) v beh es 
= 7 Mun = 5+ tn 7: Aratati ca sirul (un)n este convergent si 


determinati limita sa. 


Pentru urmatoarele trei probleme, consideram ag si b9 dou’ numere 


Be a 2 bn. 

reale, cu dg < bg gi fie sirurile (an)n si (bn)n, definite prin ani. = a Si 
An + 2b, 
bn4ti = ae ee 


5:L14.308. Aratati cd sirul (a, — bn), este o progresie geometrica si 
exprimati termenul general al acesteia in functie de n, ag si bo. 


S:L14.309. Aratati ca sirul (an)n este crescator, sirul (b,)n este des- 
crescator si lim (b, — an) = 0 (adica sirurile sunt adiacente). 
TMl— CO 
S:L14.310. Aratati cad sirul (an + bn)n este convergent si aflati limita 
sa. 


Clasa a XII-a 


$:L14.311. Daca a si b sunt numere pozitive, aratati ca 
1 1 
[a ~—2)’dz = [oa — x)°dz. 
0 0 


$:L14.312. Fie (G,-) un grup de ordin 2014 si f si g doud endomor- 
fisme ale sale, g injectiv si f(x) = g(x), pentru orice zr € G. Aratati ci G 
este ciclic. 
Petru Todor, Sebes 
S$:L14.313. Fie g: R > R o functie marginita si f : R - R o functie 
derivabila astfel incat f’ = fg iar f(0) = 0. Aratati ca f este functia nula. 


S:L14.314. Fie f : [0,1] — R, derivabila, cu f’(x) > 1, pentru orice 
x € [0,1] si f(1) = 1. Aradtati ca: 


[ dx 1 
ee, 
o f(xz)+17 2 
$:114.315. Aratati ca functia lui Dirichlet, 


1, rE [0;1]NQ 
0, xe€ [0;1)\Q 


) 


f= 0501+, 702) =| 


nu este integrabila Riemann. 


$:114.316. Aratati ca functia 


1 
a x € [0; 27]\{0, 7, 27} 
0, x € {0,7, 27} | 


f: [0,27] >R, f(a) = 


este integrabila Riemann. 


S:L14.317. Consideram functia F : [0;1] > R, definita prin 
F(x) = 


1 
Aratati c& functia F’ este integrabila Riemann pe [0; 1] si calculati / F"(x)dz. 
0 
Profiturile investitiilor. Presupunem ca peste ¢ ani din momentul de 
fata dou& planuri de investitie vor genera profituri de P,(t), respectiv P2(t), 
cu ratele de profitabilitate Pj(t) si P3(t), ce satisfac Pj(t) > P,(t), pentru 
primii N ani (0<t< N). Atunci E(t) = Po(t) — P(t) reprezinta profitul in 
exces al planului al doilea fata de primul plan. Profitul net in exces este dat 
de 


N N 
NE = E(N) — E(0) = / E'(t)dt = / [P3(t) — Pi(t)] dt. 
0 0 


Peste ¢ ani, o prima investitie va aduce un profit cu rata P;(t) = t? +30 
sute de euro pe an, in timp ce o a doua investitie va genera un profit cu rata 
P3(t) = 2t + 150 sute de euro pe an. 


S:L14.318. Pana cand rata de profitabilitate a celei de-a doua investitii 
oO va depasi pe cea a primei investitii? 


S$:L14.319. Calculati profitul net in exces pentru perioada gasita la 
punctul anterior. 


$:L14.320. Legea lui Poiseuille. Viteza v a séngelui care curge 
printr-un vas sangvin de raza R si lungime / la distanta r fata de axa centrala 
(a vasului sangvin privit ca un cilindru) este data de expresia 


P 


u(r) = re (R*—r*), 


unde P este diferenta dintre presiunile de la capetele vasului iar 7 este vas- 


, , 2a! | lL f* 
cozitatea sangelui. Aflati viteza medie v, = — / v(r)dr a sangelui de-a 


R 


lungul intervalului [0; R]. Calculati raportul dintre viteza maxima, a sangelul, 


Umax, §1 Um- 
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ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE 


ASUPRA INEGALITATII LUI GARFUNKEL 
DAN STEFAN MARINESCU si MIHAI MONEA2) 


Abstract. This article presents Garfunkel’s inequality and extends this 
result in the plane and the space 


Keywords: Garfunkel’s inequality, baricenter, orthocenter 
MSC : 46C15 


In acest articol vom prezenta inegalitatea lui Garfunkel si vom extinde 
apoi acest rezultat in plan si in spatiu. 


1. Introducere 


In [3], J. Garfunkel a propus urmatoarea problema: 


Propozitia 1.1. Medianele AD, BE, CF ale triunghiului ABC rein- 
tersecteaza cercul circumscris acestui triunghi in punctele M, N, respectiv P. 
Atunci: 


a) AM + BN +CP >> (AD + BE+CF); 


2/3 
3 
Doua dintre solutiile date acestei probleme pot fi consultate in [2]. Cea 
de a doua apartine celebrilor matematicieni P. Erdés si M. Klamkim. Mai 
tarziu, J. Garfunkel (vezi [4]) a propus o problema similara. 
Propozitia 1.2. Medianele AD, BE, CF ale triunghiului ABC rein- 
tersecteaza cercul circumscris acestut triunghi in punctele M, N, respectiv P. 
Notam cu G, centrul de greutate a acestui triunghi. Atunci 


GA+GB+GC <GM+GN+4+GP. 


b) AM + BN+CP > —~(AB+BC + AC). 


1) Prof. dr., Colegiul National ,,Iancu de Hunedoara“, Hunedoara. 
2) Profesor, Colegiul National ,,Decebal“, Deva. 
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Este usor de verificat cd rezultatul din propozitia 1.2 este echivalent cu 
anteriorul. Acest ultim rezultat este mai cunoscut si sub numele de inega- 
litatea lut Garfunkel. Prima completare a fost adus& de G. Tsintsifas (vezi 
[8]) sub urmatoarea forma: 


Propozitia 1.3. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Pre- 
supunem ca AG, BG, CG intersecteazd cercul circumscris triunghiului din 
nou in punctele A’, B’, respectiv C’. Atunci: 

a) GA’ + GB'+ GC’ > GC+GB+GC; 

GA GB GC 
b) 1 Al / ary 8) 


c) GA'- GB’. GC' > GA-GB -GC. 


Scopul acestei note este de a generaliza rezultatele descrise anterior. 
Astfel, in sectiunea a treia vom demonstra ca rezultatele cuprinse in Pro- 
pozitiile 1.2. si 1.3 sunt cazuri particulare ale unor situatii pe care le vom 
detalia pe parcursul acelei sectiuni. Mai mult, in sectiunea a patra, vom 
prezenta si o abordare in spatiu, avand ca punct de plecare un caz particular 
a unui rezultat mai general obtinut in 1985 de Klamkin (vezi [5}). 


Propozitia 1.4. Medianele tetraedrului A,A2A3A4 se intersecteazd in 
G $1 reintersecteaza sfera circumscrisa tetraedrului in B,, Bo, B3, respectiv 
By. Atunci: 
a) GA; + GA2 + GA3 + GA, < GB, + GB2 + GB3 + GBy; 
GA; GA g GA3 GAj4 
)a——4+5-—-4+-5--4+>—5° =F 
GB, GBo GB; GB, 
c) GA, -GA>2:-GA3:GA4 < GB; -GB2):-GB3-GB4. 


2. Rezultate preliminare 


Sectiunea a doua este rezervata unui set de rezultate utile. Rezultatele 
cunoscute le vom enunta fara demonstratie. 

Ne vom baza demersul pe notiunea de vector de pozitie. Pentru 0 origine 
fixata si un punct oarecare A din plan sau spatiu vom nota cu 7A vectorul 
sau de pozitie. 


Propozitia 2.1. Fie A,B,C trei puncte distincte din spatiu. Atunci 
1 2 2 2 
(FB — 7A) (FE — FA) = 5 (FB - FAL + Ire — Fal’ — lB - FI"). 


Propozitia urm&toare este o adaptare la notiunea de vectori a unui 
rezultat cu numere complexe pe care il gasim in [7]. 


Propuzitia 2.2. Fie ne N, n > 2 si numerele reale aj, a2,...,An cu 
proprietatea a; +a9+...+@, =1. Pentru orice puncte A, Aj, A2,..-,An 
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; r : —> — ” 
din plan sau spatiu notam, respectiv, cu ?, 1 TS, ..+,Tn vectori lor de 
pozitie. Atunci are loc identitatea 

n 
=> —> —>/2 —>/2 —> —>/2 
\? — ari — agrg —...—anTz| = ) a,|7 — ri — ) aya, |r~—Ti |. 
k=1 1<k<l<n 


Demonstratie. Avem 


2 
\? — ari — agr3 —... —anrz| = 


= Soak? FP +2 SO axa (Pr) (? - 7) = 
k=1 


1<k<l<n 


nm 


2 
a FP + D> axe ((P AEP +|P-FP - Fe-7P) = 


k=1 1<k<l<n 
n 
2 2 2 
= Dal? — rel + Dd) anal TE + DY ana | TEI 
k=1 1<k<l<n 1<I<k<n 
2 
— So agay Fe - 77 
1<k<l<n 


si de aici obtinem concluzia folosind faptul ca a; + ag +...+a, = 1. 


Propozitia 2.3. Fie r > 0 si O un punct fizxat din spatiu. Fie 
Aj, Ao,..., An puncte distincte din spatiu cu proprietatea OA, = OAg =... 


... = OA, =r. Notém cu 7%, T3,..., r2 vectorii lor de pozitte. Fie numerele 
reale a1, Q2,...,@n € (0,1) cu proprietatea aj +aq+...+a, = 1. Considerdm 


—> we + 
punctul M pentru care ry = >, agrg. Atunci MO <r. 
k=1 


Demonstratie. Aplicam Propozitia 2.2 si obtinem 
= 2 
MO? = \73 — Full? = |73 — oan Fe | 
k=1 


n 
2 
=So an lFo-7e- SY > aay [7R-7/? 
k=] 1< k<l<n 


n 
2 
< >> ax rd — Te i, 
k=1 


de unde MO <r. 
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Propozitia 2.4. Fie M un punct interior cerculut C (O,r) sau sferei 
S(O,r). O coardé care contine pe M taie cercul sau sfera in punctele A si 
B. Atunei 

MA-MB=r*-OM?. 


Cei doi membri ai egalitatii din ultima propozitie reprezinta puterea 
punctulut M fata de cerc sau fata de sfera. In final remintim si doua inegalitati 
clasice. 


Propozitia 220. (Cebasev) Fien EN, n> 2. Fie a1,02,...,@n ER, 
bi, b2,...,bn € R $i pi, po,..-,Pn € [0,1] astfel incdt ay < ag < ... < an, 
b > bg >... >bn sipy tpot...+ pn =1. Atunci 


phd < (3 pea) (3 xbs). 
k=1 k=1 k=1 


Propozitia 2.6. (Inegalitatea mediilor generalizata) Fie nu- 
merele reale £1,Z2,...,2n > O gi numerele reale aj,a2,...,@n € (0,1) cu 
proprietatea aj +ag+...+a, = 1. Atunci 


n Tr 
Youre > [Loft 
k=1 k=1 


4 


3. Inegalitati in plan 


In cadrul acestei sectiuni vom considera un triunghi ABC. Notam cu O 
centrul cercului sau circumscris si cu R lungimea razei acestui cerc. De aseme- 
nea, a, 6, c reprezinta lungimile laturilor sale, iar G, H, I reprezinta centrul 
de greutate, ortocentrul, respectiv intersectia bisectoarelor sale. Reamintim 
un rezultat clasic de geometrie vectoriala. 


Propozitia 3.1. Fie A,B,C tret puncte distincte necoliniare din plan. 
Atunci pentru orice M € (ABC) existad numerele unice a, B,y € R cu pro- 
prietatea a+ 8+~+7=1 astfel incat 


7M = arAt Bro + 7rd. 
Daca M se afla in interiorul triunghiului ABC, atunci a, 8,7 € (0,1). 


Propozitia 3.2. Fie A,B,C tret puncte distincte situate pe cercul 
C(O,R). Fie M un punct interior triunghiului ABC si a,B,y € (0,1), 
numerele reale date de Propozitia 3.1. Dreptele MA, MB, MC intersecteaza 
a doua a conus én punctele A’, B’ $i respectiv C’. Atunci: 

MB MC _.,. 
ve re + Page t Myc = b 
b)aMA+8MB+%7MC <aMA'+BMB'+yMC; 

c) AM*. BM® .CM” < A'M*. B'M® .C'M”. 
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Demonstratie. a) Folosim Propozitiile 2.2, 2.4 gi 2.5. Atunci 


MA gMB MC MA? +B M B? : MC? 
(A +? iret uc ~°MA- MA’? MB-MB’’ °MC-MC' 
1 2 2 2 
Dar 
OM? = |r6 — ral’ = |Fo — ord — BrB - y7réel’ 
=a|ré —rA\’ + Blrd — Fo? + [Fo — Fel? — oB FA - FBP 
—ay|rA — 7B)? — By l7B - rel 
= R? — aBAB? — ayAC? — ByBC”. 
Obtinem 


R? — OM? = aBAB? + ayAC? + ByBC”. 
Pe de alta parte, 
0 = |r — ark — BrB — re)’ 
= alr — ral’ + Blrm — rel +7 lt — rel? — 06 [74 - re) 
—ay|rA — rel’ — By|rB—rel’, 
ceea ce conduce la egalitatea 
aBAB? + ayAC? + ByBC? = aM A? + BMB? + yMC". 


Revenind la calculele intiale obtinem 


MA MB MC 1 


2 
oa + Bape + Vago = Ro? (@MA + BM B* + yMC*) 
1 
MA 2 _ ‘ 
b) Folosim relatia = LC si analoagele si deducem ca sis- 


MA’ MA” 
MA MB MC 


VU vAnL ma) si (M A’, MB’, MC’) sunt invers or- 


temele de numere ( 


donate deci 


aMA+BMB + MC =a“ ae nee 


ug M4'+ 65, MB +7 = MC's 


MC' 
MA MB MC 
(oaza + Para + Tyrer) (MA + PMB! + 9M’) = 


=aMA'+BMB'+7MC". 
c) Cu ajutorul Propozitiei 2.6, avem 


a B 
aMA , MB pent es) 16-9 (MSY. 


< 


MA ' "MB Mc -\ MA MB’ MC’ 
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Concluzia se obtine din punctul a). 


Prin particularizare obtinem rezultate interesante, consecinte ale Pro- 
pozitiei 3.2. De exemplu, daca M = G avem a = B= y= 3 si obtinem 


Propozitia 1.3. 


Dac& M = I, atunci a = ——_—, B = 


C 
) ay = 

a+b+c at+b+c 
Obtinem: 


a+b+c 


Corolarul 3.3. Fie I intersectia bisectoarelor triunghiului ABC. Pre- 
supunem ca AI, BI, CI intersecteazé cercul circumscris triunghiului din nou 
in punctele A’, B’, respectiv C'. Atunci: 


a) a—, + b—_ + me b 
"TA Tg Tor 


b) aIA+bIB+cIC < alA’'+bIB’ +cIC'; 
c) AI?- BI’. CI° < A'I*. BI .C'D. 


Daca triunghiul ABC este ascutitunghic, atunci ortocentrul H este si- 
tuat in interiorul acestui triunghi. Mai mult, dact M = H atunci avem 
a=ctgBctgC, B = ctgActgC, y = ctgActgC. Deducem: 


Corolarul 3.4. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC. 
Presupunem ca AH, BH, CH intersecteazd cercul circumscris triunghiului 
din nou in punctele A’, B’, respectiv C’. Atunci: 

a) a ctgA + ba Ao ctgC = tgAtgBtgC; 
b) HAtgA+ HBtgB+ HCtgC < HA'tgA+ HB’ tgB + HC’ tgC; 
c) AH*t84 .BHtEee . C Hts? < A’ HteA ; B' Hts® . C' Hts, 


ctgB + —— 


Folosind formule specifice se pot obtine inegalitati si pentru alte puncte 
remarcabile, cum ar fi punctul lui Nagel sau punctul lui Lemoine. Lasdim 
cititorul sa descopere singur aceste relatii. 


4. Inegalitati In spatiu 


In ultima sectiune vom trece in revista un set asemanator de rezul- 
tate, dar in spatiu. Detalii legate de teoria si proprietatile tetraedrului se 
gasesc in excelenta carte [1]. Noi reamintim ca orice tetradru poate fi inscris 
i ntr-o sfera, iar centrul acestei sfere este reprezentat de intersectia perpendi- 
cularelor duse pe fiecare fata a tetraedrului prin centrul cercului circumscris 
fiecadrei fete. Apoi, daca unim fiecare varf cu centrul de greutate al fetei opuse 
obtinem o mediana a tetreaedrului. Cele patru mediane sunt concurente 
intr-un punct numit centru de greutate. Mai reamintim gi urmatoarea pro- 
prietate. 
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Propozitia 4.1. Fie A, B, C, D patru puncte distincte necoplanare. 
Atunci pentru orice punct M din spatiu existd numerele unice a, B,y,6 € R 
cu proprietateaa+B+y+6=1 astfel incat 


raf = oF + Orb +7 + OB. 


Folosind Propozitiiile 2.2, 2.4, 2.5 gi 2.6 , precum si calcule analoage 
sectiunii precedente obtinem: 


Propozitia 4.2. Fie A,B,C,D patru puncte distincte situate pe sfera 
S(O,R). Fie M un punct interior tetraedrului si a, B,y,6 € (0,1) numerele 
reale date de Propozitia 4.1. Dreptele MA,MB,MC,MD intersecteaza a 
doua oarda aes in MB A’, B',C" si respectiv D’. Atunci: 

Nia + pas gee C 2% MD | 7 
wet TMC! MD °° 
b) oM A +BMB+7MC+6MD <aMA'+ BMB'+7MC'+6MD’; 
c) AM*. BM® .CM7- DM? < A'M®. B'M® .C'M7- D'M®. 


Daca notaém cu G centrul de greutate al tetraedrului atunci a = 6 = 


1 
1 y si obtinem Propozitia 1.4. 
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Abstract. Given a real-valued function, we consider three real sequences 
defined as convex combinations. For a increasing function we infer the se- 
quences are monotonic, while for a continuous function we have convergent 
sequences. Some applications are presented. 
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1. Introducere 


Sirurile recurente ocupa un loc aparte in matematica, iar in Analiza 
Matematica pe axa reala importanta lor este considerabila atat din punct de 
vedere teoretic, cat si practic. 

Cel mai raspandit sir recurent in Analiza Matematica este sirul aproxi- 
matjiilor succesive (sau sirul iteratiilor simple sau, inca, iteratia Picard). El 
se defineste astfel: daca X este o submultime a lui R, f : X > X o functie si 
a € X atunci sirul (2,)nen definit prin zo = a si 2n41 = f(Ln) pentru orice 
n € N se numeste sirul aproximatiilor succesive generat de a si functia f. 

Acest tip de siruri are aplicatii numeroase in teoreme de punct fix, in 
teoria sistemelor dinamice, in rezolvarea cu aproximatie a ecuatiilor algebrice 
sau transcendente. 


In acest articol ne vom ocupa de studiul a trei tipuri de siruri recurente 
care sunt legate intre ele. 

Peste tot, in cele ce urmeaza, J este un interval nedegenerat al axei 
reale, (pn )nen este un sir de numere strict pozitive, f : J + I o functie, a, b,c 
trei numere din J, iar (Gn)nen, (bn)nen, (Cn)nen Sunt sirurile definite dupa 
cum urmeaza: 


te a 
. arse amas = f (BCH EPate | neN 


Pot---+DPn 
Po +.--+Dn 
Pn Pn 
C =; = { 1 — ———_ + ——————-f(c,), NEN. 
or. Hass ( em) e we 


Sa observam ca, deoarece J este interval si f : I — I, sirurile din 
recurentele (a), (b), (c) sunt bine definite. 

Daca& py, = 1 pentru orice n € N, recurenta (c) se numeste iteratie Mann 
(a se vedea [3] sau [4]) si are forma 


1) Grup de profesori, jud. Hunedoara. 
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"en + fey, neéN. 


(m) Come Cnt = 7 en tO 


2. Monotonia iteratiilor (a), (b), (¢} 


In cele ce urmeazd vom dovedi ca, daca functia f din introducere este 
crescatoare, atunci sirurile (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen Sunt monotone. Pentru 
scopul propus avem nevoie de urmatoarea lema. 

Lema 2.1. In conditiile de mai sus, dacd (%n)nen este un sir monoton, 
atunci sirul (On)nen definit prin 

— Porn Rata. pen 
Pot.-.-+Dn 
este monoton si are aceeasi monotonie cu sirul (In)nen- 

Sirul (on)nen Se numeste sirul medie ponderata Cesdro a girului (7n)nen 
cu ponderile (pp )nen- 

Demonstratie. Putem admite ca (Zn)nen este crescator (celalalt caz se 
trateaza similar). Atunci, pentru orice n € N, 


Pot.--+Dn porto + --- + Pnfn Pn+1 
Pot ---+DPn4+1 Pot+.--+Dn Po t+ ---+ DPn+1 
= a0, + (1 —a@) Zn41 


cu a € (0,1). Cum o, < 2n41, ultima egalitate ne conduce la on41 > On, 
ceea ce atrage faptul c& (on), cy este crescator. 


Propozitia 2.2. Daca functia f : I > I este crescdtoare, atunct pentru 
orice a,b,c € I sirurile definite de iteratiile (a), (b),(c) sunt monotone. 

Demonstratie. Avem a; = f (ao). Dacad ap < f (ao) atunci ag < ay 
si vom dovedi ca girul (an),,cn este crescator, adica ay, < an41 pentru orice 
néN. Pentru n = 0 afirmatia fiind adevarata, admitem ca este adevarata 
pana la un n € N si demonstram ca este adevarata gi pentru n+ 1. Din 
ipoteza avem ca ag < ay <... < Gn41 Si atunci, cu Lema 2.1, 

Poao + .-- + Pnan < Poao + --- + PnAn + Pn4+14n41 
Pot... +DPn 7 PO+.--+DPn + Pn+i 

ceea ce, impreuna cu monotonia functiei f, conduce la an41 < @n+2 si, in 
concluzie, inductia matematicad impune ca sirul (@n),,cjy este crescator. 

Daca ap > f (ao) se procedeaza analog. 

Pentru iteratia (b) avem b; = f (bo). Daca b; < f (bo) atunci bo < 04. 
Vom proba ca b, < 6,41 pentru orice n € N. Pentru n = 0 afirmatia este 
adevarata. Admitem afirmatia adevarata pana la un n € N si demonstram 


ca este adevarata si pentru n+ 1. Cum functia f este crescatoare, deducem 
ca f (bo) < f (b1) <... < f (bn) < f (bn41) si atunci din Lema 2.1 obtinem 


Pof (bo) +---+Pnf (bn) — Pof (bo) +... +Pnf (bn) + Pntif (bn+1) 
Po+...-+Dn a Po t+.--+ Pn + Pn4+1 


) 
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adica bni1 < bn+2, ceea ce dovedeste justetea afirmatiei noastre si pentru 
n+ 1 si, mn concluzie, (bn), cy este crescdtor. Cazul bp > f (bo) se trateaza 
analog. 

Sirul (Cp) nen Verificd relatia Cp41(po +...+ Pn) = Cn(po+---+Pn+41) + 
Pnf (cn) pentru orice n € N* de unde, adundnd aceste egalitati de la 1 la n, 
deducem ca Cn41 (Po +... + Pn) = cipot pif (c1)+...+DPnf (Cn) pentru orice 


= Pof (co) + --- + Pnf (cn) pentru orice n € N, deoarece 


n € N* adica cn44 
Po are ++» Dn 
c1 = f (co). Astfel (cn), cy verificd o relatie de recurenté asemanatoare cu 
cea pentru (bn ),,cj $i demonstram ca mai sus cd este monoton. 
Corolarul 2.3. Daca f : I > I este o functie crescadtoare, x,y,z sunt 
din I, tar (Ln) nen (Yn)nen> (Zn)nen Sunt sirurile definite astfel: 


ae teu =f (REE tt) nen 


_ fWyo)+---+ fn) 7 on 
n+1 


n 1 
Le eae N 
saat wads en) ne 


atunci sirurile (Tn)ncns(Yn)nen» (2Zn)nen SuNt monotone. 
Demonstratie. Luam, in Propozitia 2.2, py, = 1 si concluzia se impune. 


Yo=¥, Yn+1 


20 = 2, 2n+1 = 


Observatia 2.4. Daca in Propozitia 2.2 functia f este descrescatoare, 
rezultatul nu mai raémane adevarat. De exemplu, fie J = [0,1] si functia 
f : [0,1] — [0,1] definita prin f(x) = 1 — x pentru orice x € [0,1], pp = 1 
pentru orice n € Nsia = b=ce= 1. Atunci a9 = Fb =m = 1391 
ai = f (ao) = bi = f (bo) =a = Ff (co) = 0 iar 

1\ 1 f (bo) + f(b1) _ 1 ae. 
= _ = b = Ci = — nae a 

a2 (5) 57 02 3 592 ac t af (ea) 5 
Astfel ag > a1 < ao, b2 > by < bo, c2 > ci < Co, adica cele trei siruri nu sunt 
monotone. 


Observatia 2.5. In cazul in care intervalul I este marginit, iteratiile 
din Propozitia 2.2 si din Corolarul 2.3 sunt convergente, conform criteriului 
lui Weierstrass. 


3. Convergenta iteratiilor (a), (b), (c) in prezenta continuitatu 


In cele ce urmeaz& vom prezenta rezultatele legate de convergenta itera- 
tiilor (a), (b), (c) in cazul in care monotonia se inlocuieste cu continuitatea, 
iar intervalul J cu un interval inchis si marginit al axei reale. Pentru scopul 
propus avem nevoie de urm&torul rezultat din [1], datorat lui D. Borwein gi 
J. Borwein. 
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Teorema 3.1. Fie a,b € R, cua < b, f : [a,b] > [a,b] o functie 
continua pe [a,b], (tn)ncn Un gir cu lim tn = 0 si tn € [0,1] pentru orice 
nN— OO 


néN. Daca z € [a,}] $i (In) nen este sirul definit prin recurenta 
2o=2, Foi = (l—tn) In tinf (tn), NEN, 
atunci sirul (In) ncn este convergent. 
In plus, dacdé lim (to +t) +... +tn) = 00, atunci limita lui (In) nen 
este punct fix al functiez f. 


O generalizare a acestui rezultat se poate gasi in [2]. 
Principalul rezultat al acestui paragraf este cuprins in urmatoarea pro- 
pozitie. 
Propozitia 3.2. Dacd functia f : I + I este continua $1 
lim ——*___ =, 
noo po t+... + Pn 
atunci, pentru orice a, b, cE I, iteratiile (a), (b), (c) definesc siruri conver- 
gente. 


Demonstratie. Pentru recurenta (c) aplicdm Teorema 3.1, in care luam 


i= ee dee pentru orice n EN. 


Po mee n 
Pentru recurenta (a), fie (dn),,cn sirul definit prin 


_ poao +... + Pnan 


n ~~ ’ 


Pot... +Dn 
pentru orice n € N. Atunci an41 = f (dn) pentru orice n € N si 
Pot.--+Dn _Podo + --- + Pnan Pn+1 


dn41 = 
Po+...+ Pn41 Pot+..-+ Dn Po +... + Pn41 


Pn+1 Pn+1 
= {1 — —————_ Jd, + ————__f (d 
( on = par mne a ier A n) 
pentru orice n EN. 


Cum lim Pati 
noo po +... + Pn+1 


astfel ca d, — 1. Continuitatea lui f si egalitatea a,41 = f (dy) pentru orice 
n € N conduc la convergenta sirului (@n),,51. 
Din definitia iteratiei (b) avem 7 
(pot... + Pn) bn41 = pof (bo) +...+Dnf (bn) , 
pentru orice n EN si 
(po seer Pn-1) bn = pof (bo) + DPn-if (bn—1) ’ 


pentru orice n € N, n > 1 de unde 


(po +... + DPn)bn41 = (Po +--. + Pn—1)bn + nf (bn) , 


= 0, din Teorema 3.1 deducem ca exista 1 € I 


906 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE 


adica, pentru orice n > 1, 
Pn Pn 
bnti = (.- + —__——__—-_f (b,). 
7 Stata aan 
Cum gsi pentru n = 0 egalitatea este adevarata, deducem ca (On) n>0 
verifica aceeasi recurenta ca girul (cp),,cjy si atunci concluzia se impune. 


Corolarul 3.3. Dacd functia f : I —- I este continud atunci, pentru 
orice x,y,z EI, girurile (tn)nen, (Yn)nen, (Zn)nen definite in Corolarul 2.3 
sunt convergente $i limitele lor sunt puncte fixe ale functiei f. 


Demonstratie. Sirul (tn),cny definit prin t, = em pentru orice n € N 

verifica t, — 0 si lim (to +t) +...+tn) = 00. Apeland la Teorema 3.1 sau 
n—-oco 

la Propozitia 3.2, cu pn = 1 pentru orice n € N, obtinem ca (rz),,cn; (Yn) men? 

(2n)nen Sunt convergente gi limita lui (zn),cy este punct fix al functiei f. Cu 


Lema Cesaro-Stolz deducem imediat ca gi (Tn),cn>(Yn)nen aU limita punct 
fix al functiei f. 


4. Aplicatii 
A.l. (Lema Cesare-Stolz pentru monotonie). Fie (un)rcy, 
(Un)nen doud siruri de numere reale astfel ca: 
(i) (Un) nen este strict crescator; 


eA Un+1— U 
(ii) sirul (Sua | este monoton. 
Un+1 — Un J nen 


— Un+1 — UO 
Atunci sirul 2 este monoton $1 are aceeasz monotonie 
neN* 


Un+1 — VO 
Bi Gee — Un 


Un+1 — Un / nen 
Demonstratie. Avem egalitatea 


U1 — U0 U2 — U1 Un — Un-1 
U1 —U9) ° V2 — Uy) *° ——— + (Un — Un-1) +» —— 
tin — tin 1—Vo) aa 1) v9 — V} (Un n—-1) Un — Un—1 


pentru orice n € N*. 
Luand py = vg — Ug_—1 pentru orice k € N*, avem px > O pentru orice 
k € N*. Din Lema 2.1, cu mici adaptari, suntem condusi la concluzie. 


A.2. (R.M.T. 2001) Fie a > 0,a € [0,1] $7 (Zn) pen strul definit prin 
i a ae la a 
n+1 


pentru oricen EN. Atunci girul (2n),cn este convergent. 
Solutie. Se aplica Corolarul 3.2. Daca a = 1 limita sirului este 1, iar 
daca a € (0,1), limita este 0. 


Zo = Qa, In4+1 = 
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A.3. (N. Bourbacut) Fie a,b € R,a < b,f : [a,b] — [a,b] o functie 
crescatoare u € [a, 6] $i (Ln)ns15(Yn)n>1 sirurile definite prin 
M=yr=u, IMmr=f (at +) » Yn+1 = its si i (yn) 
pentru orice n € N*. Sa se arate ca cele doud siruri sunt convergente $i au 
aceeast limita. 
Solutie. Ca si in Corolarul 2.3 deducem ca (rp), este convergent. 
Li AP ante Ley 
n 
n 
a4 + ae (Zn) pentru 
orice n € N* deducem ca zn, = yn pentru orice n € N* si atunci sirul (yn) cre 
are limita tot l. 


A.4. (O. L. M. Bucuresti 2012) Fie a € [0,1] si (Ln)_>1 girul definit 


prin 
; Yit...+2z 
Yj =a, Tn41 =Sin (Ste), neEN. 
n 


Fie 1 = lim z,. Atunci girul (zn),,, definit prin z, = 
n—00 = 


pentru orice n € N* are limita / gi cum Zn41 = 


Sa se arate cd (Ln),51 este convergent si sd se afle limita sa. 
Solutie. Se poate aplica A.3. 


A.5. (D. St. Marinescu, M. Monea) Fie f : [0,1] — [0,1] o functie 
continua si ro € [0,1]. Definim sirul (tn) nen prin 
rot+...¢z2n 


Sot.+2n 
In4+1 = | f (t) dt, neEN. 
0 
Sd se arate ca sirul (<n) pc este convergent. 
Solutie. Fie F' : [0,1] — [0,1] definitaé prin F (x) = | f (t) dt pentru 


orice x € [0,1]. Atunci F' este bine definita (deoarece 0 < f < 1) gsi (zp) 
verifica 


neN 


xo € [0,1] , tn41 =F( 


iar atunci concluzia se impune imediat. 


Lot... +¢2n 
n ’] 
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI 


VALUAREA p-ADICA A UNUI NUMAR NATURAL 
NENUL 


MARANDA LINT?), ROZALIA MARINESCU2), STELUTA MONEA®) 


Notiunea din titlu este un mijloc sistematic si adesea eficace de utilizare 
a teoremei de descompunere a unui numar intreg in factori primi. Desi nu 
este un panaceu, metoda furnizata de aceasta notiune se dovedeste utila in 
multe demonstratii sau rezolvari de probleme de aritmetica. Incepem cu 
urmatoarea: 


Definitie. Daca p este un numar natural prim si n € N*, atunci valu- 
area p — adicad a numarului n este cel mai mare numar natural k cu propri- 
etatea p* | n. Valuarea p — adic& se va nota k = v,(n). 


Cu alte cuvinte, vp(n) este exponentul lui p in descompunerea in factori 
a numarului n. 

Exemple. v2(2) = 1, v3(27) = 3, vs(10) = 1, v3(20) = 0, v7(49) = 2, 
v2 (95!) —.3: 

Urmatoarele proprietati ale valuarii p — adice sunt usor de dovedit, fiind 
nevoie doar de o oarecare abilitate in manevrarea proprietatilor referitoare 
la puteri. 

Propozitia 1. Dac& numarul natural nenul n se descompune in factori 
primi sub forma n = p{'p5?...p,*, atunci pentru orice 1 <i < k, vp,(n) = 
a, iar dacé p este un numar prim distinct de p;, 1 <i < n, atunci vp(n) = 0. 


Exemple. Daci n = 144, atunci n = 144 = 2*- 3% gi ve(n) = 4, 
v3(n) = 2 si, pentru orice numar prim p > 5, vp(n) = 0. 


Propozitia 2. Dac& m,n € N*, atunci m | n daca gi numai daca 
Up(m) < vp(n), pentru orice p numar natural prim. 


Propozitia 3. Daca a,b € N* atunci pentru orice numar natural prim 
p au loc egalitatile: 

(i) vp((a, b}) = max {vp(a), Up(b)}; 

(ii) vp((@, b)) = min {vp(a), vp(d)}, 
unde pentru z,y € N* se noteazi max{z,y} si min{z,y} cel mai mare, 
respectiv cel mai mic dintre numerele z, y, iar [a, b] , (a,b) reprezinta cel mai 
mic multiplu comun, respectiv, cel mai mare divizor comun al numerelor 7, y. 


Observatie. Ne va fi utili egalitatea + + y = max {z, y} + min {z, y}, 
pentru orice z,y EN. 


1) Profesor, Colegiul National ,,.Decebal“, Deva. 
2) Profesor, Colegiul National ,,lancu de Hunedoara“, Hunedoara 
3) Profesor, Colegiul National ,,Decebal“, Deva 
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Propozitia 4. Daca a,b € N* si p este numar natural prim, atunci 
(i) vp(ab) = vp(a) + vp(d); 
(ii) daca a | b, atunci vp Als Up(b) — vp(a); 


(iii) vp(a + b) > min {vp(a), vp(b)}, iar daca up(a) # vp(b), atunci avem 
chiar egalitate. 


In cazul factorialului se poate determina usor valuarea p —adica. 
Teorema (Formula lui Legendre). Daca p este un numar natural 
prim si n € N*, atunci 


wont) = [2] + [5] +..-=d [5] 


k>1 


(in suma de mai sus exista doar un numar finit de termeni nenuli, deoarece 


ee tee ot . | : 
exista 7 € N astfel incat p’ > n si atunci =| = 0 pentru orice | > 72). 
Pp 
Demonstratie. Formula rezulta din observatia ca la vp(n!) ,,contribuie” 
cu cate o unitate factorii care sunt divizibili cu p dar nu cu p (adicd un numar 


de [n/p] — [n/p*] factori), cu cate doua unitati factorii care sunt divizibili cu 


p* dar nu cu p® (adica IS — ei factori) etc. Astfel, 
Pp Pp 


oon) = ((2] -[5]) +2 ((3]- [5]) +3 ([S]- [B]) += 
=F 


k>1 
Sa rezolvam un exercitiu tipic in care folosim aceasta formula. 
Exercitiul 1. a) In cate zerouri se termina numarul 2014! ? 


b) Care este exponentul lui 3 in descompunerea in factori primi a 
numarului 28 -29-...- 100? 
101 -102-...-200 


c) Sa se arate cé numarul a este natural. 
100! ) 


Sensei, 
50! - 50! 

e) S& se arate cd produsul a n numere naturale consecutive (n € N*) 
este divizibil cu n!. 

Solutie. a) Numarul cerut este cel mai mare exponent n € N astfel incat 
10” | 2014!. Cum 10 nu este numar prim, teorema nu poate fi aplicata ad 
litteram. Deoarece 10 = 2-5, n este min {v2(2014!), vs (2014!)} = vs(2014!), 
adica 


coll Bi fie] OR icles Pa = 402 + 80+16+3=501 
= 5 Ft same, 


d) Este natural numarul 


i) 
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100! ‘ 
b) Fie cz = 28-29-...- 100. Atunci x = OTT EN si 27! | 100!. Rezulta 
v3(x) = v3(100!) — v3(27!) si, aplicand formula lui Legendre, ajungem la 


100 100 100 100 27 27 27 
vate) = [FP] +e] + Far |+ [ae |-[3] [3] -[] <2 = 
eae: 101-102-...- 200 : 

c) Pentru a arata ca y = Foor este numar natural este 
suficient (si necesar) si dovedim c& (100!)*|200!. Cu alte cuvinte, avem de 
aratat c& v,p[(100!)?] < vp(200!), adic’ 2vp(100!) < v,(200!) pentru orice 
numar prim p. (vezi P4.) 

Astfel, conform formulei lui Legendre, avem de aratat ca 

100 200 
rll sd 
k>1 k>1 

Aceasta rezulta din observatia — utila gi in alte situatii — ca, deoarece 
[x] + [y] este un intreg cel mult egal cu z+ y si [x + y] este cel mai mare 
intreg care nu depaseste x + y, avem [x] + [y] < [x + y] oricare ar fi x,y € R; 
in particular, 2/2] < [2z]. 

d) Exercitiul se rezolva la fel ca punctul c). 

e) Fie m+1, m€N, cel mai mic dintre numere. Avem de aratat ca 
n! divide (m + 1)(m+2)...(m+7n) sau, echivalent, m!n! | (m+ n)!. Astfel 
trebuie sa dovedim ca vp(m!) + vp(n!) < vp((m + n)!) pentru orice numar 
prim p, sau, conform teoremei lui Legendre, 


rll tdlal sor] 


k>1 k>1 k>1 


Aceasta rezulta ins& imediat din observatia facuta la punctul c) 
Observatie. Punctele c) d) si e) reies si din faptul ca 


101-...- 200 100! (m+n)! 


— 7100 _ gym 
toon 200 EN) SOF 501 = Cio EN, iar = Cmtn EN 
Exercitiul 2. a) Existé a,b € N* astfel incat a? = 2b? (este numarul 
/2 rational)? 
b) Exist’ a,b € N* sik € N,k > 3 astfel incdt a* = 6b* (este numarul 
7/6 rational)? 


Solutie. Toate rezolvarile le vom face prin reducere la absurd. 

a) Admitem ci exista a,b € N* cu a? = 2b?. Atunci v2(a*) = vo (2b) 
de unde, cu P4, avem 2v2(a) = vo(2) + 2ve(b) = 1+ 2v2(b). Ultima egalitate 
fiind imposibila (par = impar), presupunerea facuta este falsa, deci nu exista 
numere naturale nenule a,b astfel incat a? = 2b7. 

b) Admitem ca exista a,b € N* sik € N, k > 3, cu ak = 6b*. Atunci 
kv3(a) = 1+ kv3(b). Rezulta k | 1 — contradictie. Agadar presupunerea 
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facuta este fals&, deci nu exista numere naturale nenule a,b sik EN, k > 3 
astfel incat a* = 6°. 

Observatie. Prin procedeul de la b) se arata ca daca n € N* are un 
factor prim al cdrui exponent nu este multiplu de k (unde k € N, k > 2), 
atunci nu existad a,b € N* astfel incat a* = nb*, adic’ 4/n nu este rational. 

Exercitiul 3. Fie a,b € N* astfel incdt a” | b"t+ pentru orice n € N*. 
Aratati ca a | b. 

Solutie. Fie p un numar natural prim. Din a” | b"+ rezult& vp,(a”") < 


Up(b"+1), deci nup(a) < (n + 1)up(b) = v,(a) < iia t up(b),n e€ N* (1). 


Atunci vp(a) < vp(b), Vn € N*, adica a | b. 
Comentariu. Sa nu trecem ,,in pas alergator” peste inegalitatea (1). 


i 1) 
In fond, am afirmat ca daca z,y € N siz < ary, Vn € N*, atunci 
n+1 


x < y. Presupunand ca nu este asa reiese x > y, iar din z < y rezulta 
r-y< Yuin E€ N* saun < ay € N*, ceea ce este evident fals. 
n Z-y 
E:xercitiul 4. Fie a un numéar intreg impar, a > 5. Sa se arate ca 
a we 
ecuatia zr!) = 5 nu are solutii rationale. 


Solutie. Fie x = = cu u,v EN, (u,v) = 1 o solutie a ecuatiei. Atunci 


[z] 
ai = de unde 2u!*! = av. 
vit] 2 
Obtinem v2 (2ult!) = v9 (av'!)) = 1+ [z] ve(u) = [a] ve(v), sau 


1 = [x] (va(v) — v2(u)). 


Rezulta [z] = 1 si ve(v) — ve(u) = 1. Atunci 1 < 2x < 2 iar egalitatea 
git] = 5 nu poate avea loc, deoarece x!*! < 2 iar . > 2. 
Exercitiul 5. Daca a, b, c sunt numere naturale nenule, aratati ca 
(a, b,c)? _ [a, b, c]? 
(a, b) ; (0, c) : (c, a) 7 la, b| ; [b, Cc] : [c, a 
Solutie. Egalitatea este echivalenta cu 
(a, b, c)? ° la, b] : [b, c] ; [c, a = la, b, cl’ ; (a, b) : (0, c) ° (c, a). (x) 


Vom arata ca valuarile p—adice ale celor doi membri sunt egale pentru 
orice numar prim p, ceea ce conduce la egalitatea ceruta. 

Fie u = vp(a), uv = up(b), t = vp(c). Valuarea p—adica a membrului 
stang al egalitatii (*) este 


2min {u,v,t} + max {u, v} + max {v,t} + max {t, u}, 
iar valuarea p—adica a membrului drept este 


2 max {u, v,t} + min {u, v} + min {v, ¢} + min {t, u}. 
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Cum rolurile lui u, v, t sunt similare, putem admite u < v < t si atunci 
egalitatea ceruta revine la 2u+vu+t+t=2t+u+vu+4u, evident. 
Exercitiul 6. Daca a,b,c,d € N* si ab = cd, aratati ca 


(a,c) - (a,d) =a: (a,b,c, d). 


Solutie. Fie p un numéar natural prim. Notam v,(a) = zx, vp(b) = y, 
Up(c) = Z, Vp(d) = t. Din enunt avem z+y = z+t. Evaluadnd p—adic cei doi 
membri avem de aratat ca 


min {z,z}+min{z,t} = 2+ min ({z, y, z,t} (*) 


Deoarece relatia este simetrica in z, t, distingem urmatoarele cazuri. 

I:c2<z,2<t. Atunci dinz+y=2z+t rezulta y > x (in caz contrar 
egalitatea este imposibila), iar egalitatea (x) devine r+ x = 4+ 2, care este 
adevarata. ; 

Il:t<a2<z. Atunci dinzg+y = z+t rezulta y > t. In aceste conditii, 
egalitatea (*) revine laz+t=2+t, care este adevarata. 

Ill: > z, x >t. Atunci y < min{z,t} (cazul y > z sauy >t 
conducand la contradictie). Egalitatea (*) revine laz+t=2+y, egalitate 
adevarata. 

Exercitiul 7. Poate fi format un numar numai din cifrele 2 si 0, putere 
(cu exponent mai mare decat 1) a unui numéar natural nenul? 

Solutie. Admitem ca exista un astfel de numar n. Pentru n exista 
a,k € N, k > 2 astfel incat a* = n. 

Daca ultima cifrada a lui n ar fi 2 ar rezulta succesiv 2 | n, 2 | a, 4 | n, 
ceea ce este fals (n are ultimele doua cifre 02 sau 22. 

In consecinta, n = 2...20...0, unde 2 apare de z ori, 0 apare la sfarsitul 
numarului de y ori, iar intre primul 2 si ultimul 2 pot fi si zerouri. Atunci 
n = 2¥+1.5¥-m, m EN, m prim cu 2 si 5 si vo(n) =y +1, s(n) = y. 

Obtinem y + 1 = vo(n) = kve(a) si y = vs(n) = kus(a), de unde 
k(vo(a) — vs(a)) = 1, deci k | 1, fals. 

Exercitiul 8. Fie n € N* si p un numar prim. Aratati ca daca p? | n! 
atunci p?*! | nl. 


Solutie. Din p? | n! deducem c& p* < n (in caz contrar, vp(n!) < E <p, 
deci p? /n!). In consecinta, din formula lui Legendre, 
n n n 
vp(n!) = => |"|+|5]2e+h 
vm 2 | Hi FE 


ceea ce arat& c& p?t! | nl. 
Exercitiul 9. Fie n € N*, n > 2. Sa se arate ca numerele 
n! 


om = mi(n —m)! 
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sunt pare oricare ar fi m € {1,2,...,n —1} daca si numai daca n = 2°, cu 
aE N*. 
Solutie. Fie a € N*, sE N, cun = 2% +s si s < 2%. Avem 


V2(Qm) = ve(n!) — ve(m!) — ve((n — m)!) 
n m n—-m 
=> ([e) - [el - [| 
k>1 
Daca s > 0, luand in relatia de mai sus m = s, obtinem 
2° +58 S 2° 
vatoe) = > (|-ae| - [ze] - [5x] =o 
k>1 


deoarece toate parantezele din suma sunt nule: pentru k > a toate partile 
intregi sunt nule, iar pentru k < a avem 


2° +8 otk S a s 
| oF |=2 + [x] =| + [ae]. 
In concluzie, dac’ s > 1 exist& cel putin un numar impar printre nu- 
merele @1,02,...,@n—1, Si anume Qs. 


Daca n = 27, cu a € N*, obtinem v2(a,,) > 0 pentrul < m<n-1, 
deoarece toate parantezele sunt nenegative, iar in suma este continutad si 


n m n—-m eu 
paranteza Fa — Se a ae care este egala cu l. 
Exercitiul 10. Sa se arate ca, daca m,n sunt numere naturale, atunci 


numarul 
(2m)! (2n)! 


m!n!(m+n)! 
este intreg. 
Solutie. Avem de aratat ca, pentru orice numar prim p, 


Up ((2m)!) + Up ((2n)!) = Up (m!) + Up (n!) + vp ((M+ n)!). 


Conform Teoremei lui Legendre, pentru aceasta este suficient s& aratam 


[2x] + [2y] > [2] +[y]+[e+y], Ve,yeR. 


. 1 
Folosind relatia [2a] = [a] + c + At aceasta se reduce la 


pee ae yas | Seal 
9 y 9 > |Z + YI. 
Tinand cont ca 

1 


1 1 ] 
z= [e+5]+|u+5] 7E-_ty-5=Ety-i 
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si z este intreg, deducem ca nu exista intregi mai mari decat z care s& nu 
depaseasca x + y, deci [x + y] < z. 

Exercitiul 11. Fie n,m EN, n,m > 2, A= {n+1,n+2,...,n+m} 
gsi B = {vo(a) | a € A}. 

a) Dac&é s = max B, sa se arate ca exist’ un unic a € A astfel ca 
v2(a) = s. 


b) 1 1 


n+1 7" n+2 

Solutie. a) Cum B este finita, exista a € A astfel ca s = vo(a). Atunci 
a = 2°c, unde c este un numar impar. Daca a nu este unic, atunci exista un 
6b € A astfel incat b = 2°d, cu d numar impar, d 4 c. Cum c si d sunt numere 
impare, atunci exista numarul par e = 2k, cuc<e<dsaud<e<ce. 

Rezulta (2° - 2k) € A si vp(2° - 2k) = s +1 — contradictie. In concluzie, 
a este unic. 

b) Avand in vedere a), numitorul fractiei obtinute prin aducere la acelasi 
numitor (in cazul cand alegem ca numitor comun cel mai mic multiplu comun 
al numitorilor) si insumare are forma 2°a, unde a este un numar impar. Pe 
de alta parte numaratorul va fi un numar impar £ (toate fractiile se amplifica 
cu numere pare, cu exceptia celei care are numitorul 2°, care se amplifica cu 
un numar impar). Astfel 


1 1 1 B 


oe aa ee ey 


1 
e308 este o fractie periodica mixta. 
n+m 


. ; sah ein fe ; U : ; 
care, dupa eventuale simplificari, devine ore unde u, v sunt impare si 
Vv 


(u,v) = 1. Cum numitorul nu este prim cu 10, deducem ca fractia este 
periodica mixta. 
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TEOREMA LUI PASCAL IN PROBLEME DE CONCURS 
MARCEL TELEUCA)), VLADIMIR Cucu?), Nicolae Sapoval®) 


Unele teoreme frumoase si utile din geometria plana nu sunt incluse in 
curricula scolara si nu sunt studiate in cadrul lectiilor. Aceste teoreme pot 
ins& sa ne ajute la rezolvarea problemelor mai complicate, spre exemplu, a 
celor din concursuri de matematic3’. In acest articol vom demonstra cAateva 
teoreme remarcabile din geometria plana si vom da exemple de aplicare a lor. 


Teorema 1 (Teorema lui Pascal). Considerdm punctele A, B, C, 
D, E, F pe cercull. FieP = ABN DE, Q= BCN EF, R=CDOFA. 
Atunci punctele P,Q, R sunt coliniare. 


Demonstratie. Notam X =ABN EF, Y=ABNCD, Z=CDN EF. 
Aplicind teorema lui Menelaus dreptelor BC’, DE, FA ce intersecteaza tri- 
unghiul XY Z, obtinem 


(1) 
(2) 
(3) 


Aplicand puterea punctului fata de cercul I obtinem 
XE-XF YA-YB ZC. ZD 


XA-xXB 4 yoryp=)©) Gear} ® 
Inmultind relatiile (1) — (6) obtinem 
ZQ XP YR 
2Q XP YR _, (7) 
QX PY RZ 


U.S.T., Chisinau, Republica Moldova. 
2)1,.T. ,»Orizont”, Chisinau, Republica Moldova. 
3) University of Chicago, Chicago, S.U.A. 
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Din reciproca teoremei lui Menelaus aplicata triunghiului XY Z obtinem 
ca punctele P,Q, R sunt coliniare. 


Teorema 2. (Reciproca teoremei lui Pascal). Considerém punc- 
tele A, B, C, D, E pe cercul T si un punct F in planul cercului. Fie 
P= ABN DE, Q = BCN EF, R=CDOQFA. Dacé punctele P, Q, 
R sunt coliniare, atunci F €T. 


Demonstratie. Relatiile (1), (2), (3), (5), (6) expuse anterior sunt 
valabile. Deoarece inmultind relatiile (1) — (6) obtinem relatia (7) care este 
adevarata, rezulta ca relatia (4) este, de asemenea, valabila. Din reciproca 
puterii punctului fata de cercul [I rezulta ca FET. 

Remarca. Teorema lui Pascal este valabila pentru orice amplasare a 
celor sase puncte pe cerc, deci poate fi utilizata si pentru hexagoane convexe 
sau degenerate. 


Aplicand teorema demonstrata anterior vom deduce cateva rezultate 
remarcabile din geometria plana: Teoremele lui Newton si Lemoine. [1] 


Problema 1. (Teorema lui Newton) Patrulaterul ABC'D este circum- 
scris cercului . Punctele de tangenta al cercului [I cu laturile AB, BC, CD, 
DA al patrulaterului ABC'D sunt E, F,G,H respectiv. Atunci dreptele AC, 
EG, BD, FH sunt concurente. 


Solutie. Notam X = HF NEG si Y = EF NHG. Deoarece A este 
punctul de intersectie a tangentelor la cercul I in punctele F si H, din teo- 
rema lui Pascal aplicata hexagonului degenenerat HHF EEG, obtinem ca 
punctele A, X,Y sunt coliniare. Aplicand teorema lui Pascal inca o data 
patrulaterului degenerat GGEF FH, obtinem ca punctele C, X,Y sunt coli- 


niare. 
B 


Y D 


Rezulta c& punctele A, X,C sunt coliniare. Deci, dreptele EG, FH, AC 
sunt concurente. Analog putem obtine, aplicind teorema lui Pascal, ca 
punctele B, X, O sunt coliniare, deci dreptele EG, FH, BD sunt concurente, 
de unde rezulta teorema lui Newton. 


Problema 2. (Teorema lui Lemoine) Fie triunghiul ABC gi [ cercul 
circumscris acestuia. Tangenta la cercul I in punctul A intersecteaza dreapta 
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BC in punctul A;. In mod analog definim punctele B, si C;. Atunci punctele 
A,, B,,C; sunt coliniare. 


A 
B ; 


Solutie. Punctul A este format din intersectia dreptei BC si a tangentei 
din varful A la cercul I, care poate fi considerata ca dreapta AA. Deci, 
A; = AAN BC. Analog By = BBN AC si C} = CCN AB. Din teorema 
lui Pascal aplicata hexagonului degenerat AABBCC obtinem ca punctele 
A,, By, C; sunt coliniare. 


Problema 3. (OIM 2014, Problema 4) Punctele P si Q se afla pe 
latura (BC) a triunghiului ascutitunghic ABC, astfel incit xPAB = «BCA 
si x<CAQ = xABC. Punctele M gi N se afla pe dreptele AP, respectiv AQ, 
astfel incat P este mijlocul lui (AM) si Q este mijlocul lui (AN). Demonstrati 
ca dreptele BM si CN se intersecteazad pe cercul circumscris triunghiului 


ABC. 


Solutie. Notam cercul circumscris triunghiului ABC cuT. Fie Y si Z 
punctele de intersectie al cercului [ cu dreptele AN si AM. Not&m punctul 
de intersectie a dreptelor BY gi CZ prin T. 
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Observam ca unghiurile <Y BC si xY AC se sprijinad pe arcul YC al 
cercului I’, deci 


IY BC = «xYAC = x<ABC = 8B. 
In mod analog se arata ca 


{ZCB = 4ZAB = xBCA=y. 


Se observa usor ca BC este bisectoarea comuna a unghiurilor ABT si 
ACT, deci punctele A si T sunt simetrice fata de dreapta BC. 

Deoarece AQ = QN si AP = PM, dreapta simetrica dreptei NM fata 
de BC trece prin punctul A. Rezulta ca TE NM. 

Punctele A, B,C, Y, Z sunt situate pe cercul I. Din faptul ca T € NM 
si reciproca teoremei lui Pascal aplicata hexagonului BY AZC'X obtinem ca 
si X EL. 


In continuare veti gisi alte exemple de probleme de la diferite concursuri 
care pot fi rezolvate cu ajutorul teoremei lui Pascal. Mai multe probleme 
legate de aceasta tema pot fi gasite in [2] si [3]. 


Proltesia 4. (Polonia 1997) Se considera pentagonul ABC'DE cu 
DC = DE si «BCD = x<DEA = 90°. Fie F un punct pe latura AB astfel 
Incat 
AF AE 
BF BC 
Demonstrati ca XFCE = xADE si FEC = <BDC. 


Solutie. Fie P intersectia dreptelor AE si BC’. Observam ca patru- 
laterul CDEP este inscriptibil. Fie Q si R intersectiile dreptelor DA si DB 
cu cercul circumscris patrulaterului CDEP. Fie G=QCU RE. 

Atunci observim ci XAGCE = xADE si GEC = xBDC. Din teo- 
rema lui Pascal pentru hexagonul CDEQPR obtinem ca punctele G, A, B 
sunt colineare. Astfel, daca demonstram ca 


AG _ AE 
GB BC’ 
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vom obtine ca F = G. Intr-adevar, din teorema sinusurilor in triunghiul 


AQG avem 


sin <DQC 
eee sin <GAQ’ 
din triunghiul CDQ avem 
CD 
in x<DQC = — 
sin <DQ OR” 
unde R este raza cercului, iar sin <GAQ = sin xBAD, deci 
GQ -CD 
= 2Rsin xBAD 
Analog 
GR-DE 
cain 2Rsin xABD’ 


deci, tinand cont ca CD = DE si folosind teorema sinusurilor in triunghiurile 


GQR si ABD, 


unde ultima relatie rezulta din faptul ca triunghiurile AADE si ABDC sunt 
dreptunghice. 


Problema 5. (Australia 2001) Fie punctele A, B, C, Ai, By, C, pe 
cercul I, astfel incat AA, e perpendicular pe BC, BB, e perpendicular pe 
C'A, CC; e perpendicular pe AB. Fie D un punct pe cercul T. Notam 
Ag = DA, N BC, Bz = DByNCA si Cp = DC, AB. Demonstrati ca 
punctele Ao, Bo, C2 si ortocentrul triunghiului ABC sunt coliniare. 


Solufie. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. 

Aplicand teorema lui Pascal hexagonului degenerat CBAA,DC} ob- 
tinem ca punctele C2, Ag, H sunt coliniare. Similar, aplicand teorema lui 
Pascal hexagonului B,DC,CAB obtinem ca punctele By, Co, H sunt col- 
iniare. Deci, punctele Ag, Bo, Co, H sunt coliniare. 
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Problema 6. (Danube Mathematical Competition 2011, Seniori) Con- 
sideram sase puncte pe un cerc A,a, B,b,C,c. Demonstrati ca dreptele lui 
Pascal ale hexagoanelor AaBbC'c, AbBcBa, AcBaCb sunt concurente. 

Solutie. Consideram punctele AaN bC = {D} si BhNcA = {Dj}, 
care determina dreapta lui Pascal a hexagonului AaBbCc, similar punctele 
BcnaA = {E} si CanbB = {E,} determina dreapta lui Pascal a hexagonu- 
lui AbBcCa gi punctele CbNcB = {F} si AcnNaC = {F,} determina dreapta 
lui Pascal a hexagonului AcBaC'b. Din teorema lui Desargues aplicata tri- 
unghiurilor DEF si D, E,F, obtinem ca dreptele DD,, EE, FF, sunt con- 
curente daca si numai daca perechile de drepte DE si D,E,, EF si EF, 
FD gi FD, se intalnesc in trei puncte coliniare. Aceasta rezulta insa din 
aplicarea teoremei lui Pascal hexagonului AcBbCa. 


In continuare propunem cateva probleme care pot fi rezolvate cu aju- 
torul teoremei lui Pascal. 


Problema 7. (Baraj JBMO, Romania, 2013) Considerim triunghiu- 
rile ascutitunghice ABC si BCD, cu «BAC = xBDC, astfel incat A gi D 
sunt de parti opuse a laturii BC. Notam prin EF piciorul perpendicularei 
duse din B pe AC si prin F piciorul perpendicularei duse din C' pe BD. 
Fie H, ortocentrul triunghiului ABC si H2 ortocentrul triunghiului BCD. 
Demonstrati ca dreptele AD, EF si H;H2 sunt concurente. 


Noté: Solutia oficial nu presupunea intrebuintarea teoremei lui Pascal. 
Solutia aplicand teorema lui Pascal generalizeaza problema, demonstrandu-se 
ci dreptele AD, EF si H, H2 sunt concurente chiar si daca <BAC # x<BDC. 


Problema 8. (Baraj JBMO, Romania, 2014) Fie O centrul circumscris 
triunghiului ascutitunghic ABC. Consideram un diametru arbitrar, care 
intersecteaz’. latura [AB] in D si latura [AC] in E. Daca& F este mijlocul 
laturii [BE] si G este mijlocul laturii [CD], demostrati ca <FOG = xBAC. 
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Problema 9. (Proofathon, 2013, propus& de cétre Nicolae Sapoval) 
Cevienele din A,B si C ale triunghiului scalen ABC intersecteaza cercul 
circumscris w in punctele A;, B, si Ci. Fie P, Q si R mijloacele laturilor 
BC, CA si AB. AQ si AiR intersecteaza w in M si N. Fie X punctul 
de intersectie a dreptelor BM si CN. Definim punctele Y si Z in acelasi 
mod, doar ca pentru B si C. Demonstrati ca dreptele PX, QY si RZ sunt 
concurente daca si numai daca AA,, BB, si CC; sunt concurente. 


Problema 10. (USAMO) Consideraim poligonul cu 20 de laturi con- 
eruente A; A A3... Ago, astfel incét pentru 7 impar unghiul A; este de 108°, 
iar pentru i par unghiul A; este de 216°. Demonstrati ca dreptele A2Asg, 
A4gAjo0, AsAi3, AgAig si A7Aig sunt concurente. 
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EXAMENE SI CONCURSURI 
A 31-A OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA 


prezentare de CATALIN GHERGHE?) 


In perioada 2 - 7 mai 2014 s-a desfasurat in localitatea Pleven din Bul- 
garia, cea de-a 31-a editie a Olimpiadei Balcanice de Matematica (BMO2014). 
BMO este o competitie anuala la care participa elevi de liceu si presupune 
rezolvarea de catre fiecare participant, in cel mult patru ore si treizeci de 
minute, a patru probleme de geometrie, teoria numerelor, combinatorica si 
algebra. 

Echipa Romaniei a fost alcdtuita din elevii Joan-Laurentiu Ploscaru, 
clasa a X-a, Colegiul National ,, Lahovari”, Ramnicu Valcea si Stefan Spdtaru, 
clasa a XI-a, Paul Musca, clasa a XII-a, Viorel-Andrei Bud, clasa a XII-a, 
Marius Bocanu, clasa a XJ-a, Andrei-Teodor Andronache, clasa a X-a — toti 
de Liceul International de Informatica-Bucuresti. 

Rezultatele copiilor romani pot fi considerate meritorii: Laurentiu (40 
puncte) si Stefan (40 puncte) au obtinut medalie de aur cu punctajul maxim, 
Paul (34 puncte), Marius (34 puncte) si Viorel- Andrei (33 puncte) au obtinut 
medalie de argint iar Andrei- Teodor (28 puncte) a obtinut medalie de bronz. 


Prezentam in continuare problemele din concurs, urmate de solutiile 
acestora. 


1) Conf. dr., Facultatea de Matematica gi Informatica, Universitatea din Bucuresti 
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Problema 1. Fie x,y,z trei numere reale strict pozitive astfel incat 
cy +yz+ 2x = 3xryz. Sd se demonstreze inegalitatea 


xy t+y?zt+ 222 >Wr+ytz)—3 


$2 sa se determine cand are loc egalitatea. 
Marea Britanie 
Solutie. Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem: 


ay ty*z+ 270 oly 2 = (cty+z)? — (et@+yt+z)? 
LYZ cz cy yz «z+aytyz 3xyz — 
Obtinem astfel 


1 
ay + y’z+ 272 > g(r +y +z). 
Inegalitatea din enunt rezulta folosind inegalitatea evidenta 
(c+y+z—3)?>0. 


Se observa usor ca egalitatea se realizeaza doar daca © = y = z= 1. 

Inegalitatea s-a dovedit a fi una simpla. Din pdcate tracul primulut 
concurs important la care a participat l-a facut pe Teodor sé nu dea o solutie 
completa, obtindnd 5 puncte. Andrei a pierdut cazul de egalitate primind 
doar 9 puncte. Ceilalti elevi romani au obtinut punctajul maxim. 


Problema 2. Un numdr natural nenul n este special dacd exista nu- 
mere naturale nenule a,b,c sid astfel incat: 
_ a> + 2b° 
3 + 2d3 
Sa se demonstreze ca: 
a) existd o infinitate de numere speciale; 
b) 2014 nu este numar special. 
Romania 
Solufie. (a) Cubul oricarui numar natural nenul este special deoarece: 
3 __ (kx)? + 2(ky)? 
7 p+ys 
pentru orice numere naturale nenule 7, y. 
(b) Se observa c&i 2014 = 2-19-53. Daca presupunem ca 2014 este 
numar special, vor exista numere naturale nenule z, y, u gi v astfel incat 


x? + 2Qy? = 2014(u? + 2v°). (1) 


Alegem numerele astfel incat +?+2y? este minim cu aceasta proprietate. 
Deoarece 19 divide x? + 2y?, atunci va divide pe z gi pe y. Intr-adevar, daca 
19 nu divide pe x atunci nu-! va divide nici pe y. 

Relatia 2? = —2y? (mod 19) implicd (x*)® = (—2y%)® (mod 19), adica 
x18 = 26y!8 (mod 19). 


k 


A 31-A OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA 573 


Din Mica Teorema a lui Fermat, obtinem 2° = 1 (mod 19) si deci ar 
rezulta ca 19 divide pe 63. 

Rezulta ca exista numerele naturale nenule x, si y; astfel incat x = 192 
si y = 19y,. Inlocuind in relatia (1) obtinem 


197(x3 + 2y?) = 2-53(u? + 2v°), (2) 


adic& 19 divide u® +2v?° si deci exista numerele naturale nenule u si v; astfel 
incat u = 19u, si v = 19v,. Inlocuind in relatia (1) obtinem 


(a? + 2y?) = 2014(u? + 2v3). 


Este clar ci 23+2y? < 23+2y%, contrazicand minimalitatea lui x3 +2y°. 
Aceast subiect, cu o tehnica de rezolvare clasicad, nu a pus nicio problema 
elevilor romani, toti obtinadnd 10 puncte. 


Problema 3. Fie ABCD un trapez inscris in cercul T de diametru AB. 
Fie E punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD. Cercul de centru B 
gt raza BE intersecteaza cercul I in punctele K si L, unde K este de aceeasi 
parte cu C' fata de AB. Perpendiculara in E pe BD intersecteazad pe CD in 
punctul M. Sd se demonstreze ca dreptele KM si DL sunt perpendiculare. 

Grecia 

Solutie. Majoritatea elevilor nostri au aratat ca C' este simetricul punc- 
tului M fata de latura KL a triunghiului AK LD inscris in cercul [. Deoarece 
punctul C’ se afla pe cercul [ iar DM este inaltime in triunghiul K LD, 
rezulta usor (de altfel, aceasta este o proprietate binecunoscuta) ci M este 
ortocentrul triunghiului K DD si deci KM 1 DL. 

Vom prezenta doua moduri de a arata ca punctele C' si M sunt simetrice 
fata de dreapta K L. 


Prima metoda este cea folosita de Laurentiu Ploscaru in concurs. Notam 
cu + cercul de centru B gi razi BE. Fie N punctul de intersectie a dreptelor 
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EM gsi BC. Laurentiu a aratat mai intai cA punctele N, K si L sunt co- 
liniare: ele se afld pe axa radical& a cercurilor T si y. Intr-adevar, din 
asemanarea triunghiurilor ECN si BEN (EC L NC si EN 1 EB), rezulta 
NE? = NC-NB. Deoarece AB este diametru al cercului I iar MC||AB 
rezulta ca KL 1 MC. Pe de alta parte, deoarece trapezul ABC D este isos- 
cel si AD||MWN (sunt perpendiculare amandoua pe DB) rezulta imediat ca 
triunghiul N MC este isoscel, ceea ce incheie demonstratia. 

Viorel si Andrei au rezolvat problema trigonometric. 

Prezentam acum si o idee calculatorie folosind geometria analitica. 

Luam reperul astfel incét dreapta AB este axa (x) iar originea O este 
mijlocul segmentului AB. 

Presupunem ca ecuatia cercului [ este x2 + y? = 1 (deci A(1,0) si 
B(-1,0)) iar coordonatele punctelor C si D sunt C(cos2t,sin2t) gi 


D(—cos2t, sin 2t), cu t € (0, 4 | 


Ecuatia dreptei BD este y = —(tg t)(x — 1) si deci punctul F are 
coordonatele E(0, tg t). 


Ecuatia cercului y este (x — 1)? + y* = si deci abscisa punctului 


K (si deci si a lui ZL precum si a lui P, punctul de intersectie al dreptei K L 


s 2t 
cu MC) este rx = sa . In sfarsit, din intersectia perpendicularei din E 
sin? t cos 2t 
pe DB cu dreapta DC obtinem abscisa punctului M: ry = oe 


final rezulta usor ca P este mijlocul segmentului MC. 
Folosind in concurs tehnici diferite, toti elevit nostri au obtinut si la 
aceasta problema punctajul maxim. 


Problema 4. Fie n un numér natural nenul. Un hexagon regulat de 
laturé n este partitionat in triunghiuri echilaterale de latura 1 prin drepte 
paralele la laturile sale. Calculati numdrul de hexagoane regulate formate de 
varfuri ale acestor triunghiuri echilaterale. 

Marea Britanie 


AANA 
MWWIALALY 
Va AVAVAVAY/AVAY; 

DRBATVYY 


- 
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Solutie. Daca fixaim un hexagon regulat de latura 7, avand varfurile 
in nodurile laticei formate iar laturile paralele cu muchiile laticei, este clar 
(datorita simetriei) c& vor exista exact j7 hexagoane regulate ce au varfurile 
printre nodurile retelei si pe laturile (cate unul pe fiecare latura) hexagonului 
fixat. 

Raman sa fie numarate hexagoanele de laturad j de tipul celui fixat mai 
sus (adica cu varfurile in nodurile laticei iar laturile paralele cu muchiile 
laticei). Acestea sunt evident cele ale caror centre se afla la ,distanta” n—j7 
fata de centrul laticei. Prin distanta dintre doua noduri ale laticei intelegem 
drumul minim dintre cele doua puncte, adicaé numarul minim de muchii ale 
laticei ce leaga cele doud puncte. Numarul acestor hexagoane este 


pan 541) 5 


Astfel, numarul total de hexagoane ce verifica cerintele problemei este: 
nr 
= 2,{8(n —j)(n—j+1)+1]j = 


= (3n? +n +) 53041) 7 +390 7*= 

j=1 j=l 
n(n + 1)(2n +1) n(n+1))? 
nin et sf 


aint 1) 


= (3n? + 3n + 1)" — 3(2n + 1) 


2 
Efectuand calculele se obtine N = aed , 


In concurs Laurentiu a numarat dupa centrele hexagoanelor, observand 
mai intai ca exista 62 puncte din latice aflate la distanta i fata de centrul 
laticei. 

Acesta a fost subiectul care a pus cele mai mari probleme copiilor nostri. 
Laurentiu st Stefan au obtinut punctajul maxim la acest subiect. Paul, Andrei- 
Viorel $i Marius au obtinut numai cate 4 puncte pentru cd au considerat doar 
hezagoanele ce au laturile paralele cu muchiile retelei, iar Teodor-Andrei a 
obtinut 3 puncte. 
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA APLICATA 
wsBCOMAT* 


Editia a IIl-a, Bistrita, 24 - 27 aprilic 2014 
prezentare de EUGENIA Duca) si DorEt I. Duca?) 


Elevii economisti (clasele de servicii), cdrora le place matematica, au un 
concurs de matematica al lor: Concursul Regional de Matematica Aplicata 
in Economie ,,ECOMAT“. Editia a III-a a Concursului Regional de Mate- 
matica Aplicata in Economie ”"ECOMAT” s-a desfasurat in zilele de 25-27 
aprilie 2014 la Liceul cu program sportiv Bistrita. La concurs au partici- 
pat elevi proveniti de la urmatoarele scoli: Colegiul Economic ,,Iulian Pop“ 
Cluj-Napoca, Colegiul Economic ,,Gheorghe Dragos“ Satu Mare, Liceul cu 
program sportiv Bistrita, Colegiul Tehnic ,,Alesandru Papiu-Ilarian“ Zalau, 
Colegiul Tehnic ,,loan Ciordas“ Beius, Colegiul Economic ,,Partenie Cosma“ 
Oradea, Colegiul Economic ,,Nicolae Titulescu“ Baia Mare, Colegiul Tehnic 
Infoel Bistrita, Colegiul National ,,Petru Rares“ Beclean, Colegiul Economic 
» Lransilvania“ Tg. Mures, Colegiul Economic ,,E. Gojdu“ Hunedoara. 

Pentru atmosfera deosebit de calda si serioasd necesara unor astfel 
de concursuri tinem sa multumim colegilor nostrii de la Liceul cu program 
sportiv Bistrita. 


Prezentam in continuare subiectele propuse la concurs: 
Cinsa a LA-a 

1. Cu ocazia zilei de 1 Mai, pensiunea ,,Laleaua Pestrita“ pune la 
dispozitia turistilor 4 camere. Num§arul locurilor din aceste camere (C1, C2, 
C3, C4) reprezinté numere in progresie aritmetica. Se stie ca In camerele 
C1 si C4 se pot caza in total 10 persoane, iar daca din numarul persoanelor 
care se cazeaza in camerele C3 si C; se scade numarul! persoanelor cazate in 
camera C2, se obtine 4. 

a) Sa se afle numarul persoanelor cazate in fiecare camera. 


b) Determinati suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice. 
Iuliana Pasca, Bistrita 


2. Se considera functiile f,g : R > R definite prin 
f (xz) = 2? — 62 +a, g(x) = 227 + br + 14, 
unde a si b sunt numere reale. 


a) Pentru ce valori ale numerelor reale a si b parabolele asociate func- 
tiilor f si g au acelasi varf? 


1) Conf. dr., Departamentul de Matematica, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca. 
2) Prof.dr., Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea , Babes-Bolyai“ Cluj- 
Napoca. 
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b) Pentru a = 5 si b = —12 rezolvati in multimea numerelor naturale 
inecuatia f (x) < g(2). 
Mirel Matyas, Zalau 


3. La o reprezentanta auto, prin vanzarea a doua masini Skoda si 
BMV, se incaseaza in total suma de 80000 lei. Daca pretul de vanzare al 
BMW-ului ar fi cu 20% mai mare, atunci diferenta dintre pretul Skodei si 
noul pret al BMW-ului ar fi de 14000 lei. Determinati pretul de vanzare al 
fiecdrei masini. 

Lia Sdplacan, Beclean 

4, Hexagonul regulat ABC'DEF are lungimea laturii 1. Fie O centrul 
hexagonului. 

a) Exprimati vectorul AC in functie de vectorii AO si AB. 


b) Calculati lungimea vectorului @ = AB + AC + AD + AE + AF. 
Olimpia State, Satu Mare 


Ciasa a Kea 
1. Sa se rezolve ecuatiile: 
a) (V2—1)° + (V2+1)° =6; 
b) eed oe =: 


Iuliana Chilom, Bistrita 


2. Fie functia f : D > R definita prin f (xz) = log. x + log, 2, unde D 
este multimea maxima de definitie a functiei. 

a) Determinati multimea maxima de definitie a functiei f. 

b) Aratati c& pentru orice x > 1 avem f (zx) > 2. 

c) Calculati suma 


S=f( a0) +F( 5) t--44(5) FF @ +s) +... +72). 


Maria Silaghi, Satu Mare; Marian Stroe, Hunedoara; Juliana Chilom, Bistrita 


4. In figura alaturata, pe o harta cu scara 
1 : 200000 este desenat un sistem de coordonate 
rOy cu originea O, axa Oy avand directia S—N. 
Pe harta sunt insemnate pozitiile a trei localitati 
A,B, PuBeOysiA€ Oz. 
Folosind rigla, un elev a gasit OA = 8 cm, 
OB =6cm, AP = BP si ca punctele P, A, B 
sunt coliniare. 
a) Determinati coordonatele punctelor A, B, P si distanta reala dintre 


A si B. 
b) Daca punctul C este simetricul lui A faté de O, determinati coordo- 
natele punctului in care dreapta C’'P intersecteaza axa Oy. 
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c) Se construieste un drum pe traseul B — P — M — A, unde M € OB. 
Determinati coordonatele punctului M astfel incat lungimea drumului sa fie 
minima. 

Lia Sapldcan, Beclean 


4. In primul an de recesiune economica, productia interna a unei 
tari a scazut cu 15%, iar in anul urmator a scadzut cu 8%. In al treilea 
an productia creste cu 28%. Demonstrati ca productia dupa al treilea an 
depaseste productia initiala. 

Ileana Suba, Satu Mare 
Clasa a XI-a 


1. Fie matricea A € M,(Z), 


a-—-l -l 
A=( 1 ay | 


a) Determinati numdrul intreg a pentru care A* + Ip = 0p. 
b) Aratati ca A este inversabila oricare ar fi a € Z. 
c) Pentru a = 1, calculati A+ A? + A? +... 4+ A200, 
Iuliana Chilom, Bistrita 


2. In reperul cartezian xOy se dau punctele A, (3",n), n € N si 
B(x#+1,2x),xceER. 

a) Determinati ecuatia dreptei Ag A}. 

b) Aflati valorile reale ale lui x astfel incat punctele A;, Ag, B sunt 
coliniare. 

c) Determinati valorile lui n astfel incat aria triunghiului A, An+1An+2 
sa fie egala cu 3” |n — 1]. 

M. Muregan, Cluj-Napoca; M. Cojocnean, Tg.-Mures; V. Sirb, Zalau 


3. Fie functia f : (0,00) > R definita prin 
i@e c*+ax+b, dacixr>1 
(z) = 2+ Inq, daca x < 1. 


a) Determinati numerele reale a si b astfel incat functia f sa fie derivabila 
pe (0, +00). 
b) Calculati 


c) Aflati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 
1/e. 
Iuliana Chilom, Bistrita 


4, O fabric’ produce costume barbatesti, iar costul de fabricatie, C, 
al acestora se calculeaz& dup& functia C (x) = 4x + 15 (in mii lei), unde z 
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reprezinta numarul in sute al costumelor. Venitul obtinut, V, se calculeaza 
dupa functia V (x) = 1 + 20x — 2x? (in mii lei). 

a) Aflati functia profit. 

b) Precizati intervalul numarului de costume produse pentru care soci- 
etatea realizeaza profit. Dar pierdere? 

c) Aflati care este numarul de costume care maximizeaza profitul si care 
este profitul maxim obtinut. 

Mihaela Muresan, Cluj-Napoca 


Clasa a XII-a 


1. Pe R se defineste legea de compozitie ,,*” prin relatia 
xc*ey = xcy+ 3axr + by, oricare ar fi z,y € R. 


Determinati valorile reale ale numerelor a si b pentru care legea de 
compozitie este comutativa si asociativa. 
Simona Cap, Beius 


2. Fie polinomul f € R[X], f = Ce na, "sb aoa + X cu forma 
algebrica 
f = agoog.X 0 + agar X20?" +... +.a,X +a. 


a) Aratati cd polinomul f se divide cu X + 1. 

b) Determinati restul imp&rtirii polinomului f la X? — 1. 

c) Aratati ci suma coeficientilor de rang par ai polinomului f este numar 
impar. 

Silvia Bumb, Bistrita 

3. O firma care se ocupa de amenajarea spatiilor verzi, trebuie s& puna 
gazon pe un teren de forma celei din figura alaturata. Curba ABA’ reprezinta 
graficul functiei f : [—8,8] — R definita prin f(r) = 5V8 — x’, iar curba 
AB’ A’ este simetricul lui ABA’ fata de axa Oz. Pretul gazonului este de 4,5 
euro/m? fara TVA. 


a) Cati metri patrati de gazon rulou foloseste firma pentru a acoperi tot 
terenul, stiind ca pentru fiecare metru patrat de teren se adaugd 5% pentru 
pierderile avute cu montajul. 

b) Cat a costat tot gazonul folosit, cu TVA? (24%) 

Nota. Se va utiliza pentru 7 aproximarea 3,14 si se va lucra cu cel mult 
trel zecimale. 

Ileana Suba, Satu Mare 
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4. Consideraém multimea 
F = {f: [0,1] — [0,1] | f este continua, f (0) =0 si f (1) = 1}. 
a) Fie a,b € (0,1) cua < bi functia f : [0,1] — [0,1] definita prin 


0, daca x € (0, a] 

f(z)= — daca x € (a,b) 
1, daca x € [b, 1). 
1 


Aratati ca f € F si calculati / f (x) dz. 
0 
b) Gasiti doua functii diferite f; si fo din F astfel incat 


[ n@ar= [haar 


c) Gasiti o functie f € F astfel incat 


; 1 
/ f (x) dz = 5014: 


Crina Bercovici, Beius; Monica Naste, Oradea 


In urma evaluarii lucr&rilor scrise, s-au obtinut urmatoarele premii: 

Premiul I: Larisa Bejan- clasa a [X-a la Colegiul Economic ,,Partenie 
Cosma“ Oradea), Camelia Rusu — clasa a [X-a, Colegiul Economic ,,Partenie 
Cosma“ Oradea, Dalia Balmug — clasa a X-a, Colegiul Economic ,,Partenie 
Cosma“ Oradea, Corina Ionita — clasa a XI-a la Colegiul Economic ,,Partenie 
Cosma“ Oradea, Anca Gherendi— clasa a XII- la Colegiul Economic ,,Tran- 
silvania“ Tg. Mures. 

Premiul Wi: Raul Mihai Cap — clasa a IX-a, Colegiul Tehnic ,,[oan 
Ciordas“, Beius, Adrian Herczeg — clasa a X-a, Colegiul Economic ,,N. Tit- 
ulescu“ Baia Mare, Joana Retegan — clasa a XI-a la Colegiul Tehnic ,,Infoel“ 
Bistrita, Adelina Cadar — clasa a XII-a, Colegiul Tehnic. ,,Al].P. Iarian“, 
Zalau), Mihai Danila — clasa a XII-a, Colegiul Economic ,,[ulian Pop“ Cluj- 
Napoca. 

Premiul Li: Rahela Pogdcean — clasa a [X-a, Colegiul National ,,Petru 
Rares“ Beclean, Adina Nistor — clasa a X-a, Colegiul Economic ,,lulian Pop“ 
Cluj-Napoca, Diana Célugdr — clasa a XI-a, Colegiul Economic ,,Transil- 
vania“ Tg. Mures, Silvia Bunea — clasa a XII]-a la Colegiul Economic ,,ulian 
Pop“ Cluj-Napoca. 
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PROBLEME 
PROBLEME PROPUSE 


PROBLEME PENTRU EXAMENE NATIONALE) 


Clasa a VIl-a 
12 4 
1. Ordonati crescdtor numerele a = 4 b= 1 sic= 3° 


2. Determinati numarul intreg a stiind ca solutia ecuatiel az — 2 = 0 


este : 
3" 


3. Aratati ca daca a = 2+ /3, atunci numarul A = 4a — a? este intreg. 


aN 


. Determinati cel mai mare numéar intreg k pentru care |2k — 1| < 8. 


5. Se considera un triunghi ABC si punctele M € (AB), N € (AC) 
astfel incat AM =3-MBsi4-AN =3- AC. Demonstrati ca dreptele MN 
si BC’ sunt paralele. 


6. Se considera un trapez ABCD (AB||CD, AB > CD) in care M € 
(AB) astfel incdt DM LAB, iar N si P sunt mijloacele diagonalelor (BD), 
respectiv (AC). Aratati ca PN||AB. 

Clasa a VIITIT-a 
a 
V5-1 
8. Se considera multimea H = {a + b/2la, bE Z}. 
Aratati ci 6+ 4/2 € H. 


7. Calculati partea intreaga a numarului a = 


9. Determinati numarul intreg k stiind c& (—2; 5] M [k;6) = [1; 3k + 2]. 
10. Se considera numerele reale z si y, x > y, pentru care xz? + y* = 34 


siz+y=8. Aratati ci d= x — y este numar intreg. 


11. Se noteaza cu O centrul patratului ABCD in care AB = 6. Pe 
planul patratului se ridica perpendiculara F.A, cu EA = 8. Calculati distanta 
dintre punctele F si O. 


12. Calculati aria unei fete laterale a unei piramide triunghiulare re- 
gulate VABC in care fetele laterale sunt triunghiuri dreptunghice in V si 
AB = 6. 


1) La problemele din aceasta rubrica nu se primesc solutii. (N.R.) 
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Clasa a IX-a 


13. Se considera multimea A, = {1,3,5,...,2n —1},n © N*. Aratati 
ca suma elementelor multimii Asg este un numar patrat perfect. 


14. ‘Toate numerele naturale sunt colorate cu rogu sau cu albastru, 
fiecare cu o singura culoare. Se stie c&i daca un numaéar z este rogu, atunci si 
numarul z+ 4 este tot rosu, iar daca un numéar y este albastru, atunci si y +6 
este tot albastru. Aradtati ca daca numarul 6 este rosu, atunci si numarul 16 
este tot rosu. 


15. Determinati bs dac& in progresia geometrica (bn),> 1 se stie ca 
4bo + b; = 16b3 — b; = 3. 


16. Aratati ca daca a,b,c,d € R verifica egalitatea ac = 2(b+d), atunci 
cel putin una dintre ecuatiile 2? + az +b=0 si x? ++cxr+d=0 are solutiile 
reale. 


17. Vom spune ca o functie f : R > R este normald daca exista 
a,b € Za # 5b, astfel incdt f(a) + f(b) = 0. Pentru k € Z se considera 
functiile f,,9,: RR, f,(z) = 22 —k si ox (x) = k — 3x. Aratati ca pentru 
orice numar intreg k functia f, este normald si, pe de alta parte, aratati ca 
exista numere intregi k pentru care functia g, nu este normald . 


18. Calculati lungimea vectorului AB + BC , stiind cé ABCD este un 
dreptunghi cu lungimile laturilor egale cu 6, respectiv 8. 


Clasa a X-a 


1 1 
19. Calculati arctg5 + arctg.. 


20. Demonstrati ca functia f : R > R, f(x) = 42 — 3 este inversabila. 
Daca g : R > R este inversa sa, calculati g(5). 


21. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 


2 - log,(x + 1) + log,(x — 1) =3. 


22. Precizati natura triunghiului ale cdrui varfuri au afixele a = 2, 


b=4+1,c= 41. 
4 


r+1- 
V10 < n. 


23. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia grte — 


24. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care glos2 
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Clasa a XI-a 


22 +y+tmz=m 
25. Se considera sistemul de ecuatii ¢ 3x — my + 4z = 1 , undemeE R. 
r+z=1 
Se noteaza cu A, respectiv A matricea sistemului, respectiv matricea extinsa 
a acestuia. 
a) Rezolvati sistemul in cazul in care m = 0. 
b) Ardtati c&, pentru orice k € Z, exista m € Z astfel incat det A = k?. 
c) Demonstrati ci, pentru orice m € R, matricea extinsa A are rangul 
egal cu 3. 
26. Calculati urmatoarele limite de functii: 
_ 2%-—474+3 
a) lim ——————__; 
tl /xr+3—2 
T 
b) lim x- sin —; 
L—O0o 
4? +57 —2 
x—0 sin 3x 
Clasa a XII-a 


27. Se considera multimea G=(-—1,1) si, notand, pentru orice z, yEG, 


+ 
1+ a presupunem cunoscut faptul ca (G,*) este un grup. De 
1 


asemenea, pentru orice n € N,n > 2 notam z,, = on? a1" 
TN -—- 


Cy = 


a) Aratati ca f : G > (0,00), f(x) = —este un izomorfism intre 
x 
grupurile (G, *) si (R4,-). 
ie se ] 
b) Demonstrati ca f(r2)f(r3)-...- f(an) = = ,Wn EN,n > 2. 


1 
Cc) Calculati An = 54g tart He n>? 


28. Se considera functiile f,g:R— R, 


f(z) 


ae 


g(x) = | #0 cos tdt. 


1 
a) Calculati / f(x)dz. 
0 


b) Determinati g/(x), x € R. 
c) Calculati g (5) . 
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PROBLEME PENTRU CICLUL PRIMAR) 


P:748. Pentru constructia unei autostrazi au fost necesari trei ani. In 
primul an s-a construit un sfert din lungimea totala a autostrazii. In al doilea 
an s-au construit trei cincimi din ceea ce a mai ramas, iar in ultimul an s-au 
construit restul de 72 km. Ce lungime are intrega autostrada? 

* kk 


P:749. Intr-o urnd sunt 12 bile albe, 26 de bile rosii si 36 de bile verzi. 
Determinati cel mai mic numar de bile care trebuie extrase, fara a vedea 
culoarea acestora, pentru a fi siguri ca am scos cel putin 7 bile de aceeasi 
culoare. 

* *K xX 


P:750. Ionel are 2800 de lei si Ana are 1300 de lei. Ionel cheltuieste 

100 de lei pe zi, iar Ana cheltuieste 25 de lei pe zi. Dupa cate zile cei doi 
copii vor avea sume egale de bani? 

* kK xX 


P:751. La etapa pe scoala a olimpiadei de matematica sau prezentat de 
doua ori mai multe fete decat baieti. Dupa derularea etapei numarul fetelor 
a scazut cu 30, iar numarul baietilor a scazut cu 6. Pentru etapa locala s-au 
calificat un numar egal de fete si baieti. Cati elevi au participat la etapa pe 
scoala a Olimpiadei de matematica? 

* * Xx 


P:752. In trei depozite sunt 600 t de grau. Daca din primul depozit 
se transfera 20 t in al doilea gi 25 t in al treilea, cantitatile devin egale. Ce 
cantitate de grau era initial in fiecare depozit? 

* * X 


P:753. a) Care este cel mai mic numar natural de trei cifre care impartit 

la 13 da restul 7? 
b) Cate numere naturale de trei cifre dau restul 7 la impartirea cu 13? 
* * x 


P:754. Intr-o cutie sunt bile rosii, galbene, negre si verzi, in total 20 
de bile. 14 bile nu sunt negre, 2 bile sunt verzi si 15 bile nu sunt galbene. 
Cate bile rosii sunt in cutie? 

* * OX 


¥’:755. Determinati cel mai mare numar natural care impartit la un 


numar de o singura cifra da catul 2014. 
* * 


1) Se primesc solutii pana la 30 aprilie 2015 (data pogtei). (N.R.) 
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P:756. Ana si Barbu au impreuna 46 de lei. Daca Barbu i-ar da Anei 
5 lei, atunci Barbu ar avea cu 6 lei mai putin decat Ana. Cati lei are Barbu? 


* &k x 
P:757. Determinati cifrele nenule a, b, c, stiind c& 3 x ab = be. 
* kK x 
PROBLEME PREGATITOARE PENTRU CONCURSURI SI 


OLIMPIADE 
PROBLEME PENTRU GIMNAZIU?) 


Clasa a V-a 


E:14749. Se considera numarul N = abcdef. Sa se demonstreze ca 
numarul N este divizibil cu 7 dac& si numai dac& ef + 2-cd+4- ab este 
divizibil cu 7. Folosind eventual acest rezultat sa se arate ca numarul 
1...12...2...9...9 este divizibil cu 7, stiind ca fiecare cifra de la 1 la 9 
apare de 12 ori. 

Steluta Monea, Deva 


E:14750. Determinati numerele prime p si g pentru care 
p? —q? = 10+ 5p. 
Heidi Feil, Otelu Rosu 


E:14751. Determinati cel mai mic numar natural cu suma cifrelor 2015 
care contine, cel- putin o data, fiecare cifra zecimala. 
Camelia Pirvu, Oravita 


E:14752. Sa se gaseasca cele mai mici trei numere naturale consecutive 
a, b, c, a caror sumaé este un numar care are ultimele patru cifre 2,0,1,4. 
Adriana Dragomir, Otelu Rosu 


Clasa a Vi-a 


E:14753. Se considera un triunghi ABC pentru care exist’ un numar 
natural nenul k, astfel incat m(<.B) = k-m(<A), iar mediatoarea laturii (BC) 
intersecteaza (AC) in E astfel incat AB = BE. Sa se determine numerele k 
pentru care m(<A) = n°, unde n este numar natural. 

Lucian Dragomir, Otelu Rosu 


E:14754. Pe o tabla sunt scrise la inceput numerele 11 si 13. Un pas 
Inseamna scrierea pe tabla a unui numar nou, egal cu suma a dou’ numere 
oarecare scrise deja pe tabla. Aratati ca: 

-a) Indiferent cati pasi s-ar efectua, pe tabla’ nu se poate scrie numarul 
86; 


1) Se primesc solutii pana la 30 aprilie 2015 (data postei). (N.R.) 
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b) Este posibil ca, dup& mai multi pasi, pe tabla s& fie scris numarul 
2015. 
Iulia Cecon, Otelu Rosgu 


E:14755. Se considera punctele distincte A, B, C, D astfel incaét B 
este mijlocul segmentului (AC) si C este mijlocul segmentului (BD). Aratati 


= AC + BD 
a) BC = an 

1 1 4 
b) 46+ Bp < aD 


Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 


E:14756. Se considera 300 de puncte coliniare. Trei copii coloreaza 
aceste puncte dupa cum urmeaza. Primul copil coloreaza cu verde primele 
trei puncte, apoi sare peste unul, apoi iar coloreaza urmatoarele trei gsi iar 
sare peste unul si asa mai departe pana la finalul celor 300 puncte. Al doilea 
copil realizeaza de la inceput o recolorare asemanatoare dar cu albastru si 
coloreaza primele patru puncte apoi sare unul, si iar urmatoarele patru si 
din nou sare peste unul etc. Al treilea copil recoloreaz&i cu maro cate cinci 
puncte si sare peste unul si apoi urmatoarele cinci etc. Cate puncte au ramas 
la final necolorate? 

Steluta Monea si Mihai Monea, Deva 


Clasa a VII-a 


E:14757. Se considera triunghiul ABC,, m(<A) = 90°, D simetricul 
punctului C fata de A, CE 1 BD, EE BD si ABNCE = {F}. Stiind ca 
AE || BC iar paralela prin F la BD intersecteaza [BC] in P si [CD] in Q, 
sa se arate ca: 

a) EC = 2-m(<B); 

b) g BU<PE+EQ< BC. 

Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 

E:14758. Se considera un triunghi ABC gi punctele M, N, P pe laturile 

CN AP 1 


~-.,, BM _ _AP_ 1 
[BC] , [AC] , respectiv [AB] astfel incat : eo CA ap TS 


Daca E este mijlocul lui [NP] si F mijlocul lui [BC] , demonstrati ca 


1 
EF este paralela cu AM si EF = ti AM. 


Nicolae Sténiloiu, Bocsa, Carag Severin 


E:14759. Se considera o multime A C Z care are proprietatile: 
(1) 0 € A si (2) dacd 2a — 3b € A, atuncia € Asibe A. Aratati ca 


Adriana Dragomir, Otelu Rosu 
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E:14759. Fie ABCD un trapez (AB || CD). Demonstrati ca trapezul 
este isoscel daca si numai daca oricare ar fi punctul V din plan are loc relatia 
VA?-VB? _VD?-VC? 

AB CD ° 
Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa, Hunedoara 


Clasa a VIII-a 


E:14760. Se considera tetraedrul ABCD si un punct M situat in 
interiorul triunghiului BC'D. Paralele duse prin M la muchiile AB, AC’, AD 
intersecteaza fetele ACD, ABD gi respectiv ABC in punctele A’, B’ respectiv 
C’. Dac& (ABC) || (A’B’C’), demonstrati c&é M este centrul de greutate al 
triunghiului ABC. 

Mihai Monea si Steluta Monea, Deva 


E:14761. Se considera un numar natural a si multimea 


A={neEN| Vn2+aneEN}. 


a) Sa se arate ca A este finita daca si numai daca a + 0. 
b) Pentru a # 0 determinati maximul multimii A. 
Marian Stroe, Hunedoara 


E:14762. Numerele reale nenule a si b verifica egalitatea 
a®-b-?-3-a7?.b? =2. 


Sa se arate ca a si b nu pot fi simultan numere rationale. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 


E:14763. Determinati numerele prime p si g, p > q stiind ca 
p(1 + 3pq) + 4(1 — 3pq) = p® — q”. 
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare 
PROBLEME PENTRU LICEU!) 


Clasa a [X-a 
26999. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si punctele D € 
~ .,. DB EC FA ' 
(BC), EB € (CA) si F € (AB) astfel incat — Notam cu T' 


DC EA FB 
punctul Toricelli-Fermat al triunghiului ABC. 


a) Demonstrati cd BC? = TB? +-TC?+TB.-TC. 
b) Demonstrati ca 2(TD + TE+TF)>TA+TB+TC. 


Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa, Hunedoara 


27000. Fie ABCD un patrulater convex in care <ABC = xADC. 
Consideram punctele M ¢€ [AB], N € [BC], P € [CD] si Q € [DA] astfel 


1) Se primesc solutii pana la 30 aprilie 2015 (data postei). (N.R.) 
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incat [MB] = [QD] si [NB] = [PD]. Notam cu R, S si T respectiv mijloacele 
segmentelor [MQ], [BD] si [NP]. Demonstrati cé R, S si T sunt coliniare. 


Nicolae Bourbdacut, Sarmizegetusa, Hunedoara 


27001. Se considera o multime G C R care satisface simultan pro- 
prietatile: 
a)lEG; b)zteGavVr+2EG; c) Vx+3EG=> (x#+4) €G. 
Aratati cé /2015 € G. 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu 


27002. Aratati cd, folosind notatiile uzuale pentru un triunghi (a, b,c 
lungimile laturilor, mg, m,, m, lungimile medianelor corespunzatoare si lg, lp, 
1. lungimile bisectoarelor unghiurilor interioare corespunzatoare), cel putin 
una din urmatoarele ecuatii are radacini reale : 


Mat? + 2bx +1, = 0, 
myx? + 2cx +l, = 0, 
mx? + 2az +1. = 0. 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu, Caras-Severin 


Clasa a X-a 


27003. Pentru orice multime finit’ nevid’ X considerém multimea 
Bx ={f:X > X | f este bijectiva}. Pentru orice element f € Bx, numim 
ordinul séu — notat ord f — cel mai mic numéar natural nenul n pentru care 
fofo...of = 1x. Fie multimea Fir(f) = {ce X |f (c) =c}. Demon- 
nori 
strati ca oricare ar fi f,g € Bx cu proprietatea fog = gof si(ordf,ordg) =1 
avem Fir (fog) = Fix(f)n Fix (g). 


Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa, Hunedoara 


27004. Fie f : [0,1] — [0,1] o functie bijectiva. Sa se arate ca 
urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 

a) (fo f)(z) = 2, Vax € (0, 1]; 

b) (fo f)(z) + f(z) =2z+ f*(z), Vz € (0, ]]. 


Rozalia Marinescu, Hunedoara 


27005. Fie n € N, n > 2 si numerele 2, 22,...,2n € C astfel incat 
\z1| = |ze] =... = |zn| =lsizitzot...+m=0. 
a) Demonstrati c& |z — z1|? + Jz — 22/7? +... + |z— inl? = nlz|? +n, 
pentru orice z € C. 
b) Demonstrati c& |z — z1|+|z — zo|+...+|z — 2n| < nv2, pentru orice 
z€EC,|2z| <1. 
Ioan Serdean, Orastie, Hunedoara 


27006. Fie ABC un triunghi oarecare cu cercul inscris notat cu W. 
Fie © cercul aflat in interiorul AABC, care este tangent exterior cercului W 
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in M gi tangent laturilor [AB], [AC]. Tangentele din B si C la Q, altele decat 
BA si CA, se intersecteaza in punctul J. Fie N punctul de tangenta dintre 
W si BC’. Demonstrati ca punctele J, M, N sunt coliniare. 

Catalin Fetoiu, elev, Hunedoara 


Clasa a XI-a 
27007. Se considera sirul (tp)nen definit prin x9, 21 € (1,00) si Zn41 = 


= log3(1 +2, + 2%n_-1), pentru orice n € N*. 


2 
b) Demonstrati ci lim zr, = 1. 
n—- Co 


1 
a) Demonstrati ca sirul (= + 5tn-1) este convergent. 
n>1 


Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa, Hunedoara 


27008. Fie A,B € Mo2(C) astfel incét det A = det B = 1. SA se de 
monstreze echivalenta 
(AB — BA)? = O2  A* + B* = A“!'BAB+ BABA 
Mihai Opincariu, Brad, Hunedoara 
27009. Fie doud matrice A,B € M2(R) astfel incdt (A — B)* = 
a) Ar&tati c& det(A? — B?) = (det A — det B)?. 
b) Demonstrati echivalenta: det(AB — BA) =0 © det A = det B. 


Mihai Opincariu, Brad, Hunedoara 


Clasa a XIJ-a 
27010. Fie (G,-) un grup si multimea 


Z(G) = {x €G| zy = yz, Vy € G}. 


Daca x? = e, pentru orice x € G\Z (G) atunci grupul G este comutativ. 


Mihai Opincariu, Brad, Hunedoara 


27011. Fie D(R) inelul functiilor derivabile (impreuna cu operatiile de 
adunare gi inmultire) si S un subinel al sdéu care contine doar functii convexe 
sau concave. Sa se demonstreze ca orice functie din S este constanta. 

Nicolae Bourbdécut, Sarmizegetusa 


27012. a) ee is continue f,g,h : [0,00) > R cu pro- 
xr+y 


prietatea / f (t) dt = [a (t)dt+ / h(t) dt, pentru orice x, y € (0, 00). 
0 


0 
b) a a sescatoate f,9,h : [0, 00) + R cu proprietatea 
r+y 


| f (t) dt = [ow dt fr (t) dt, pentru orice x,y € [0, 00). 


Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa 
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ERATA 


Redactia a constatat, in urma unor sesiz&ri, urm&toarele: 

— Problema 26588 din G.M.-B nr. 3/2012, autor I. Cuc, este aceeasi 
cu problema 17971 din G.M. nr. 10/1979,autor Fl. Pdarvdnescu. 

— Problema §:E14178 din Suplimentul cu exercitii al G.M./ mai 2014, 
autor L. Tutd, este aceeasi cu problema 10 pag. 90, autor I. Tudor, din cartea 
aceluiasi autor: Exercitii $i probleme de algebra si geometrie clasa a VII-a, 
semestrul I, Editura Carminis, Pitesti, 2007. 


RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 
Au trimis solutii la problemele propuse urmAatorii elevi: 

ARAD (ARAD) Lic.,,Adam Miller Guttenbrunn“ cl.V Astefanoae Andreea (250), 
Hanc Ioana Maria (340), cl. VI Buda Paul (80), cl. VIII Blaj Paula (140); C.N. ,, Moise 
Nicoara“ cl. VI Csaky Carina (90+90), cl. VIII Crigan Ioana (80). 
BACAU (BACAU) §.9. ,,Al. I. Cuza“ cl.V Marcuta Silvia (200), Mandrila Alexia 
Elena (100), Suru Matei (200), Serban Alexia (200), Ungureanu Vrancescu George 
(210). 
BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,,Gheorghe Sincai“ cl. VIII Gata Alexan- 
dra (50). 
BARLAD (VASLUI) $.9. 11,,George Tutoveanu“ cl. VIII Rotaru Oana (190+10). 
BABANA (ARGES) $.9. cl. VIII Calina Ana Maria (120). 
BORSA (MARAMURES) Lic. cl.V Maris Catalin (80). 
BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 ,,Diaconu Coresi“ cl.IV Maier Irina (100), Raicu 
Matei (130), Vintila Maria (100); $.g. 5 cl.V Ene Vlad (140), Filip Andrei (130), 
Maican Andrei (180), Malureanu Andrei (140), Pintilie Nicolae (180), Predoiu An- 
drei Virgil (120), Simion Andrei (130), Stan Elisabeta (140); $.g. 13 cl.V Micu 
Bogdan Andrei (120+120); $.g. 15 cl. VI Cristea Vlad (80); Lic. ,,Andret Muresan“ 
cl.V Gurzau Roland (200), Iacovache Dan (180), Ionescu Luiza (170). 
BRAILA (BRAILA) 9.9. ,,Fdnug Neagu“ cl.VII Olaru Gabriel (90); Lic. Pe- 
dagogic ,.D.P. Perpessicius“ cl.VI Dinu Maria (100), Modoran Calin (270), Neacsu 
Georgiana (260), Stamate Mihai (210): C.N. ,,Nicolae Balcescu“ cl.VI Dumitru 
Arina Maria (120), cl. VII Anghel Maria (90), Ason Ana Maria (70), Burlacel George 
(70), Colceag Sorana (60), Cristache Ionut Gabriel (50), Donescu Irina (170), Dra- 
ghici David (40), Fotin Stefan Andrei (130), Fudulu Denis (70), Munteanu Irina 
Mihaela (120), Paraschiv Teodora (80), Popescu Vlad Cristian (80), Radu Alexandru 
(100), Roadevin Stefan (180), Sofrone Mihnea Andrei (70), Surdu Cristian (90), 
Tovarnac Tudor (130). 
BUCURESTI §.9. 56 cl. VII Mihai Andrei Cristian (100+120), Petcu Luca (80); 
S.g. 79 cl.IV Albu Victor (100), Complerul Educational ,, Lauder — Reut“ cl.[X Vescu 
Victor (60); $.g. 280 ,, Mihail Sebastian“ cl. VI Oprea Alexandru Octavian (50); C.N. 
, Gheorghe Lazar“ cl.V Gheorghe Cezar Cristian (20); C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.IV 
Voinea Ionut Florin (220); C.N. ,,Spiru Haret“ cl. VI Nita Diana (110); C.N. ,, Tudor 
Vianu“ cl. VI Baban Bogdan (50), Maftei Alexandra Elena (20). 
CAMPULUNG MOLDOV ENEAC (SUCIEAWA) 9.9. 3 Bogdan Voda* cl. VII 
Ostafi Andrei Narcis (70), fard mentiune de clasd: Oblesniuc Teodora (50). 
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CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,,.Nanu Muscel“ cl.VI Bragarea Ionut 
(160), Cojocaru Emilia (170), Esanu Gabriela (170). 

CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9. ,,Spectrum* cl. VI Puscasu Razvan (110); 
C.N. ,,Mircea cel Batrén“ cl.VI Sadaconur (200), Zamfira Daria Maria (50), Za- 
haria Alexandru (60), cl. VIII Caraghiorghe Elena (90+70), Ibadula Ella Nelin (70), 
Puscasu Radu Andrei (60), cl.X Dragusin Sabina (60), Ghezea Andreea (60), Guiu 
Haricleea Maria (60), Mocanu Oana Maria (60), Palamariuc Anda Amelia (60), 
Popovici Maria Cristina (60), cl.XI Caraman Maria Alexandra (50), Strungariu 
Cristina Bianca (50). 

CRAIOVA (DOLJ) $.9. 2 ,, Traian“ cl.VII Piciu Razvan (250); C.N. ,,Carol I“ 
cl.X Balan Giorgiana Lavinia (60), Fota Maria Madalina (50), Glavan Costinel (50), 
Grigorie Gabriel (50), Marica Mihai Cristian (50), Neacaé Ana Maria (50), Rosca 
Irina Alexandra (50), Rusu Alexandru Ionut (50), Rusu Georgiana (50), Stanca Du- 
mitra (50), Vigan Vanesa Maria (60); C.N. ,,Fratit Buzesti“ cl.IV Vasilescu Ruxan- 
dra Elena (50+70), cl.V Alecsie Ariana Gabriela (40), cl. IX Anghel Andreea (100), 
Baciu Simina (110), Badea Alina Gabriel (100), Boboc Bianca (100), Bulmaci Andrei 
(100), Busuiocescu Martha (100), Calina Anca (110), Cricorian Ana Maria (120), 
Dinu Milena Elena (120), Firtulescu Andrada (110), Flueran Denis (120), Georgescu 
Mihai (130), Ignat Andreea (110), Ionescu Ana Maria (100), Ivanovici Alexandra 
(100), Mateescu Cristina Georgiana (140), Maceganu Andreea (130), Pascu Anca 
(100), Parva Maria (100+110), Putere Madalina (110), Radeanu Andreea (100), 
Sima Diana Maria (110), cl.X Albu Cristian Bogdan (100), Baloiu Mihai (100), Bu- 
dana Mihai Cristian (100), Cismaru Cristina Elena (100), Gogea Teodora (60), Min- 
ciuna Eduard (100), Noana Bogdan (70), Voicu David (100), cl.XI Barbu Octavian 
(80), Berendei Alexandra (100), Bondei Stefan (90), Burci Andra (80), Costescu 
Catalin (100), Ebrovici Denis (90), Gaju Mariana (100), Lutan Ruxandra (120), 
Mardaloescu Tania (130), Mitroi David (90), Mitru Adina (80), Onea Andrei (90), 
Oprea Denisa (70), Paun Gabriel (90), Pargcoveanu Cornelia (90), Radu Mihai (90), 
Slataru Bruno (80); C.N. Pedagogic ,,$tefan Velovan“ cl.IX Vartejaru Mihai (30). 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINTI) 9-9. 11 cl.VI Dragotoniu 
Corina (130); C.N. ,, Traian“ cl. VII Almarichi Horia (80), Alupoaie Radu (80+160), 
Andrita Miruna (80), Balaci Alexandru (80), Barbutiu Denis (80), Benga Izabela 
(80), Bircu Monica (80), Bobei Cristina (80), Bondoc Andreea (80), Capitanescu 
Stefan (80), Cebuc Marius (80), Chirita Medeea (80), Cojocaru Demetra (80), Co- 
man Mihai (80) Daia Rares Catalin (80), Draghici Oana Silvia (80), Fleancu Robert 
(80), Georgescu Lavinia (80), Guran Sarah (80), Gurita Alexandru (80), Lasculescu 
Alexandru Radu (80), Lasculescu Andreea Maria (80), Manolea Astrid (80), Marica 
Patric (80), Neagoe Razvan (80+80), Niculescu Robert (160), Nitoiu Maria (240), 
Oglindoiu Alexandru (80), Popescu Alis (80), Raceanu Catalin (80), Radulescu Rox- 
ana (80), Rogoga Alexandra (80), Sandulescu Teodora (80), Sarbulescu Alexandra 
(80), Taban Julia (160), Tomescu Tiberiu (80), Truia Ecaterina (80), Tudor Bogdan 
(80), Voicu Georgiana (80), cl.X Chivara Diana (100), Ciurel Catdlina (100), Dan- 
ciu Alexandra (100), Divan Maria (100), Dragomir Iulia (100), Dragoi Darius (100), 
Gavriloiu Andrei (100), G4man Eduard (100), Guina Iulia (100), Hogea Laura (100), 
Moraru Anastasia (100), Muchitsch Danube (100), Pisleaga Medana (100), Priboi 


592 RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME 


Malina (100), Roman Lorena (100), Sosea Andrei (100), Zanfir Andra (100), Zimta 

Loredana (100), cl.XI Raceanu Monica (100+100. 

F AGARAS (BRASOV) C.N. ,, Radu Negru“ cl.IX Butum Ioan (509, Calin Cris- 

tina (50), Dragulescu Sonia (50), Malin Daniel Mihai (50), Nemes Diana (50), 

Popovici Delia (50), Ramba Stefan (50), Rosca Denisa (50), Suciu Sorina (50). 

FETESTI (IALOMITA) 5S.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ cl.V Dobre Maria (80), Chirobo- 

cea Daria (60), State Ileana Maria (70), Stoica Gabriel (60), cl. VIII Clinciu Valentin 

Florentin (210), Toma Carmen (809, Vadana Ionut, (120). 

FRECATEI (TULCEA) §.9. cl.VI Halciuc Alexandru (60). 

LAST (TAST) Lic. ,,Miron Costin“ cl.V Popa Anca (110), Sahru Delia (100), Sofi- 

anu Alexandru (100), Varataceanu Delia Andreea (200); C.N. ,,Emil Racovita“ 

cl.VI Luchian Denisa (90); C.N. ,,G. Ibrdileanu“ cl.VI Chirila Eduard (70); C.N. 

,» Costache Negruzzi“ cl.V Lefter Lucia Maria (210), Zaharia Medeea (190), cl. VII 

Luca Alexandra (60). 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic cl.V Franculet Diana (250), Neagu 

Alexandru Florian (180). 

PASCANI (IASI) 9.9. , Jordache Cantacuzino“ cl.V Buga Georgiana Daria (60), 

Gheorghe Miruna (60), Pirlog Denisa Gabriela (60), cl. VI Daridocia Alexandru Ionut, 

(40), Doroaga Iulia Elena (40), Jitniuc Delia Andreea (30), Lupoaea Ana Maria 

(30), Lungu Silviu Marian (30); Lic. ,,Mihai Busuioc“ cl.VI Bortag Alexandra (80), 

Maxim Matei (90), Nestor Maria (100). 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ cl.V Dragomir Mihai (70); 
C.N. ,,Mihat Viteazul“ cl. VII Dragusoiu Miruna Ioana (110). 

RAMNICU SARAT (BUZAU) CN. , Alezandru Vlahuté“ cl.VII Tatan Miruna 

Maria (40). 

SLATINA (OLT) $.9. ,,Eugen Ionescu“ cl.VI Paunescu Bianca (90). 

SLOBOZIA (TALOMITA) 9$.9. 3 cl.VI Barzoi Bianca (50), Costea Andreea 

Teodora (50), Vigan Stefania (50). 

TARGU MURES (MURES) CN. ,Al. Papiu Marian“ cl.VIII Florea Cristian 

Adrian (50). 

TIMISOARA (TIMIS) Lic. ,,Grigore Moisil“ cl.V Careba Cristian (100), Lazar 

Emanuel (130), cl. VIII Paulescu Ioana (40); Lic. ,, Nikolaus Lenau“ cl.V Motiu Radu 
100). 

VASLUI (VASLUI) S.9. ,,Dimitrie Cantemir“ cl. VIII Stroiescu Paula (60). 

VANJU MARE (MEHEDINTI) 5.9. cl.VI Bratu Bogdan Andrei (80), Durle 

Andrada Elena (110). 

VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,Bogdan Vodd“ cl.XI Simon Gheorghe 

Ionut (140). , 

ZIMNICEA (TELEOQRMAL) S.9. 3 cl. VIII Tancu Mihaela Isabelle (240). 


Elevii care au trimis solutii la problemele propuse, au fost coordonati la 
clasé de urméatorii profesor: 


ARAD (ARAD) Lic. , Adam Miller Guttenbrunn“ Stoica Mario; C.N. ,, Moise 
Nicoaré“ Potocean Octavia. 

RACAU (BACAU) $.9. Al. I. Cuza“ Blajut Eugeniu. 

BAIA MARE (MARAMURES) C.N. ,,Gheorghe Sincai“ Musuroia Nicolae. 
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BARLAD (VASLUI) $9.9. 11 ,,George Tutoveanu“ Rotaru Marcel. 

BABANA (ARGES) 9.9. Tudor Ion. 

BORSA (MARAMURES) Lic. Mihali Marinela. 

BRASOV (BRASOV) 9.9. 2 ,,Diaconu Coresi“ Popa Maria; 9$.g. 5 Minea Delia; 
$.g. 13 Dima Paraschiva; $.g. 15 Cocalea Rodica; Lic. ,, Andrei Muresan“ Cataron 
Adriana. 

BRAILA (BRAILA) $.9. ,,Fdnus Neagu“ Paun Victor; Lic. Pedagocic ,,D.P. 
Perpessicius“ Serban George Florin; C.N. ,,Nicolae Balcescu“ Botea Carmen, Dani- 
elescu Iulian, Danilescu Gabriel. 

BUCURESTI $.9. 56 Radu Dana; $.g. 79 Neacgu Carmen; $.g. 280 ,,Mihail Se- 
bastian “ Raducan Gabriel; Complerul Educational ,,Lauder - Reut“ Revencu Ileana; 
C.N. ,,Gheorghe Lazar“ Simion Petre; C.N. ,, Mihai Eminescu“ Mutafei Lucia; C.N. 
,»opiru Haret“ Alam Firei Daiana; C.N. ,, Tudor Vianu“ Ionita Mioara. 
CAMPULUNG MOLDOVENESC (SUCEAVA) 9.9. 3 ,.Bogdan Voda“ Ma- 
gurean Toader. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) 9.9. ,,Nanu Muscel“ Dobrescu Argentina. 
CONSTANTA (CONSTANTA) 9.9.,, Spectrum“ Carnaru Mioara,; C.N.,, Mircea 
cel Batran“ Constantinescu Gabriela, Frecus Viorica, Gache Florian. 

CRAIOVA (DOLJ) §.9. 2 ,, Traian“ Pometescu Valerica; C.N. ,,Carol I“ Ciurcea 
Raluca; C.N. ,,Fratit Buzesti“ Ciuperceanu Marian, Preda Oana Diana, Radulescu 
Teodora, Tutescu Lucian; C.N. Pedagogic ,,Stefan Velovan“ Moanta Cristian. 
DROBETA TURNU SEVERIN (MEHEDINT]I) §.g. 11 Sdceanu Victor; 
C.N. ,, Traian“ Cainiceanu George. 

FAGARAS (BRASOV) C.N. ,,Radu Negru“ Boeru Gabriela. 

FETESTI (IL[ALOMITA) $.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ Halmagiu Nicolae, Niculescu Ion. 
FRECATEI (TULCEA) 9.9. Morozencu Ionel. 

IASI (IASI) Lic. ,, Miron Costin“ Luchian Dorel; C.N. ,,Emil Racovita“ Budeanu 
Catalin; C.N. ,,G. Ibrdileanu“ Chirila Constantin; C.N. ,,Costache Negruzzi“ Cenga 
Mihaela, Zanoschi Adrian. 

MANECIU (PRAHOVA) Lic. Tehnologic Savu Stefan. 

PASCANI (IASI) 9.9. ,,Jordache Cantacuzino“ Petrea Constantin; Lic. ,, Mihai 
Busuioc“ Iacob Gheorghe. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Jon Luca Caragiale“ Negrila Anton; C.N. ,, Mihai 
Viteazul“ Stegaroiu Malina. 

RAMNICU SARAT (BUZAU) C.N. ,,Alezandru Viahutdé“ Neagu Constantin 
Mihai, Tatan Ovidiu. 

SLOBOZIA (IALOMITA) §.9. 3 Dinu Razvan. 

TARGU MURES (MURES) C.N. ,,Al. Papiu“ Bota Lucia. 

TIMISOARA (TIMIS) Lic. ,,Grigore Moisil“ Bociu Cerasela, Buse Gabriela. 
VASLUI (VASLUI) 9$.9. ,,Dimitrie Cantemir“ Stefan Mircea. 

VANJU MARE (MEHEDINT)I) $.g. Sandru Daniela. 

VISEU DE SUS (MARAMURES) Lic. ,,Bogdan Voda“ Pop Vesel Floare. 
ZIMNICEA (TELEORMAL) 9.9. 3 Vlad Emil, 
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In perioada 19 noiembrie 2014 - 4 decembrie 2014, au trimis solutii la 
probleme pentru Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro 
urmatorii elevi: 


ARAD (ARAD) Lic. Tehn. ,,A.M. Guttenbrunn“ cl.VI Buda Paul. 

BARLAD (VASLUI) S.g. 11 cl.VIII Rotaru Oana Nicoleta. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) C.N. , Liviu Rebreanu“ cl.VI Badiu Anca. 
BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl. VII Trisc& Vicol Cezar. 
BRAILA (BRAILA) S.9. ,,Fénus Neagu“ cl.VIII Lipan Dragos. 
BUCURESTI 5S.g. 56 cl.VII Ciocan Maria; Lic. International de Informatica 
cl. VI Simon Sebastian Mihai. 

CARACAL (OLT) 8.9. ,,Nicolae Titulescu“ cl. IV Lia Sara. 

CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.9. ,,Oprea Iorgulescu“ cl.V Jipa Darius 
Andrei; C.N. ,,Dinicu Golescu“ cl.XII Necula Emanuel. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,,Emil Racovité“ cl. VI Rapeanu George Alexan- 
dru. 

CONSTANTA (CONSTANTA) 8.9. ,,Spectrum“ cl.VI Puscagu Razvan. 
CRAIOVA (DOLJ) C.N. ,, Fratit Buzesti“ cl. VII Balaci Andrei Lucian, cl.X Gurita 
Vladimir, Jianu Stefania Ligia, Patragcu Cristian Bogdan, Spataru Andrei Raul. 
DEVA (HUNEDOARA) CN. ,,Decebal“ cl.VI Procopie Urban Anda. 
FETESTI (IALOMITA) 8.9. 7 ,,Aurel Viaicu“ cl. VII Ivan Bianca Diana. 

IASI (IASI) Colegiul National cl.V Ciocoiu Alexandru Boris; C.N. ,,Emil Racovita“ 
cl. VII Coca Rucsandra. 

PITESTI (ARGES) S.9. 4 cl.V Voicu Oana Georgiana; C.N. ,J.C. Bratianu“ 
cl. IX Simion Teodora; C.N. ,,Zinca Golescu“ cl. VI Smeu Andrei. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,,Jean Monnet“ cl.IV Taga Stefan. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) CN. ,,Anastasescu“ cl.VII Stefan 
Alexandra Maria. 

SATU MARE (SATU MARE) C.N. ,, Mihai Eminescu“ cl.IX Roatig Iris Ioana. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) $.g. ,,Mihai Viteazul“ cl. VI Pintoiu Cristiana; 
C.N. ,,Iendchita Vdacdrescu“ cl.V Ene Cosmin. 

TIMISOARA (TIMIS) 3.9. ,,Sf. Maria“ cl.V Koszorus Oana Teodora; Lic. 
,Grigore Moisi“ cl. VI Pretorian Razvan. 

TECUCI (GALATI) C.N. ,,Spiru Haret“ cl. VI Anghel Andrei Constantin. 


Elevii care au trimis solutii la probleme pentru Concursul Gazeta 
Matematica si ViitoriOlimpici.ro au fost coordonati de urmatorii 
profesori: 


ARAD (ARAD) Lic. Tehn. ,,A.M. Guttenbrunn“ Stoica Mircea Mario. 
BARLAD (VASLUI) $.g. 11 Rotaru Marcel. 

BISTRITA (BISTRITA-NASAUD) C.N. ,,Liviu Rebreanu“ Sanda Nicolae. 
BOTOSANI (BOTOSANI) C.N. ,, Mihai Eminescu“ Trisca Teodor, Vicol Daniela. 
BRAILA (BRAILA) $.9. ,,Faénus Neagu“ Damian Marius. 

BUCURESTI $9.9. 56 Radu Dana; Liceul International de Informaticd Nicolae 


Elena . 
CARACAL (OLT) 8.9. ,,Nicolae Titulescu“ Ruta Mihaela. 
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CAMPULUNG MUSCEL (ARGES) $.g. , Oprea Iorgulescu“ Fatu Luminita; 
C.N. ,,Dinicu Golescu“ Constantin Petrisor. 

CLUJ NAPOCA (CLUJ) C.N. ,, Emil Racovité“ Vasilescu Valentina. 
CONSTANTA (CONSTANTA) 8.9. ,,Spectrum“ Carnaru Mioara. 
CRAIOVA (DOLJ) C.N. ,,Fratit Buzesti“ Ionescu Maria, Tutescu Lucian. 
DEVA (HUNEDOARA) C.N. ,, Decebal“ Lint Dorin. 

FETESTI (IALOMITA) 8.9. 7 ,,Aurel Vlaicu“ Nicolescu Ion. 

IASI (IASI) Colegiul National Popa Gabriel; C.N. ,,Emil Racovita“ Pitu Leon. 
PITESTI (ARGES) S$.9. 4 Ursu Florica; C.N.,,.C. Bratianu“ Ulmeanu Sorin; 
C.N. ,,Zinca Golescu“ Popescu Anca. 

PLOIESTI (PRAHOVA) C.N. ,Jean Monnet“ Niculae Adriana. 

ROSIORII DE VEDE (TELEORMAN) C.N. ,, Anastasescu“ Stefan Romeo. 
SATU MARE (SATU MARE) C.N. ,, Mihai Eminescu“ Blaga Alexandru. 
TARGOVISTE (DAMBOVITA) $.9. ,, Mihai Viteazul“ Muscariu Simona; C.N. 
,denachita Vacdrescu“ Catana Daniela. 

TECUCI (GALATI) C.N. ,,Spiru Haret“ Grecu Ion. 

TIMISOARA (TIMIS) S.g. ,,Sf. Maria“ Roman Vasile; Lic. ,,Grigore Moisil“ 
Bociu Cerasela. 


TABLA DE MATERII 
A GAZETEI MATEMATICE PE ANUL 2014 


I. Articole si Note matematice 


1. Patru solutii ale unei probleme de la ,,.Romanian Master of Mathematics 

2013" de Ionut -OnisOr sc t6c ciaadioa as tigee Sewn eae ee iae ed aos 1 
2. Reciproca unei teoreme relative la punctul lui Brocard, de lon Patragcu 57 
3. Utilizarea functiei afine in demonstrarea unor inegalitati, 


de IMiAPIN CRIP CI So. o oc0hs waco Goat bedi etaenien eae aan BES ae etaees 60 
4. Revenire la un articol din G.M.-B nr. 10/2013, 
de Dan Stefan Marinescu gi Mihai Piticari........................ 63 
5. O proprietate a inelelor cu un numar impar de elemente, de loan Baetu 113 
6. Weill’s point in mixtilinear incircles, by Hai Tran Bach.............. 117 
7. On an identity for complex numbers, by Vlad Ciubotariu-Boer ..... 169 
8. Exista, intr-adevar?, de Cristinel Mortici............................ 225 
9. Bounding an expression, by Hai Tran Bach.......................... 228 
10. Generalizarea unei probleme de concurs, de Nicolae Papacu.......... 281 
11. Triunghiuri dreptunghice in planul complex, de Diana Mocanu si 
Teodora-Cristina Gheorghe............... 00... c ccc cece eee c ee neees 283 
12. In legiturd cu problema 3 de la O.1.M. 2013, de Mircea Fianu........ 287 
13. In legatura cu nota matematica ,,Exista intr-adevar ?”, de Dan Schwarz 289 
14. The Extended Butterfly Theorem, by Irina Cristali.................. 377 
15. Ecuatia diofantica 77 = 3¥ + 100, de Marcel Tena.................... 433 


16. Generalizari ale problemelor 26848 si E:14648, de Neculai Roman.... 442 
17. Asupra versiunii integrale a inegalitatii Karamata, de Aurelia Florea 
Si. (PAC ANCA 55562 ec unde Saws ta wien Wa eects Gene tee see eral 489 


096 


11. 


12. 
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. Ecuatia lui Cauchy si multimi numarabile, de George Stoica......... 497 
. Asupra inegalitatii lui Garfunkel, de Dan Stefan Marinescu si 


Mihai Monea .... 0.0... ccc ccc ccc cece eee eetnnnenneeeeees 545 


. Monotonia gi convergenta unor siruri recurente, de Nicolae Bourb&cut, 552 


II. Pentru cercurile de elevi 


. Aplicatii la teorema lui Frobenius despre matrice; - - = a 
de George-Florin Serban... 0.000000... 0. ccc cece cen ence ees 7 
Proprietati ale multimilor deduse cu functia caracteristica, 
de Darel Sitarit a5 5235 a 5s oo esas dee ee ee ees 66 
Cateva solutii ale problemei £:14557, de Traian Preda .............. 121 
Importanta matricei adjuncte in anumite probleme de olimpiada, 
de Cipriana Anghel si George Rareg Stan ......................6. 176 

. Despre patrulaterele circumscriptibile, de Jonut Onigor .............. 231 
Aplicatii ale convexitatii functiei putere, de Ovidiu Taétan ........... 291 
Teoreme si probleme de medie in calculul integral, de Manuela Prajea 
si Marius MAainen.......000000 000 cece ence n ne eeenees 381 
Aplicatii ale unei formule de sumare, de Ovidiu Buic& ............... 446 
Valorile proprii ale unei matrice, de Florin St&mescu ................. 500 

. Folosirea principiului cutiei in unele probleme de divizibilitate, 
de: Catalin Cristenc cc scisiddcvnedes.cc beside ar atid eaada cates titers. 507 
Valuarea p—adica a unui numar natural nenul, de Maranda Lint, 

Rosalia Marinescu si Steluta Monea ..................... cece eee 559 
Teorema lui Pascal in probleme de concurs, de Marcel Teleuca, 
Viadimir Cucu, Nicolae Sapoval................... 0... c eee ence 565 


III. Examene gi Concursuri 


. Concursul Interjudetean de Matematica ,, Argument“, Editia a V-a, 


Baia Mare, 9 Noiembrie 2013, prezentare de Vasile Pop 
si Nieolae Muguroia...........0.0.. 00. cece eee ee ee eee n een eee 13 


. Concursul Interjudetean de Matematica al Scolii 56, Editia a XIII-a, 


25 ianuarie 2014, Bucuresti, prezentare de Mircea Fianu............. 68 


. Concursul de Matematica ,Simon Petru“, Editia a XIV-a, Tg. Mures, 


11 ianuarie 2014, prezentare de Dorel I. Duca, Vasile Ginta si 
Crintinel Blawaiss: i263302<2 shad phonies ene ew nd ees aeons 71 


. Olimpiada locala de matematica, Bucuresti, 23 februarie 2014, 


prezentare de Marian Andronache si Dinu Serbaneacu............ 125 


. Concursul Interjudetean de Matematica ,,Alexandru Papiu-Ilarian“, 


Editia a XVIII-a, Targu-Mures, 2013, prezentare de Vasile Pop 
61 Carnieit POD os5-622 cc oi sete ws ewe edd See aaa sees 180 


. Concursul Interjudetean ,,Matematica, de drag“, Editia a VIII - a, 


Bistrita, 22 - 24 noiembrie 2013, prezentare de Nicolae Sanda 
si Ancutan Mititean ....... 2.2.00... ccc ccc cece cece te ee ee teeeeneeeas 183 


. Concursul ,. Mathematica — modus vivendi“ — In memoriam Nicolae 


Pavelescu, Editia a XI-a, Ramnicu-Valcea, 22 februarie 2014, 
prezentare de C&tAlin Pam& ............ 0... ccc cee eee eee eee 187 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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. Concursul liceelor partenere cu Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, 


Editia a V-a, 12 februarie 2014, Cluj-Napoca, 
prezentare de Vasile Pop $i Mircea Rus ..-.----------- +e eee eee eee 236 


. Concursul judetean al centrelor de excelenta timisene ,,Matematica 


pentru juniori“, Editia a II-a, Lugoj, 4 aprilie 2014, 

prezentare de Sebastian Gheorghit& $ Vasile Paulig ....-...-.---- 239 
Olimpiada de matematica pentru liceele maghiare din Europa, Editia a 
XXIII-a, Miercurea Ciuc, 12 - 16 martie 2014, 


prezentare de Kovacs Bela ......-.. cece ccc cece cece cence eeneeeeeneees 240 
Olimpiada Nationala de Matematica, Sibiu, 6-11 aprilie 2014, 
prezentare de Marian Andronache $i Dinu Serb&nescu ....--.---- 294 


Concursul national de matematica ,,Gheorghe Mihoc“, Editia a XX-a, 
Slobozia, 28-30 martie 2014, prezentare de Nicolae Papacu 

Sl Costicn. Daniitvitsssc ise ce cs o0 ob ds hie ne ehh de ea Meas 312 
Concursul national de matematica ,,Laurentiu Panaitopol“, 

Editia a VI-a, Tulcea, 28-30 martie 2014, prezentare de Petre Gutescu 


Sl Lucian Petrescu. ..... 00.00 ccc ccc ccc cece ec eee e eet eeeeeeeeees 316 
Concursul de matematica ,,Sperante“, Editia a X-a, 25-27 aprilie 2014, 
Coméanesti, prezentare de Mihai-Lucian Gloambeg .............---- 388 
Concursul de matematica ,Sperante Ramnicene“, Editia a XII-a, 

10 mai 2014, Ramnicu Sarat, prezentare de Costic&X Ambrinoc ....-. 392 


Concursul interjudetean de matematica ,,.Dimitrie Pompeiu“, 

Editia a XIV-a, Botosani, 9-11 mai 2014, prezentare de Artur Baléuck 

Sl Ioan Ciobdmasu .... 2... cece cece cence nent e eee enenees 452 
Concursul Interjudetean de Matematica si Informatica ,,.Marian Tarina“, 
Editia a a XIV-a, 16-17 mai 2014, Turda, prezentare de Eugenia Duca 
Dorel I. Duca si Gheorghe Lobont Ee rr rr eee ee ae eee Leen 459 


. A 55-a Olimpiada Internationala de Matematica, prezentare de 


Mihail Baiundé, Bogdan Enescu $i Radu Gologan ........-.-----. 509 


. A 3l-a Olimpiada Balcanicaé de Matematica, prezentare de 


Catalin GHEPENG 626 ieee cis psak kei e einer eee ee eS owte es 571 


. Concursul Regional de Matematica Aplicata in Economie ,ECOMAT“, 


prezentare de Eugenia Duca S1 Dorel I. Duca.................2000e 576 


IV. Din viata socletatii 


. Programul activitatilor Filialelor S.S.M.R. si Inspectoratelor Scolare 


Judetene in perioada ianuarie - iunie 2014.............0... 0.0. 37 
Programul activitatilor Filialelor $.S.M.R. si Inspectoratelor Scolare 
Judetene in perioada iulie — decembrie 2014.................. cece eee 416 


VI. In Memoriam 


. Dimitrie D. Stancu (1927-2014), de Andrei Vernescu...............- 414 
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VITII.1. Probleme rezolvate pentru gimnaziu 


In paranteza este trecutS pagina la care se gasesc solutiile respective: 

F:14505 — E:14508 (18); E:14513 — E:1416 (19); E:14521 — E:14526 (20); 
E:14509 — E:14512 (76); E:14517 — E:14520 (77); E:14527 — E:14532 (78); 
F:14533 — E:14546(132); E:14547 — E:14560 (194); E:14561 — E:14574 (245); 
E:14575 — E:14588 (321); E:14589 — E:14604 (331); E:14605 — E:14620 (342); 
E:14621 — E:14636 (396); E:14637 — E:14652 (465); E:14653 — E:14668 (517). 


VIII.2. Probleme rezolvate pentru liceu 


In paranteza este trecuta pagina la care se gasesc solutiile respective: 
26775 — 26782 (22 ); 26791 — 26796 (25); 26783 — 26790 (80); 
26797 — 26802 (83); 26803 — 26816 (135); 26817 — 26830 (198); 
26831— 26844 (249); 26845 — 26858 (325); 26859 — 26872 (336); 
26873 — 26886 (348); 26887 — 26900 (401); 26901 — 26914 (470); 
26915 — 26928 (522). 


IX. Probleme propuse 


Probleme pentru examene nationale: pag. 28, 86, 140, 205, 256, 355, 405, 476, 
528, 581. 
Probleme pentru ciclul primar (P:648 — P:757): pag. 21, 89, 143, 208, 259, 
399, 409, 478, 530, 584. 
Probleme pregatitoare pentru concursuri si olimpiade 
e Probleme pentru gimnaziu (E:14589 - 14763): pag. 32, 91, 145, 209, 
260, 361, 410, 480, 531, 585. 
e Probleme pentru liceu (26859 — 267012): pag. 34, 93, 147, 211,263, 365, 
412, 482, 533, . 


X. Rubrica rezolvitorilor de probleme 
Pag. 42, 95, 149, 213, 265, 368, 422, 483, 535, 587, 590. 


XI.1. Probleme pentru ciclul primar repartizate pe autori 


Cicu Ion (P:670, 674, 717); Dragan Iuliana (P:648, 649, 651, 653, 655, 656, 697, 
658, 660, 663, 665, 669, 673, 675, 694, 711, 712, 713, 714, 728, 731,733, 735, 737, 
739, 742, 746); Florea Elena (P:297); Ivagchescu Nicolae (P:691, 716, 730, 732, 734); 
Marcu Ana Cristina (P:722); Mugat Tiberiu (P:721); Petrescu Elefterie (P:715); 
Petre Liviu (P:738); SAcuiu Toma Andrei (P:720); Tragca Iuliana (P:736); Vijdeluc 
Cristina (P:724,727, 740,747); Vijdeluc Mihai (P:724, 727,740, 747); 


XI.2. Probleme pentru gimnaziu repartizate pe autori 


Anghel Costel(P:14708); Apostol Constantin (E:14709, 14713,14716); Astohe Florin 
(E:14626); Balducaé Artur (E:14590, 14669, 14701); Banaru Daniel (E:14748); Bati- 
netu D. M. (E:14591,14723,14727); Berindeanu Mihaela (E:14617, 14650, 14684. 
14687, 14693, 14714); Blajut Eugen (E:14599,14601); Bobb Ovidiu (E:14647); Bo- 
canu Marius (P:14704); Bourbacut, Nicolae (E:14759); Braica Petre(E:14651); Ce- 
buc Alexandru (E:14719); Cecon Iulia (E:14754); Ceuca Razvan (E:14670, 14672, 
14673, 14674, 14683); Chirciu Marin (E:14629); Chiriac Bogdan (E:14649); Chiriac 
Vasile (E:14652); Chiritd’ Marcel (E:14686,); Chirtof Carmen Victorita (E:14739); 
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Ciupea Relu (E:14720, 14740); Ciuperceanu Marian (E:14608, 14733); Cortel Sven 
(14646); Cristea Catalin (E:14696); Cucoanes Marian (E:14664); Dobogan Aurel 
(E:14607, 14662, 14665); Dragomir Adriana (E:14759); Dragomir Lucian (E:14754); 
Feil Heidi (E:14750); Fianu Mircea (E:14615); Fota Ion (E:14610,14537, 14643); Fota 
N. (E:14643); Ghita Ioan (E:14644,14729, 14745); Ghita Romanta (E:14644,14729, 
14745); Haiducu Marian (E:14663); Iacob Gheorghe (E:14593, 14597,14694); Ivas- 
chescu Nicolae (E:14618, 14633, 14697, 14702,14721, 14724, 14734, 14736); Lint 
Dorin (E:14755, 14752, 14762); Lint, Maranda (E:14755, 14757, 14762); Lovin Da- 
ciana (E:14628, 14653, 14718); Manea Cosmin (E:14732); Marica Stefan (E:14730); 
Marinescu Damian (E:14594, 14603); Malaescu Adrian (E:14731); Marcuganu Roxa- 
na (E:14698, 14735); Mainea Marius (E:14677); Molea Gheorghe (E:14703); Monea 
Mihai (E:14756,14760); Monea Steluta (E:14749, 14756, 14760); Neata Ion (E:14612, 
14661, 14746); Neata Marin (E:14595, 14627,14690); Nedeianu Dan (E:14636); Ne- 
grila Anton (E:14578); Niculescu G. Benedict (E:14614); Olteanu Marius (E:14620); 
Opraie Irina (E:14656) Ozunu Cezar (E:14619); Pandele Gabriel (E:14655) Petre 
Liviu (E:14609, 14657); Petrea Constantin (E:14741); Petrescu Elefterie (E:14679); 
Petrica Dragos (E:14732); Pirge Ion (E:14640, 14744); Pirvu Camelia (E:14751); 
Popa Claudiu Stefan (E:14685); Preda Felician (E:14600); Preda Traian (P:14598, 
14689); Predoiu Eugen (E:14595,14726); Put Liliana (E:14742); Radulescu Marian 
(E:14715); Roman Claudiu (E:14707); Rotariu Gheorghe (E:14592, 14596, 14688); 
Safta Ion (E:14705); Scurtu Vasile (E:14615, 14630,14642, 14660, 14666, 14671, 
14725, 13738); Sitaru Daniel (E:14605, 14632, 14638, 14639, 14668); Stanciu Necu- 
lai (E:14591, 14604, 14606, 14648, 14655,14723,14727); Stanean Marius (E:14631); 
Staniloiu Nicolae (E:14758); Stoica George (E:14602, 14667, 14695); Stoica Gheorghe 
(E:14710); Stoica Mario Mircea (E:14613); Stroe Marian (E:14761); Serban George- 
Florin (E:14737); Tarciniu Vasile(E:14675); Tamaian Traian (E:14611); Tebieg Ioan 
(E:14656); Tecliu Lacramioara Iuliana (E:14625); Todor Petru (E:14621, 14654); 
Tudor Ion (E:14680, 14700,14728); Tuta Luca (E:14676); Tutescu Lucian (E:14658, 
14699); Ventullo Alessandra (14641,14645) Vijdeluc Cristina (E:14682, 14691, 14706, 
14722, 14763); Vijdeluc Mihai (E:14682, 14691,14706,1472,14763); Vlada Adrian 
(E:14589); Voicescu Georgiana (E:14747); Voicu Ion (E:14616, 14634, 14717); 
Vranceanu Gabriel (E:14681) Zanoschi Adrian (E:14635); Zvonaru Titu (E:14604, 
14606, 14648). 


XI.3. Probleme pentru liceu repartizate pe autori 


Albu Toma (26900); Andronache Marian (26871, 26914, 26967, 26969, 26970, 26984, 
26998); Antohe Florin (26958);2696 Baetu Ioan (26868, 26869, 25897, 26928, 26941, 
26948, 26955, ); Banaru Daniel (26994); Batinetu-Giurgiu M.D. (26863, 26867, 
26881, 26890,26993); Berindeanu Mihaela (26888); Berindeanu Mihaela (26030) 
Blaga Alexandru (26906); Bourbacut Nicolae (26999, 27000, 27003, 27011, 27012); 
Braica Petre (26902, 26974); Brojbeanu Andi Gabriel (26917); Cerbu Vladimir 
(26977) Chirita Marcel (26877,26882, 26934, 26937, 26943, 26951, 26961); Chiser 
Cristian (26911, 26912, 26924); Constantinescu Laura (26904, 26032, 26988); Craciun 
Dumitru (26972); Cremarenco Sfetoslav (26899, 26956) Cristea Catalin (26945, 
26947); Cucoaneg Marian (26865, 26875,26879, 26885, 26910, 26939, 26963, 26975, 
26995); Dicu Mihai (26895); Dragomir Lucian (27001, 27002); Dumitric& Sorin 
(26973, 26981); Farcag Mircea (26974); Fetoiu Catalin (27006); Ghit& Ioan (26920, 
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26992, 26996); Ghita Romanta (26920, 26992, 26996); Giugiuc Leonard (26865, 
26908, 26950, 26962); Giurgi Vasile (26953); Giinther Gotha (26971, 26989); Ienutas 
Vasile (26927); Mandric (26965); Marinescu Rozalia (27004); Mandrilé Claudiu 
(26979,26990); Mihalcu Alexandru (26892, 26921); Minculete Nicusor (26893, 26918); 
Moanta Cristian (26886, 26913, 26922); Mocanu Diana (26938); Nedelcu Ion (26864, 
26891); Niculescu G. Benedict (26872, 26876, 26925, 26033, 26964, 26968, 26976, 
26991); Opincariu Mihai (27008, 27009,27010); Patragscu Ion (26901,26986); Peri- 
anu Marius (26944); Pop Radu (26927, ); Popa C. Emil (26031); Preda Felician 
(26873, 26887); Preda Ion (26873); Rotaru Florin (26898, 26957, 26983, 26985); 
Rusu Constantin (26861, 26919, ); Safta Ion (26862); Stanciu Neculai (26881, 26993); 
Stanean Marius (26895); Stanescu Florin (26866, 26870, 26883, 26954); Stanciu Nec- 
ulai (26863, 26867, 26890, 26916); Stoica George (26860, 26889, 26915,26935, 26940, 
26959, 26960); Stoleriu Anca (26980); Serdean Ioan (27005); Tamdaian Traian (26874, 
26884, 26903,26905, 26909, 26923, 26926, 26929, 26942, 26966, 26978, 26982, 26987, 
26997); Todor Petru (26878,26880, 26949, 26952); Tudose Stefan (26936); Tutescu 
Lucian (26860, 26864, 26891,26894); Tatan Ovidiu (26907, 26946); 


In anul 2014 a ap&rut Supliment cu Exercitii al Gazetei Matematice la 
numerele 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 12. 


Uttimele aparitii: 
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Prof. Cristian Lazar, Iasi 

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti 
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Nota. Se primesc solutii pana la 30 aprilie 2015 (data postei). (N.R.) 


de 5 ori mai multi decat in Baroul Caras-Severin. CAti avocati definitivi sunt 
acum in fiecare dintre cele douad barouri ? 
Dragos Dan Popa, Resita 
S:P14.167. Un sportiv traverseazd inot lacul Zanoaga Mare (care are 
o latime maxima de 260 metri), lac situat in muntii Retezat, in 3 minute 
si jumatate. Inotand cu aceeasi vitezd, are sportivul nevoie de mai mult de 
2 minute pentru a traversa cel mai intins lac glaciar din Romania ? (Lacul 
Bucura cu o latime medie de 160 de metri) 
Iulia Cecon, Otelu Rosu 
5:P14.168. Cu o arhitecturad unica in lume, cea mai veche bisericd de 
piatra in care sunt oficiate slujbe in ritul bizantin se gaseste in localitatea 
Densus din judetul Hunedoara, la 5 km de drumul national care leaga orasele 
Otelu Rosu si Hateg. Calculati distanta dintre cele douad orase, stiind ca de 
la Otelu Rogu la Densus sunt 48 km, iar de la Densus la Hateg sunt 14 km. 
Iulia Cecon, Otelu Rogu 
5:P14.169. Nominalizata de o publicatie americana drept cea mai 
spectaculoasa cascada din lume, cascada Bigar se afla in judetul Caras-Severin 
la marginea unui drum, exact in locul pe unde trece Paralela 45. O alta 
cascada deosebit de frumoasa este Beusnita, situataé tot in judetul Caras- 
Severin; aceasta este formata din mai multe fire de apa care creeaz& o perdea 
de apa, cel mai inalt fir avand cu 6 metri mai mult decat inaltimea cascadei 
Bigar. Daca Beusnita ar fi mai inalté cu 3 metri, ar avea dublul inaltimii 
celeilalte cascade. Ce inaltime are cascada Bigar ” 
Iulia Cecon, Otelu Rogu 
S:P14.170. Cel mai mare parc cu mori de ap& din Romania se afla 
pe albia raului Rudaria din judetul Caras-Severin. Din cele 51 de mori 
functionale care existau acum mai bine de o suta de ani, astazi mai exista 
doar 22. La o astfel de moara se macina in jur de 140 kg de boabe in 24 de 
ore. In cate zile se macina la jumatate din morile existente o cantitate de 7 
tone gi 700 de kilograme ? 
Ion Cubin, Otelu Rogu 
S:P14.171. Trei dintre cele mai lungi si spectaculoase pesteri din Ba- 
nat sunt Comarnic, Buhui si Popovat. Adunand lungimile galeriilor a cate 
doua dintre pesteri se obtin 8446 m, 6350 m gi 4338 m. Calculati cat masoara 
cea mai lunga pestera din Banat: Comarnic. 
Ion Cubin, Otelu Rosu 
S:P14.172. Adaugati douad cuvinte care respecté aceeasi regula ca $1 
exact patru dintre urm&toarele cuvinte si taiati cuvantul care credeti ca nu 
respecta regula: ban, fin, porc, ren, tren. 
Liliana Mthut, Otelu Rosu 
S:P14.173. Inlocuiti in fiecare dintre egalitatile de mai jos semnele O, 


A, 2 si A cu céte un numar pentru a obtine egalitati adevarate: 
a)O+0:0 = 2014; b) A—A: A = 2015; 
c) 78 +02 x OQ = 2014; d)4xA+A= 2015. 
Constantin Bolbotind, Baile Herculane 
S:P14.174. Suma a trei numere este egala cu 2015. Aflati numerele, 
stind ca diferenta dintre primele doud este egal& cu suma ultimelor douad 
numere, adica 678. 
Mariana Mitricd, Resita 
S:P14.175. Acum peste 50 de ani, intr-un sat de langa Timisoara, s-a 
nascut Dorin Cuibaru, unul dintre cei mai talentati instrumentisti de muzica 
populara din Banat. Dupa un an, intr-un alt sat din Timis, s-a nascut un alt 
mare nume al folclorului bandtean, binecunoscutul interpret si compozitor de 
muzica popular’ Petric’ Moise. In vara anului 2014, cei doi, deveniti prieteni, 
aveau impreund 135 de ani. In ce an s-a ndscut taragotistul si saxofonistul 
Dorin Cuibaru ? 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:P14.176. Mihai alege trei numere naturale care au suma egala cu 
14. Andrei spune ca le va ghici daca fi raéspunde la doua intrebari (fara a 
intreba direct care este, de exemplu, cel mai mic dintre numere). Mihai e 
de acord. Prima intrebare: daca dublezi unul dintre numere si aduni acum 
cele trei numere, ce suma se obtine ? Raspuns: 21. A doua intrebare: daca 
triplezi altul dintre cele trei numere alese si il aduni la celelalte douad, ce suma 
se obtine ? Raspuns: 24. Poate afla acum Andrei numerele alese de Mihai ? 
Ramona Célin, Resita 
S:P14.177. Pornind de la unul dintre numerele 4, 5 sau 6, numarand 
din 3 in 3, ajungem la numarul 2015. De la ce numar am pornit ? 
Ramona Calin, Resita 
S:P14.178. In fiecare zi din luna februarie a anului 2015, cu exceptia 
duminicilor, Bogdan isi propune sa rezolve cate o problema de aritmetica. 
Pentru o problema rezolvata corect Bogdan va primi de la parinti cate 2 lei, 
dar pentru o problema rezolvata gresit i se va lua un leu. 
a) Ar putea Bogdan, la sfarsitul lunii februarie, s& isi cumpere o carte 
care costa 45 de lei ? 
b) Ar putea avea Bogdan la sfarsitul lunii februarie exact 33 de lei ? 
Constantin Bolbotind, Baile Herculane 
S:P14.179. Fiecare baiat dintr-un grup de patru prieteni are cate un 
sport preferat si cate o materie preferata, diferite de ale celorlalti. Se stie ca: 
1) Alin prefera baschetul gi nu ii place istoria. 
2) Bogdan preferé. matematica gi nu fi place fotbalul. 
3) Baiatului cdruia fi place fotbalul ii place si geografia. 
4) Baiatului c4ruia fi place voleiul, nu fi place biologia. 


5) Lui Cristi nu ii place voleiul. 
6) Baiatului cdruia fi place istoria nu ii place atletismul. 
Stabiliti ce sport: prefers. Daniel si cui ti nlace hiologia. 


S:E14.327. Cel mai vechi teatru din RomAnia a fost construit in oragul 
Oravita din judetul Caras-Severin gi a fost inaugurat in anul 1817. Dupa un 
numar de ani reprezentat de un numar A de doua cifre egale, la Resita (Caras- 
Severin) a fost construitéa prima locomotiva cu aburi fabricaté in RomAnia; 
dupa un alt numar de ani, reprezentat de un numar B de doua cifre egale 
(B > A), la Lupeni (Hunedoara) a inceput constructia primei fabrici de 
matase artificialé din Romania. Adundnd acum un alt numar C (de ani) cu 
aceeasi proprietate si C > B, obtinem anul 2015. In ce an a fost construita 
prima locomotiva cu aburi din Romania, stiind caé aceasta s-a intamplat dupa 
adoptarea primei constitutii a tarii ? 

Lucian Dragomir, Otelu Rosu 

S:E14.328. Dragos, Serban si tatal lor au fost la pescuit. In timp ce 
tatal prindea 10 pesti, Dragos prindea 5 pesti, iar Serban 4 pesti. In doua ore, 
Dragos a prins 25 de pesti. Cati pesti au prins, in doua ore, cei trei pescari ? 

* ok x 

S:E14.329. Un ciclist, care are greutatea de 70 kg, slabeste intr-o cursa 
cate 700 g la fiecare 70 km parcursi. Care este greutatea ciclistului dupa o 
cursa de 175 km ? 

* * x 

S:E14.330. Care dintre concluziile A, B, C sau D rezulté din urm4- 
toarele afirmatii ? 

(1) Oricine studiaza aritmeticaa este interesant. 

(2) Niciun papagal nu stie sa citeasca. 

(3) Cine nu stie sa citeasca nu este interesant. 

(4) Eu studiez aritmetica. 

A. Exista papagali interesanti si eu sunt interesant. 
B. Eu stiu sa citesc si nu exista papagali interesanti. 
C. Exista papagali care studiaza aritmetica gi eu sunt interesant. 
D. Eu sunt interesant si nu existé papagali interesanti. 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 


Clasa a VI-a 


S:E14.331. S& se afle numarul de trei cifre care satisface simultan 
conditiile: 

i) Numarul format cu oricare doua cifre, in orice ordine, este prim. 

ii) Suma cifrelor numarului este numar prim. 

Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 

S:E14.332. O multime de numere naturale consecutive se numeste 
multime de tipul (k,p), k,p € N, k > 2, daca diferenta dintre cel mai mare 
element gi cel mai mic element al sdu este egalad cu p, iar suma celor mai mici 
k elemente ale multimii este egalad tot cu p. 


a) Determinati numarul minim de elemente ale unei multimi de tipul 
(3, p). 
b) Aratati c& nu exist nicio multime de tipul (4, p) care are 2014 ele- 
mente. 
c) Aratati c& exista o singuraé multime de tipul (5, 2015) si determinati 
numarul elementelor sale. 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:E 14.333. Pentru a intermedia vanzarea unui apartament, o agentie 
imobiliara cere un comision de 3% cumparatorului si 1% celui care vinde. 
Calculati cAstigul agentiei in cazul unui apartament cu valoarea de 57 000 €. 
* * x 


S:E14.334. Un numar natural a se numeste interesant daca numerele 


sa va . 9a a Sat wie a 
6b si 35 sunt naturale. Determinati cel mai mic numéar interesant. 
Ramona Calin, Resita 
S:E14.335. Sa se afle cel mai mic numar natural nenul n pentru care 
2|n,3|n+1,4|n4+2,5|n+4+3, 
| Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 
S:E14.336. Sa se determine cel mai mic numar natural nenul n pentru 
care re este numar natural. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 
S:E14.337. Calculati valoarea expresiei EF = (2a + b)(4a + 3b + 2c) 
stiind cia+b+c=43 si 3a+ 26+ c= 72. 
* * x 
S:E14.338. Pe o alee cu lungimea de 160 de metri se planteaza de la 
un capat la celalalt copaci din 4 in 4 metri si tufe de trandafiri din 80 in 80 de 
centimetri. Cate tufe de trandafiri vor fi plantate exact in fata unui copac? 
* * x 
S:E14.339. Suma a sase numere naturale nenule gi distincte este egala 
cu 440. Aratati cd cel putin unul dintre cele sase numere nu este cub perfect. 
Gyuszi Szep, Petrosani 


S:E14.340. Se considera numerele 


fee ee 
~4'°5 6° 2016 4 °5 
a) S& se arate ci A+ B este numar natural. 


eae < B-—A< 2013. 


Delia Dragomir si Adrian Dragomir, Caransebes 


b) Sa se arate ca 


Clasa a VII-a 


S:F14.341. Aradtati ci nu existé numere reale x si y pentru care z > 2, 

y>2,ry=6sir+y=od. 
Nistor Budescu, Dalboset 
S:E 14.342. Aratati ci nu exista numere intregi x si y pentru care 

a? = Oy + 2. 

Constantin Bolbotind, Baile Herculane 
S:E14.343. Fie J punctul de intersectie a bisectoarelor triunghiului 
ABC, P si Q picioarele perpendicularelor din A pe dreptele BJ respectiv CI 


si R, S picioarele a duse dinB gi C pe dreptele CI Re 
ee AQ CS BR BC 
BI. Aratati ca: a) +2 > > 1; b) 4p +107 AB-AG’ 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 
S:E14.344. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Perpendiculara in A 
pe AC se intersecteaz& cu perpendiculara in B pe AB in D, iar E € (AD) 
astfel incat AABD = ACAE. stiind ca EB |. BC, demonstrati ca triunghiul 
ABC este echilateral. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 
S:F 14.345. Fie a,b,c > 0. nag ca 


2(/a+ Vb+ Ve> VVab a bli ca + Vab 
cu egalitate daca si numai pw a=b=c= 
cu Alexandru, elev, Hundoara 
S:E14.346. Se considera patratul ABC'D de latura a si P,N € BC 
astfel incat P € (BC), C € (BN) si BP = CN. Fie M € (AP) cu propri- 
etatea c3i. masura unghiului MD este de 90°. Aratati ci MD- AP = a’ si 
MN > ay2. 
Camelia Pirvu, Oravita 
S:E14.347. S& se determine numarul perechilor ordonate (a,b) de 
numere naturale pentru care numerele x = ab si y = ba verifica: = + 5 EN. 
Adriana Dragomir, Otelu Rosu 
S:E14.348. Fie numarul n = 999...9, uk EN, k > 2. 
Sj 
k cifre 
a) Pentru k = 9, s& se calculeze suma cifrelor numarului n?. 
b) Aratati c& pentru k € N, k > 2, suma cifrelor numarului n este egala 
cu suma cifrelor numarului n?. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 
S:E£14.349. Sa se afle numerele intregi x §i y pentru care 
g0°—2y 4 gy’ —2n = 1. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva, Hundeoara 


$:E14.350. Aratati cd nu existé numere intregi a si b cu proprietatea 
c& a*b® — 3a” — b? — 2012 = 0. 
Gyuszt Szep, Petrosani 


Clasa a VIII-a 


1 
$:E14.351. Pentru orice numar real z, zr # —5) se considera expresia 


Ar? +3 Sb ae aa nage ade ‘ 
(2) = are a) Aradtati c& nu exist niciun numar natural n pentru care 


E(n) este numar intreg; b) Demonstrati c&é E(x) > 2 pentru orice numar real 
OA = ay c) Aratati cai exista cel putin doud numere rationale distincte p 
si gq pentru care E(p) = E(q) € Z. 
Heidi Feil, Otelu Rosu 
S:E14.352. In interiorul patratului ABCD se considera punctul E asa 
incét AABE sa fie echilateral. Dreptele AC si BE se taie in punctul F. 
a) Demonstrati ca (DE este bisectoarea unghiului CDF. 
b) Aratati c& CE* = BC - EF. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 
S:E14.353. O dreapta d intersecteaza planele perpendiculare a si 8 
in punctele A respectiv B iar A’ si B’ sunt proiectiile punctelor A si B pe 
dreapta g =aN . 
a) Si se arate c& AB? = A’ A? 4+ AB”? + B'B?. 
b) Stiind ci AA’ = a, BB’ =), A'B’ =a+bsi max(d,g) = u, sd se 
arate ci u € (30°, 45°). 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 
S:E14.354. Daca z,y,z sunt numere rationale, notam a = z+ yz, 


b=y+2r sic=z+ yz. Aratati ca: 
1 
a) daca zyz = 1, atunci ——— + —— 
. aaa er a a ea es 


b) dacé c+y+z = 1, atunci Vabc este un numar rational cel mult egal 


<1; 


) 


cu 57° 
Lucian Dragomir, Otelu Rosgu 
S:E14.355. Determinati numerele irationale x pentru care numerele 
a = z* —Agz sib = x? — 14 sunt rationale. 
Constantin Bolbotind, Baile Herculane 
S:E14.356. Ardtati cd ecuatia 2? + y? + 27 = 2015 nu are solutii in 
multimea numerelor intregi. 
Adriana Dragomir, Otelu Rosgu 
S:E14.357. Fie a,b,c numere reale pozitive care satisfac egalitatea 
a? +b? +c? =1. S& se arate ci a+b+c—a® — b® — c > babe. 
Ovidiu Stdniloiu, Timisoara 


S:E14.358. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, H gi O ortocentrul, 
respectiv centrul cercului circumscris triunghiului ABC, H # O. Dreptele 
BO si CO intersecteaz& a doua oara acest cerc in punctele D, respectiv E. 


ape 1 1 1 5 
$:L14.325. Demonstrati ca 1+ 32 a 52 +...+ Qn+1)2 < 1 Yn EN 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
$:L14.326. Determinati numerele intregi x, y, z,t care satisfac 
t+yt+z=0? 
gtyt?+227=08 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu, Caras-Severin 
S$:L14.327.Se considera o multime M de numere reale cu proprietatile: 
a) le M; 
b) Daca x € M si (x + 2y) € M, atunci y € M. 
Sa se arate ca - EM,YneEN. 
Lucian Dragomir , Otelu Rosu 
S:L14.328. Graficele functiilor f,g: R—- R, 
f(x) = ax+b, g(x) = cx + d,ac # O sunt cele 
din desenul alaturat, iar punctul indicat pe axa Oy 
este A(0, 2). SA se arate ca daca triunghiul ABC este 
dreptunghic in A si are aria egala cu 4, atunci tri- 
unghiul este isoscel. 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.329. Determinati numerele naturale n pentru care numéarul 
Tn =1+(n+1)-2"*! + 4" este patrat perfect. 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.330. Sa se rezolve in multimea numerelor reale sistemul 
x? = 3y* — 3y +1 
y® = 327 —3z+1 
z3 = 32* —324+1. 
Maranda Lint si Dorin Lint, Deva 


Clasa a X-a 


S:L14.331. Rezolvati ecuatia 1 + 2!°83? = x. 
Dan Dragos Popa, Resita 
§:L14.332. Stabiliti care dintre urmatoarele numere este mai mare: 
a = logg 6 sau b = log). 8. 
Ovidiu Badescu, Resita 
S:L14.333. Sa se determine toate functiile f : N — N care verifica 
relatia 
x” + 2f(zy)t+y* = fr(et+y), 


pentru orice x si y numere naturale. 
Ovidiu Staniloiu, Timisoara 


S:L14.334. Determinati perechile (z, y) de numere intregi care satisfac 


i a 
log x + loggy = 5 - 


27 — QY = y* — x?. 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.335. Un ceas defect arata ora 12°°. Din acest moment acul orar 
se deplaseaza cu a° intr-o ora, iar acul minutar cu 6° intr-o ora, unde a,b > 0. 
a) Daca a,b € Q, demonstrati cai exista un numar natural nenul n astfel 
tncat cele doua ace ale ceasului s& se suprapuna exact dupa n ore. 
b) Dacd a € Q si b € R\Q sa se demonstreze ca, oricare ar fi n € N*, 
acele ceasului nu sunt suprapuse dupa n ore. 
Steluta Monea, Deva 
S: a 336. Sa se determine functiile surjective f : N* > N* astfel 
incat: a [oa c= VneN, n>2. 
Fw 3f (2) nf(n—1) f(n)’ 
Nicolae Staniloiu, Bocsa 


S:L14.337. Se noteaza cu O si H centrul cercului circumscris, respectiv 
ortocentrul triunghiului ABC. Sa se arate ci, daca HA = OA si HB = OB, 
atunci HC = OC. 

Lucian Dragomir, Otelu Rosgu 

S$:L14.338. Aratati ca exista un singur numar intreg x pentru care 

9 + logs r= qe 
Ovidiu Bddescu, Resita 
5:L14.339. Sa se dea un exemplu de ecuatie cu coeficienti intregi care 
are o radacina egala cu 14+ V2 + V3. 
Delia Dragomir si Adrian Dragomir, Caransebes 


S:L14.340. Se considera functia f : R > R, f(z) = 


a) S& se arate ca f nu este injectiva gi nici surjectiva; 


b) Sa se calculeze 
1 1 1 1 
t (sos): t(seq)- -£(5) FO) sy + F00TB: 
Ovidiu Bddescu, Resita 


£ 
1+ 27. 


Clasa a XI-a 


S:L14.341. Sa se arate ca sirul (tp)n>0 definit prin 
to = AER, tn = (2 — 4n41)(22 — tn +1), VN ER, 


este convergent . 
Ovidiu Bddescu, Resita 


S:114.342. Orice matrice A € M3(R) se transforma cu un pas intr- 
o alta matrice astfel: un element de pe diagonala principala a matricei se 
maregte sau se micgoreaza cu 1 si orice alt element al ei se mareste sau se 
micsoreaza cu 3. Studiati daca dupa 2015 de astfel de pasi matricea A = 
1 2 2 
2 1 2] se transforma intr-o matrice care are determinantul egal cu 2015. 
2. 2 id 
Nicolae Stadniloiu, Bocsa, Caras-Severin 
S:L14.343. Fie A € M3(C) pentru care A* = O3. Atunci A? = O3. 
Mihai Monea si Steluta Monea, Deva 


la hahp 
$:L14.344. Se considera matricea A= {| 1 b hphe |, unde cu 
1 c hehe 


a, b, c se noteaza lungimile laturilor unui triunghi, iar cu hg, hy, he lungimile 
inaltimilor triunghiului. Sa se arate ca det A > 0. 
In ce conditii avem det A= 0? 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.345. Fie A si B douad matrici patratice de ordin n € N, n > 2, 
cu proprietatea ca exista a € R*, astfel incat aAB+ A+ B=0,. Sa se arate 
ca AB = BA. 
Ciprian Calin, Resita 
$:L14.346. Pentru orice numar natural nenul n se noteaza 
An = lim — [In(n+ 2) —Inn]. 
z—0 2 m 


Demonstrati ca sirul (b,),,., definit prin b, = Ss a, este divergent. 


k=1 
Barbu Nicolitd, Marga, Carasg-Severin 
S:114.347. Studiati convergenta sirului definit prin 
1 
pai v4, t\ 
(= | n>2. 


Qn = lim 


z—0 n—l 


S:L14.348. Daca (r,),,., este un sir definit prin 7] =a >0s1 


In41 —n(n+1) =2, —Inn, Vn > 1, studiati convergenta sirurilor (Tn )n>1 
$1 (Yn)n>1, Unde Yn = Wn ol, 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.349. Fie A,B € M2(C). Dac&d det(A+ xX) = det(B+X), 
VX € M2(C) , atunci A= B. 


* * X* 
S:L14.350. 58 se calculeze lim GQ, pentru an = {Vv n? +5n+9}, 
n—oco 


unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului real zx. 


Clasa a XIlI-a 


dz, z € (0,+00). 
Dan Dragos Popa, Resita 
S:L14.352. Sa se determine functiile f : R — (0,00) care admit o 
primitiva F astfel incat f(—xr)F (xr) =cosz, Vx ER. 


S$:L14.351. Calculati lacm 


Ovidiu Bddescu, Resita 
$:L14.353. Determinati numarul natural n > 2 pentru care multimea 
An = {a eZ, |@+1+1= a} are un singur element. 

Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.354. Sa se dea un exemplu de lege de compozitie pe Q, cu 

elementul neutru e = 0 si pentru care x = 1 are simetricul in Q\Z. 
Iulia Cecon, Otelu Rosu 
$:1£14.355. Sa se dea un exemplu, justificand alegerea facuta, de 

1 


functie h : R > R neconstanta pentru care / [h(x) + xh’ (oda. 
0 
Dan Dragos Popa, Resita 
S:L14.356. Se defineste pe R o lege de compozitie ,,x” care satisface 
1 
conditiile: 1) (se * (=) =1,VaeR; 2) (axb)-c = (a-c) x (6-0), 
Va,b,c € R. Sa se calculeze 10 « 14. 
Lucian Dragomir, Otelu Rosu 
S:L14.357. Sa se arate cd un grup (G,-) cu proprietatea ca exista 
a,b € G astfel incat ab? = b’a? si b+ = e contine un subgrup izomorf cu 
grupul (Zo, +). 
Lucian Dragomir, Otelu Rosgu 
S:L14.358. Fie f : [0,1] — R o functie continua si injectiva cu pro- 
prietatea ci f(1) = 1. Demonstrati ci, daca existé zo € (0,1) astfel incat 
1 


VE Veo tine / arcte({(x))dx > 5 


Lucian Dragomir, Otelu Rosu 


5:L14.359. Sa se arate ca, oricare ar fi numerele reale a si b si n € N*, 
b b 


avem / cos” zdz | - / cos"t! rdxr | = 


a a 


sae (a — b) (sina — sinb). 
Ciprian Calin, Resita 
5:L14.360. Sa se determine functia derivabila f : R — (0,00) pentru 

care f(0) = Ve si xf(x) = (1+27)f'(z), V2 ER. 
Ciprian Calin, Resita 


